TRANSFORMACIONES

Introduccion

Aqui llamaremos transformacion a una funcidon que hace corresponder cada punto del espacio con otro
punto del (mismo) espacio.

P =1T(P)
Ahora, ja que nos referimos con punto y espacio? En computacion grafica modelamos el espacio
euclideo tridimensional comun y silvestre, pero en matematicas los conceptos de punto y espacio
tienen que ver con cuestiones mas complicadas sobre conjuntos, topologias y métricas. No podemos
(ni debemos) meternos aqui en la generalidad del tema, pero necesitamos utilizar (aprovechar) algunos
desarrollos matematicos.

En principio, uno podria realizar cualquier transformacion sobre todos los puntos de un objeto, una
continua (botella — botella con un nudo en el cuello) o una discontinua (botella — botella rota), pero
aqui trataremos con un conjunto limitado solamente a unas pocas transformaciones continuas: mover,
estirar, rotar y proyectar un objeto. Esas operaciones tienen la ventaja de que se pueden representar con
una matriz y que se pueden combinar multiplicando de antemano las matrices de transformacion, y asi
evitar la miriada de operaciones que llevaria hacerlas una por una. Cualquier transformacion ad-hoc,
que no sea representable mediante matrices, también puede realizarse, pero en un procedimiento aparte
que debera ser programado para tal fin.

Para acumular todas estas transformaciones en una misma matriz necesitamos revisar algunos
conceptos conocidos y a partir de ellos analizar algunos que seguramente no se han visto previamente.

Notacion:

Reales: (a) minasculas o () griegas

Puntos: (P) maytsculas .

Vectores y matrices: (a) minusculas negritas, de componentes reales a'; en la fila i y columna j.

Transformaciones: (4) mayusculas inclinadas

Elemento transformado: (P o y) subrayado

Conjunto o coordenadas o componentes: {a,b,c} o {X,y,z} entre llaves y horizontal, aunque sea un vector columna.
Intervalo [a,b) entre corchetes o paréntesis seglin el estandar cerrado/abierto.

Delta de Kronecker §;= &' un real que vale 1 si i=j y 0 si i#j

Por medio de X" aij V' se representa el producto estandar de una matriz por un vector columna La sumatoria se hace para los
n indices j variando de 1 a n o bien de 0 a n-1 (C++). Cuando resulta obvio se omiten la n, o la j o incluso la sumatoria;
segun la convencion de Einstein se considera que hay una sumatoria por cada par de indices iguales si uno es subindice y el
otro superindice: en R", aij V= I aij V', Los elementos a sumar pueden no ser reales, ej.: v = v'e; indica que v es un vector
formado por la suma de los n productos de sus componentes reales v' y los vectores de la base e;.

Las confusiones son R" (“R a la n”, el espacio vectorial real de n dimensiones) y en general las potencias, que podrian
confundirse con superindices. Para evitar las confusiones, las potencias suelen ponerse después de encerrar las
componentes entre paréntesis: (v')%, pero se pueden omitir cuando resulte obvio, ej.: v> o a™".

La distincion entre subindices (indice de columna o item) y superindices (indice de fila) es seguramente algo novedoso y
complicado, pero es un salvavidas para simplificar el algebra de matrices, que usaremos aqui y la de tensores, que usaran
en materias con mayor contenido fisico.

Espacio Vectorial lineal, combinacion lineal y transformacion lineal:

En el espacio vectorial R" los elementos son vectores, n-uplas de numeros reales y se definen las
operaciones de suma entre vectores y multiplicaciéon por un escalar, con una determinada axiomatica.
Con esas dos operaciones se puede realizar una combinacion lineal de m vectores:

v=>"0qlv;
Una transformacion es lineal cuando preserva la combinacion lineal:
v=L(v)=LEZ™ o' v))=>" o' L(v;)
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El espacio vectorial n-dimensional se caracteriza mediante una base de n vectores e; linealmente

independientes (LI):

(e} Ll (X"de=0=0a=0)
Todo vector se puede escribir como una combinacidn lineal de esos vectores base y los coeficientes
son las componentes.

v=vie=¢V (ej es un vector de componentes {8';})
v=L(v)=V L(e))=V gj=V'¢je (ej de componentes {¢'j} en la vieja base)
Hay dos formas totalmente equivalentes de ver la misma transformacion:
ey
e e’
= &
. Vx
LV
Vy v
Vx Vx € Vx €

Una forma de verla es considerando que el vector transformado tiene nuevas componentes en el
espacio original:

V= (Vj gij) e V=V (yi =V gij) (transformacion de las componentes)
La otra consiste en ver que el vector transformado tiene las mismas componentes que antes pero en la
base transformada, en un nuevo espacio:

v=v (cje) : V=V g (ei=cje)  (transformacion de la base)
La matriz gij es la matriz de la transformacion lineal. Se forma con las componentes (en el espacio
original) de la base transformada. En la figura de la derecha, ex = e," ex + ¢, ey, donde ¢’ (la Unica
indicada) es la componente y del vector base transformado e, es decir la proyeccion sobre el eje y
original. Cada vector base es una columna, la matriz se arma con las tres columnas {e, ey, €,}.

Notas:

1) Es dificil evitar la confusion entre transformacion y cambio de base. En un cambio de base el vector sigue siendo el
mismo, en una transformacion el vector cambia. La figura de la derecha “parece” un cambio de base, pero no lo es: la
nueva base ve al vector transformado, no al viejo.

2) Observe que en el dibujo de arriba la transformacion es un giro y la base es ortonormal, pero podria haber sido cualquier
otra transformacion lineal en cualquier otra base, podrian haberse estirado distintamente los vectores base y podria haber
cambiado el angulo entre ellos.

3) Haga usted mismo, un ejemplo bidimensional para entender como los vectores de la base transformada arman la matriz
de transformacion y luego multipliquela por las componentes de un vector cualquiera para ver como se transforma.

Si ¢'j tiene rango menor que n, la transformacion aplasta (proyecta) en alguna o algunas dimensiones,
sobreviven tantas como el rango. Si es nula, aplasta todo a un punto. Si es la matriz unidad la
transformacion es la identidad. El volumen de los objetos queda multiplicado por el determinante de la
matriz. Hay un monton de propiedades que ya deben haber visto en cursos de algebra o andlisis.

Los elementos de la diagonal se suelen llamar factores de escala por su efecto sobre las componentes
de los vectores y los off-diagonal se llaman factores de shear o corte o deslizamientos.

Verifique, en dos dimensiones, el deslizamiento de un cuadrado unitario, con una matriz que difiere de la unidad solo en el
elemento ¢', = tan(30°) y otra con el mismo valor pero en ¢”;.

Las transformaciones lineales conservan el vector nulo:
700)=0 (0 es el vector de coordenadas {0,0,0})

Las transformaciones lineales de un vector son las que pueden realizarse premultiplicandolo por
una matriz cualquiera de nxn en n dimensiones.
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Se puede hacer una factorizacién de cualquier transformacion lineal (matriz) como producto de

algunas matrices representativas y simples, mediante una combinacion unas pocas escalas no
uniformes y rotaciones o deslizamientos (recordar el significado geométrico de los autovectores y
autovalores). En general esto es lo que hacemos, tanto en CAD como aqui en CG: en lugar de calcular
una matriz complicada, usamos varias transformaciones simples y entendibles.

Espacio afin, combinacion afin y transformacion afin:

Es muy dificil olvidar lo aprehendido (lo aprendido e incorporado a la forma de pensar) pero hagamos el esfuerzo de
desligar los conceptos de punto y vector que solemos suponer como una misma cosa.

Para definir un vector en R" eran necesarias n coordenadas y una base de n vectores. Para ubicar un punto necesitaremos
ademas un origen. En el tratamiento del espacio vectorial la base no estaba ubicada en ningiin “lugar”, son solo tres
vectores linealmente independientes. Pensemos ahora al punto como posicion y al vector como desplazamiento que lleva de
un punto a otro o que mueve un mismo punto. Podemos decir que “el Paraninfo esta a dos cuadras al este y dos al norte de
la Plaza de los Constituyentes”, podemos sumar o multiplicar recorridos pero no posiciones, “el doble de la ubicacion del
Paraninfo” no tiene sentido, pero si podran hacerse algunas sumas y multiplicaciones especiales que dan cosas como “a
mitad de camino entre P y Q”. Vayamos a las definiciones.

Para definir el espacio afin A" se parte del espacio vectorial lineal R" y se define una operacién mas: la
diferencia entre puntos, que da un vector; o en forma equivalente, la suma de un punto y un vector que
da otro punto:

P-O=v
P=v+0
No podemos sumar puntos ni multiplicar puntos por escalares.

Una combinacion afin de n+1 puntos es un punto obtenido a través de una combinacion lineal de n
vectores. Sean O el altimo punto y E;...E, los n primeros, P es el punto resultante de la combinacion
afin. Cada vector es la diferencia con O:

(P-0)=Y"t(Ei—0)

El “conjunto de combinaciones afines de dos puntos fijos” o “expansion afin de dos puntos fijos”
define un espacio afin unidimensional. Del mismo modo, la expansion afin de tres puntos define un
espacio afin bidimensional y, en general, un espacio afin n-dimensional A" queda definido por la
expansion afin de n+1 puntos.

La independencia afin (AI) de n+1 puntos es la independencia lineal (LI) de los n vectores:

(E,O} Al & {(E—O)} LI (X"t (Ei-0)=0=1t=0)
Por ejemplo: tres puntos tienen independencia afin si no estan en la misma recta; cuatro puntos si no
estan en el mismo plano.

Como se puede ver, el papel de los (E;— O) en el espacio afin es exactamente el mismo que el de la
base e; en el espacio vectorial. Para asignar coordenadas a un punto se necesita entonces un punto O
que llamaremos origen y una base (Ei— O) de vectores LI. Un punto cualquiera queda definido por el
origen y el vector que lleva del origen al punto:

P=3"t'(Ei-0)+0=te;+0
Notas:
1) El vector de componentes {t;} es el que conocemos como vector posicion. Las confusiones provienen de identificar
origen y vector nulo.

2) Hay muchisimas formas de decir lo mismo. En algunas fuentes suele encontrarse a las coordenadas de puntos definidas
como: P = {tl, tz, eoo, % 1}, el 1 “multiplica al origen”; mientras que los vectores, independientes del origen, tienen
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componentes v = {v', v?, ..., v", 0}. Esto puede confundir, pues no se puede multiplicar un escalar (1 o 0) por O, méas

adelante veremos la interpretacion proyectiva de esa forma de representacion.
Las transformaciones afines de los puntos son aquellas que preservan las combinaciones afines. Por lo
tanto, sencillamente, son las transformaciones lineales de los correspondientes vectores.

P-0=A(P)-AO)=LP-0)=X"L[t (E;—0)]=X"t' L(Ei— 0) = X"t [A(E)) - A(O)] =
="t (Ei-0)

P=AP)=L(P-0)+AO0)=X"t (Ei-0)+0
Son la composicion de una transformacion lineal de vectores y una reubicacion del origen o traslacion.
La transformacion afin combina una transformacion lineal y una translacién, pero no puede
representarse solo con la matriz i = (E; - O) sino que requiere la adicion del punto O, que es la nueva
ubicacion del origen.
Las transformaciones afines conservan las combinaciones afines. Las rectas y planos son combinacion
afin de dos o tres puntos y por lo tanto se transforman en rectas y planos. Ademas, transformando un
paralelogramo o un paralelepipedo podemos ver sencillamente que las rectas y planos paralelos se
transforman en rectas y planos paralelos y sus intersecciones se conservan al transformar. También se
conservan las proporciones: el punto medio entre dos dados o el centroide de varios puntos se
transforman en el punto medio o el centroide de los transformados.

Si hacemos “abuso del lenguaje algebraico” podemos poner la expresion anterior como suele
encontrarse en muchos textos y como usaremos nosotros también:

P=Y"tE->"tO0+0=Y"tE-OX"t+0=Y"tEi+(1-2"t')O0
Siendo O el (n+1)ésimo punto dato, consideremos a (1 - 2" ¢! ) como el (n+1)ésimo coeficiente:

Eni1=0
tn+1 =1- zn ti
Llegamos a la forma estandar (simétrica y muy comoda) de expresar una combinacién afin:
P= zn+l ti E. Zn+1 ti =1
1

Esa forma es erronea porque no estan definidas la multiplicacion por un punto (t' E;) ni la suma de
puntos, pero es muy comoda porque identificamos los puntos con sus vectores posicion y a esas
operaciones les damos el sentido vectorial, para escribir el algebra de una forma muy sencilla y
simétrica, donde todos los puntos fijos adquieren el mismo significado, el punto O deja de ser especial
y ni siquiera debe ser el origen de coordenadas. Esta es la forma que utilizamos en computaciéon
grafica. Para “librarnos del mal” diremos que estd permitido hacer combinaciones afines de puntos:
combinaciones lineales cuyos coeficientes suman uno.

Sintesis de ideas utiles: Con n+1 puntos podemos representar cualquier punto del espacio n-dimensional que definen,

mediante una combinacion afin (suma uno). Las transformaciones afines (lineales y traslacion) preservan la combinacion
afin (el punto a 1/3 de P y 2/3 de Q, pasa a otra posicion, manteniendo esa relacion con P y Q transformados).

Espacio proyectivo y transformaciones proyectivas

En R’ (usaremos x,y,w en lugar de x,y z, como recalcando que w no es “nuestro™), una recta por el origen queda
definida por un punto cualquiera: es la recta que pasa por el origen y ese punto. Cualquier punto define
una recta excepto el origen. Armamos un nuevo espacio cuyos elementos son las rectas por el
origen, este es el espacio proyectivo P.

Para identificar cada recta por el origen cortémosla con el plano w=1 (para evitar el origen). Cada
punto del plano representa una recta diferente, que pasa por el punto y el origen. Pero a ese plano le
faltan puntos para representar las rectas por el origen que estan en el plano w=0, €éstas no cortan al
plano w=1 en ningln punto. Esas rectas quedan determinadas mediante alguno de sus puntos, con
w=0, pero distinto del origen, podemos identificarlas con puntos de la recta (w=0, x=1). Con esto, el
espacio P? es equivalente al plano w=1 ampliado con la recta (w=0, x=1).

Las rectas del plano w=0 (plano ideal) se suelen llamar puntos en el infinito. Esto es porque la recta

“corta” al plano w=1 (en un par de puntos “opuestos”) en el infinito. La recta (w=0, x=1) se puede
identificar con “la recta en el infinito” en w=1 y asi se denomina en P*.



Identificamos entonces a P? con el plano w=1 de R*, ampliado con la recta en el infinito.

La cercania entre dos rectas (puntos de P”) queda bien representada mediante la cercania de los
correspondientes puntos (topologia) en el plano w=1 o en la recta ideal (w=0, x=1).
Resumiendo:
1) Tenemos un espacio vectorial lineal (R®) cuyas rectas por el origen son a su vez los “puntos” de un nuevo espacio,
2) que llamamos plano proyectivo P* e identificamos con el plano w=1 de R’, donde ubicamos los puntos (como
verdaderos puntos).
3) Los puntos “en el infinito” o ideales, que también son puntos de P?, representan rectas en el plano ideal (w=0).
4) En una representacion tridimensional, un punto tiene coordenadas {x,y,w}
a) Si w=0, por el punto pasa una recta que corta al plano w=1 en el punto de coordenadas {x/w,y/w,1}.
b) Si w=0 representa una recta horizontal y se corresponde en P> con un punto ideal, digamos: en el infinito.

La figura siguiente quizas aclare un poco mas, en ella se representan los tres ejes coordenados de R, el
plano ideal con w=0 y el plano proyectivo, identificado con w=1. Ademas hay una recta que pasa por
el origen y un punto en R’ de coordenadas {x,y,w} y corta al plano en el punto de coordenadas
{x/w,y/w,1} segin R® o {x/w.,y/w} en el sistema de referencia del plano, que no se muestra.

Recta que corta al

Rectaen el .
plano Proyectivo

plano ideal

La otra recta, la complicada, esta en el plano w=0, llamémosla recta h. Para entender que punto se le
asigna en el plano proyectivo supongamos una recta r en el plano vertical que forman h y w, pero que
corta al plano proyectivo. A medida que la recta r se va “horizontalizando”, es decir: alejandose de w y
acercandose a h, el punto del plano proyectivo se va alejando del origen. A la recta h le corresponde el
punto limite (ideal o en el infinito) de la secuencia de puntos en el plano.

A
\%%

El punto {a,b,1} esta justo por encima del {a,b,0} que define una recta h horizontal. La sucesion de
puntos marcados en el plano proyectivo puede definirse mediante {oa,ob,1}. Cuando o crece, la recta
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que representa se va horizontalizando hasta que “en el infinito” coincide con la recta h. Cualquier

punto {oa,ab,0}, con o0, sirve para representar la recta horizontal; lo importante es la direccion,
definida por el cociente entre a y b. Incluso podria hacerse o negativo y decrecer hasta -oo, de donde se
ve la equivalencia de los dos puntos ideales opuestos.

El efecto de una transformacién lineal en R sobre los puntos de P? se denomina transformacion
proyectiva. Algunos casos particulares se reducen a las transformaciones conocidas:

Lineal en R’ Proyectiva en P’

Escala uniforme: Identidad (los puntos se mueven en las mismas rectas por el origen)
Escala en w: Escala uniforme (cuanto mas se aleja en w mas chico “se ve” en P)
Escalas en x,y: Escalasenx ey

Shear x,y (horizontal): | Traslacion

Shear w (vertical): Shear

Rotacién con eje w: Rotacion

Otras: Dificil de ver... veremos algunas

Escala Uniforme
Escala w

Escala x (negativa)

Rotacion w

Deslizamiento y \( Deslizamiento y

de los planos w=cte de los planos x=cte
o

S —

N
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En nuestro espacio: P%, los casos simples son el escalado, el deslizamiento, la rotacion y la

traslacion. Son las transformaciones afines, que ahora pueden ser representadas mediante una
transformacion lineal en un espacio de una dimensién mas.

Las transformaciones lineales en P> mantienen vertical el eje w, es decir que e, = aey, (1/a es el factor
de escala uniforme). Si agregamos el deslizamiento de los planos w=cte. (traslaciones) que inclinan el
eje w, pero solo deslizan los planos sobre si mismos, tenemos las transformaciones afines. En las
afinidades el plano ideal (w=0) se mapea sobre si mismo (no se inclina).

Después de cualquier transformacion proyectiva (lineal en R®) las rectas y R
planos por el origen de R?, siguen siendo rectas y planos por el origen.

Un plano por el origen (en el espacio “grande”) se ve como una recta en
P?. Por lo tanto la transformacién proyectiva transforma rectas en rectas. El
plano w=0 es la “recta en el infinito” para P? contiene la sucesion de
puntos ideales o en el infinito, esta se transforma en una recta pero puede
que no se quede en el infinito.

Dos rectas que se cortan en P? en el punto Q, corresponden a dos planos que se cortan en la recta que
pasa por el origen de R* y por el punto Q. Dos rectas paralelas de P* corresponden a dos planos por el
origen de R, que se interceptan en una recta del plano w=0, paralela a ambas rectas de P>. En ambos
casos se puede decir que la interseccion existe; en el caso sencillo el punto Q tiene coordenadas
finitas y en el otro es un punto ideal.

Rectas secantes
en P?

Rectas paralelas
en P?

En las transformaciones afines, las rectas paralelas siguen siendo paralelas y las que se interceptan
siguen interceptandose en el punto transformado. En una transformacion proyectiva en general, si se
modifica la posicion del plano ideal, las cosas se complican y mucho. El plano ideal original ahora
corta al proyectivo. A consecuencia de ello, algunos puntos ideales, que estaban en el infinito, ahora
pasan a tener coordenadas finitas y forman una recta en P?, la recta en el infinito se transforma en la
interseccion del plano girado y el proyectivo. No casualmente, llamaremos horizonte a esa recta.

Horizonte

Paralelas en P*
Interseccion Q en el infinito

Rotacion con
eje horizontal
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En una transformacién proyectiva, algunas rectas por el origen de R’, pero que estaban en w=0,

ahora cortan a P? en algin punto del horizonte; léase: algunas rectas paralelas ahora se cortan
en el horizonte. (Un camino largo en una fotografia)

Del mismo modo, rectas en P que antes se interceptaban puede que ahora resulten paralelas.

Para poder realizar los dibujos y las interpretaciones hemos identificado “nuestro espacio” con el plano
P? inmerso en R’. Si nos pasamos al espacio de modelos tridimensional tendremos que identificarlo
con el hiperplano P’ al que le corresponde w=1 en R*. Las cosas se complican a la hora de visualizar
cuatro dimensiones, solo analizaremos dos casos sencillos pero suficientes para nuestras aplicaciones.

Las coordenadas en R™" {X,¥,Z,...,w} se denominan coordenadas homogéneas del punto de P" de
coordenadas {x/w,y/w,z/w,...}.

En muchos textos de CG se dice que {x,y,z,1} es un punto, mientras que {x,y,z,0} es un vector o direccion. ;Tiene sentido
tal afirmacion? ;No lo tiene? Hay muchas formas de armar un esquema coherente de ideas, para ensefiar se elige uno pero
al leer distintas fuentes se encuentran muchos, hay que ser tolerante y evitar confundirse.

Proyecciones:
Las proyecciones son transformaciones no invertibles, de rango incompleto, aplastamientos.

Aplastar el plano proyectivo bidimensional sobre una recta sirve para entender el algebra, pero no
veremos nada interesante, por lo tanto trabajaremos directamente en P* inmerso en R*.

Las proyecciones transforman todos los puntos del espacio P? en puntos de un mismo plano, el plano
de la imagen o plano de dibujo.

Proyeccion ortogonal:

La proyeccion ortogonal aplasta el espacio como un acordedn, los rayos que unen cada punto original
con su imagen en el plano son todos paralelos entre si y perpendiculares al plano de dibujo.

Proyectaremos sobre el plano x=0, pero esa proyeccion particular es facilmente generalizable

.
mediante transformaciones afines. y
La proyeccion ortogonal sobre x=0 consiste simplemente en asignar al punto de coordenadas |z
{x,y,z} el punto {0,y,z}. En coordenadas homogéneas sera {x,y,z,1} = {0,y,z,1}, es decir 1]
que la matriz de transformacién homogénea serd como se muestra a la derecha. 000 ol lo
Las columnas de la matriz, como hemos visto antes, representan los ejes |5 1 o o y
transformados por L(R), se puede ver que el nuevo versor e, simplemente se | o 1 o 2
anulo, ahora tiene coordenadas {0,0,0,0}. 000 1 1

Perspectiva:

El proceso de proyeccion por perspectiva central consiste en interceptar con el plano de la imagen
todos los rayos que van desde cada punto de la escena al ojo del observador. Pero cuidado, aqui el
punto de vista es un punto de “nuestro espacio” P°. Supongamos que el punto de vista es el origen de
P’ ({0,0,0,1} en R y, el plano de dibujo es x=1. La distancia entre el punto de vista y el plano se
denomina distancia focal y el vector en el ojo y perpendicular al plano es la direccion de la visual. Un
conjunto simple de transformaciones afines llevan el caso particular planteado a cualquier otro.

En coordenadas, es el mismo truco que se hacia con R’ y el plano proyectivo, solo que ahora dividimos
todas las coordenadas por x: {x,y,z} — {l1,y/x,z/x}. Esa es una transformacion no-lineal. Pero en
coordenadas homogéneas, la misma transformacion: {x,y,z,1} — {x,y,z,x}, ahora resulta lineal.

X 100 0||x
y 010 0]||y
z 001 0||z
1 (000 0f|1
10 0 0||x 1 00 0/[1 00 0]]x
010 0f|ly 0100|010 0||y
001 0||z = 0010|001 0||lz
100 0O||x 100 1|1 0 0 0f|x
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La matriz de la izquierda es la que logra esta transformacion. Podemos descomponerla como un

aplastamiento del eje w (e = 0), una especie de proyeccion ortogonal en el infinito (plano w=0), y
luego deslizamiento o shear del eje x una unidad (45°) hacia w positivo con lo que algunos puntos
vuelven a nuestro mundo, incluso puntos que originalmente estaban en el plano ideal, en el infinito.
Una foto “captura el infinito”: hay puntos de la foto que “en realidad” estan en el infinito.

Espacio euclideo, métrica, transformaciones rigidas y de similaridad.

Al espacio afin le asignamos ahora un producto escalar entre vectores (con determinada axiomatica,
en particular la simetria) y obtenemos un espacio métrico:

u*v=v*u=(u' ¢)*( v ) =u'V (ej*¢))
Los productos escalares de los elementos de la base (e;*e; = e;*e= g;) forman un conjunto simétrico de

numeros arbitrariamente impuestos que recibe el nombre de métrica. S6lo contando con una métrica
(una receta para medir), se puede hablar de distancias y angulos.

El médulo (o norma L) de un vector se define axiomaticamente segin:
vV =~v*v
La distancia entre dos puntos es el modulo del vector diferencia:
d(P.Q) =\(P-Q)*(P-Q)
El angulo [0°,180°] entre dos vectores, ninguno nulo, esta también definido con el producto escalar:
cos(u,v)= u/|u/*v/|v|
Dos vectores se dicen ortogonales cuando su producto escalar es nulo y un vector se dice que estd
normalizado y se denomina versor, cuando su modulo es uno.
El espacio euclideo se define mediante la métrica euclidea:
ei*ej = Sij
Esta base es ortonormal, esta conformada por versores ortogonales.

Una transformacion lineal conserva las distancias si cumple con algunas condiciones extra. En primer
lugar observemos que una transformacion lineal O que conserva distancias en R? actia sobre cualquier
tetraedro manteniendo el juego de distancias y por lo tanto también conserva angulos. En sintesis,
conserva distancias y dngulos si conserva el producto escalar.

u*v=0(u) * O(v) =u*v
u*y = u e * Vv €= u' v ei*e; (que, en el caso euclideo debe ser) = u*v = u' v Jij

Como esa condicidén debe cumplirse para cualquier vector (cualquier conjunto de coordenadas):
=> &i*ej = 9

La base transformada permanece ortonormal y la matriz del los gij resulta ortogonal.

Se puede ver facilmente que las transformaciones lineales (R") que logran esto son las rotaciones
(determinante 1) y las reflexiones (determinante -1). Las translaciones (7) tampoco modifican la
métrica, pero no son lineales en R™:

T(av) = av+t # av+t) = av + ot

En resumen: las transformaciones rigidas o euclidianas son las transformaciones lineales ortogonales y
las translaciones. Hasta ahora no hemos hablado de orientaciéon (producto exterior o vectorial) pero
algunos prefieren no llamar rigidas a las reflexiones y, en tal caso habrd, que limitar las
transformaciones ortogonales a las de determinante (+)uno que son solo las rotaciones (R = 0y); y que,
junto con las translaciones, son las transformaciones afines sin escalado.

E=RT Euclidea o Rigida (composicion arbitraria).
Se suelen llamar transformaciones de similaridad (§) a las que no cambian la forma del objeto,
admitiéndose si un cambio en el tamafo y en la posicion.

S=(@)RT Similaridad (o = factor de escala; I = identidad).
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Las transformaciones de similaridad conservan angulos pero no distancias. Son las rigidas

combinadas con un escalado uniforme.

Composicion de transformaciones y combinacion:

La composicion consiste en la aplicacion de sucesivas transformaciones a los puntos originales. La
combinacion es una sola transformacioén que produce el mismo resultado que una composicion.

P=..... C(B(A(P))) = Z(P)
Si todas las transformaciones son proyectivas (lineales en R™") podemos representarlas por medio de
matrices homogéneas:

p" = (X ¢k (5 ' (i @i p)) = ¢ (Y (@i p)) = ¢ b @y p' =2 p!

Zhi = Chk bkj aji

Zz=cba
Se puede ver muy facilmente que las transformaciones no son conmutativas, la rotaciéon de un
cuadrado seguida de una escala no uniforme da un paralelogramo, mientras que si se invierte el orden
da un rectangulo. La representacion matricial refleja exactamente ese hecho, la multiplicacion de
matrices no es conmutativa.
Para determinar el orden de las transformaciones notar que se aplica primero “la mas cercana a P y
que para la multiplicacidon se pueden hacer asociaciones mientras se mantenga el orden de aplicacion:

Clk bkj aji = Clk (bkj aji) = (Clk bkj) aji (# Clk bji akj)

cba=c(a)=(cb)a (#cab)
Tal como se adelant6 (al tratar las transformaciones lineales) hay dos formas de ver las cosas: Una es
la que acabamos de ver, una serie se transformaciones sobre las coordenadad del punto en orden a, b,
c. La otra es una serie de transformaciones de la base en orden ¢, b, a.

P= p_h en = e, (chk bkj @, pi) : Qh = ¢ bkj ; pi <

B = pi € = (eh Chk bkj aji) pi . €i = €n Chk bkj aji >
Esta tltima es la que nos permite programar pensando las sucesivas matrices como transformaciones
de la base en el mismo orden que se programan.

Normales y transformacion de las normales:

La normal a una superficie es un vector ortogonal a los vectores tangentes en el punto. Parece trivial,
pero la superficie es curva. Podemos definir vectores tangentes en el punto P de la superficie como
“limite de diferencia”:

t = lim (Q-P) n*t=0

Q—-P

Para definir la normal n a la superficie en un punto P, utilizamos otro punto Q de la superficie que se
acerca a P desde cualquier direccion. En cada direccion habra una tangente t, limite de la secante Q-P.
Con determinadas condiciones de suavidad todas las tangentes serdn coplanares y con dos basta para
definir el plano tangente que es la expansion afin de dos tangentes distintas.

En una transformacion afin, el vector normal transformado no es necesariamente normal a la superficie
transformada, de hecho, podemos ver que eso solo sucede para las transformaciones de similaridad. El
plano tangente si se transforma en un plano tangente, porque la transformaciéon afin conserva la
combinacion afin y asi definimos el plano tangente.
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Si la transformacion aplasta, no habrd tangente, ni normal, ni superficie, por lo tanto estamos

hablando de transformaciones afines de rango completo, invertibles.

Queremos un vector que sea normal en P a la superficie transformada por la matriz a (y que no es el
vector normal n transformado como cualquier vector). Para conseguirlo, veamos que si t es un vector
del plano tangente:

0=nit'=n;[(a");t]=[m(a")j] ¢
Por lo tanto, el vector
nj=n; (a")}
es normal a la superficie transformada en el punto transformado.

Si queremos representar la normal como un vector columna estandar debemos transponer toda la
expresion, recordando que (ab)' =b' a’
i parNTY
n=(@))jn
El vector normal es un vector “naturalmente fila” (vector covariante, los columna son contravariantes)

que se transforma posmultiplicandolo con la inversa de la transformacion. Pero en CG, simplemente
diremos que el vector (columna) normal se transforma con la inversa transpuesta de la transformacion.
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