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Resumen

El trabajo presenta una alternativa para modelar superficies de Bézier sin utilizar un software de
CAD/CAM. Se describen las ecuaciones matematicas y un método para su visualizacion y analisis
mediante métodos numéricos como las derivadas parciales de superficies biparamétricas. Se emplea
este método para la generacion de trayectorias de mecanizado de una herramienta de punta esférica,
para fresadora CNC de 2 % ejes. Finalmente se le da un formato a la trayectoria obtenida para ser
reproducida en una fresadora American CNC con control Dinapath Delta 20. Se observa su eficiencia
en el empalme de dos superficies de prueba en la aplicacion de modelado de piezas complejas.

Palabras claves
Superficies complejas, trayectorias de corte, mecanizado en CNC, CAD/CAM.

1. Introduccién

Los actuales sistemas de CAD/CAM (sistema integrado de Disefio Asistido por Computadora y
Manufactura Asistida por Computadora) ofrecen al usuario una interfaz bastante amigable para el
disefio y programacién del maquinado de piezas complejas, pero sus comandos estan inundados de
terminologias matematicas y geométricas, que muchas veces los manuales de usuario no explican y
refieren a bibliografia especializada.

El campo de la computacion grafica evolucion6 impulsado por la industria aeronautica y automotriz
(HAWKES B., 1989; CINCUNEGUI D., 1996), para dar soluciones a la obtencién gréfica y la
construccion de piezas de formas complejas. Empresas de estos rubros, han destinado gran parte de
sus recursos humanos al estudio de una enorme variedad de métodos numéricos y estructuras de
datos de marcada complejidad.

Entre los métodos de representacion grafica CAD hay dos campos muy difundidos, la representacion
sélida y la representacion alambrica o de superficies. La tendencia actual (CINCUNEGUI D. 1996), es
el empleo hibrido de ambos sistemas con el agregado de la parametrizaciéon de entidades, o sea,
permitir el cambio de dimensiones en una pieza terminada ajustando alguna variable perteneciente a
la misma, como la longitud de un lado, un diametro, etc.

La potencialidad de estos sistemas viene dada también por la asociatividad con otros, tales como
analisis por el método de elementos finitos de la resistencia de las piezas, generacion semiautomatica
de matrices y moldes, simulacion del corte, embutido o estampado de chapa, simulacion del flujo de
fluidos en moldes de inyeccién de plastico o aluminio, simulacion térmica, cinematica y dindmica de
mecanismos, maquinado asistido por computadora (fresado, corte con laser, plasma 6 chorro de
agua, electroerosion, etc.).

Como salida de un sistema CAD/CAM aplicado al fresado de superficies, se tiene un programa con
formato interpretable por el control de una maquina herramienta a CNC (Control Numérico
Computarizado) determinada.

En este trabajo tendremos un estudio desde el disefio (descripcion matematica, visualizacion y
consideraciones de uso) hasta la manufactura (generacion de trayectoria de corte y procesado para
su mecanizado) de un tipo de superficie muy utilizado en los sistemas antes descriptos, como lo son
las superficies de Bézier.



Los modelos analiticos fueron implementados mediante métodos matriciales, y se agregan graficas
ilustrativas de toda la teoria involucrada y de las consideraciones practicas. Ademas, se incorporan
fotografias de los mecanizados realizados verificando la teoria.

En el Anexo | se realiza un estudio analitico-grafico de la obtencidn de un punto de la superficie, y en
el Anexo Il las derivadas parciales de las ecuaciones empleadas en el ejemplo de generacion de
trayectorias de corte.

2. Descripcion matematica de la superficie de Bézier
Una superficie biparamétrica se representa por una ecuacion vectorial de dos parametros.

QU,v) =[X(u,v) Y(,v) Z(u,v)] [1]

Los puntos de la superficie pertenecen al espacio tridimensional, pero son funcién de un dominio
bidimensional 0 <u <1y 0 <v <1, sobre el cual se valla, segin una ley matematica [2], la malla
poligonal que la define.

El dominio es muy simple, su variacion hace que la superficie sea de calculo sencillo respecto a otras
superficies donde los pardmetros tienen variaciones mas complejas.
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Figura 1. Malla de definicion de la matriz B Figura 2. Superficie obtenida al valuar la
y puntos de control etiquetados malla en el dominio uv
La ecuacién general (ROGERS D. F., 1990) es:
n m
Q(U,V) = ZBi,j‘]n,i (U)Km,j(v) [2]
i=0 j=0

Donde:

n: es el grado del segmento polindémico y el orden de la funcién de Bernstein, n+1 es el nimero de
vértices de la malla de definicién en la direccién u.

m: es el grado del segmento polinémico y el orden de la funcién de Bernstein, m+1 es el nimero de
vértices de la malla de definicién en la direccién v.

Bi;: coordenadas [ x y z ] de los puntos de control del poligono o malla de definicion.

Jni(u): funcién base de Bernstein 6 de Bézier en la direccion u.

Kmj(V): funcién base de Bernstein 6 de Bézier en la direccion v.

La malla que manipula el disefiador (Figura 1) sigue un arreglo de (n+1)x(m+1) puntos de control o
vértices, pertenecientes también, al espacio tridimensional o de disefio. Los puntos de control son los



de disefio y poseen distinta influencia sobre la forma de la superficie que definen. Se numeran segun
un arreglo de indices enteros que van de 0 (cero) any de 0 a m. Por ejemplo para n=2 y m=2,

BO,O BO,l BO,Z [3]
[Bi, i ] = Bl,o Bl,l B1,2
BZ,O Bz,l BZ,Z

La funcién de Bernstein se define por:

Jn’i(u):(?j b @-u)" [4]

ny nl
(iJ_i!(n—i) [5]

Existe la particularidad de que la suma de las funciones es igual a 1, ademas, cada funcién valuada
en el intervalo 0 < u < 1 es un segmento polinébmico. Entonces, estas funciones pueden calcularse
tanto para u como para v como los términos del desarrollo del siguiente binomio (BAGHINI J.C.,
1988):

Para la combinatoria:

Cabe recordar que (0)°=1y 0! = 1.

(@-u)+u) [6]

El desarrollo tendra n+1 términos, en coincidencia con el ndmero de vértices en la direccion
correspondiente. Para Kp;(v), la definicién tiene la misma forma, pero cambia el indice n por my el
parametro u por el v.

En el Anexo | se realiza un ejemplo analitico, del empleo de estas ecuaciones para una malla de 3x3
puntos de control.

3. Implementacién de la visualizacion de la superficie y consideraciones para su uso

El modelo computacional para la ecuacion puede realizarse de muchas maneras. Los datos de
entrada son los 6rdenes n y m en ambas direcciones y una matriz de puntos de control de tres
coordenadas cada uno, ordenados segun un arreglo matricial de (n+1)x(m+1).

No es necesario calcular los infinitos puntos de la superficie, sino que se varian los parametros con
un incremento discreto para obtener determinada cantidad t y h de isoparamétricas, y permitir
visualizar una malla lo mas representativa posible. En nuestro trabajo, almacenamos los puntos
calculados en tres matrices de coordenadas rectangulares X(i,j), Y(i,j), y Z(i,j), haciendo corresponder
los subindices i y j (nGmeros enteros), con la variacion deuyventre 0y 1.

Implementada la visualizacién, se puede analizar el comportamiento de la superficie al variar la
posicién de los puntos de control de la malla. Como ejemplo, se utilizd una malla de 3x3 puntos de
control con 20 isoparamétricas a partir de estos datos de disefio:

Boo Bo: By [0 0 o] [0 0 150] [200 O O
[B]=| B,y Bi; By, |=|[0 100 150] [100 100 220] [200 100 150]
Boo B,i By [0 200 o] [100 200 150] [200 200 O]

Los puntos de los vértices de la malla, en la Figura 3 son By, Bo2, B2 y Bao, tienen mucha influencia
sobre la forma de la superficie ya que pertenecen a la misma, luego, los puntos adyacentes a los
vértices Figuras 4, 5y 6, influyen sobre la zona cercana a los vértices de la malla porque forman con
los mismos, vectores tangentes a la superficie. Finalmente, los puntos de control internos de la malla
Figuras 7 y 8, influyen posibilitando inflexiones en la superficie pero la forma que adquiere la
superficie es poco intuitiva para el disefiador, quien no puede conocer la posicion exacta de ningln
punto interno de la misma (a menos que valle la funcion con un par de paramteros uv iterativamente



hasta aproximarse a un punto deseado). El conocimiento incierto de los puntos internos hacen que
estas superficies sean artisticas y por lo tanto dificiles de utilizar.

Figura 3. Elevacion de un vértice en Z. Figura 4. Bajar un punto por debajo de los
B »,=[200 0 100]. vértices B, ,=[200 100 -150].

Figura 5. Variaciéon del punto By; en la Figura 6. Idem para By;=[50 0 100]
coordenadas Xy Z By;=[100 0 0]

Es importante no confundirlas con las superficies dadas por cuatro curvas, las de Bézier tienen la
posibilidad de modificar la forma mediante todos los puntos de la malla con mayor (vértices extremos)
o0 menor (internos) influencia, por eso se la llama vulgarmente superficie "de forma libre".

Si bien estas superficies datan de casi 30 afios y sus prestaciones han sido ampliamente superadas
por las superficies NURBS y otras, aln conviven por sus buenas caracteristicas cuando las mallas
tienen Ordenes de valores bajos. Su posibilidad de disminuir el orden hizo que se prefiera a lo sumo
orden 2 6 3, donde los célculos computacionales son rapidos y producen errores menores que en
o6rdenes mayores. Aplicando transformaciones de traslacién, rotacién, o escalado a los "puntos de
control" (cuyo almacenamiento ocupa poquisimo espacio de memoria), también se lo hace sobre la
superficie al valuar la malla en el dominio, de aqui su amplia difusiéon en softs de CAD. En estos
sistemas, a cada punto de control se le agrega un cuarto elemento, ademas de las tres coordenadas,
para trabajar con coordenadas homogéneas y permitir sus transformaciones (ROGERS D. F., 1990).



Figura 7. Variacion del punto interno By; en Figura 8. Idem para B; ;=[100 100 100]
la coordenada Z B, ;=[100 100 0]

4. Derivadas y normales de la superficie de Bézier.

Con las ecuaciones de las derivadas parciales de la superficie(ver ejemplo en Anexo Il) valuadas en
un punto de la misma, tal como Q(u,,v;), se obtienen los vectores tangentes a la superficie en ese
punto. Realizando el producto vectorial de los mismos, se obtiene el vector normal a la superficie en
dicho punto (PIEGL L., 1997). Ver Figuras 9y 10.

0Q o
NoR, R [7]
ou ov
Dividiendo a este vector por su horma, obtenemos el vector normal con magnitud unitaria.
N N
N=r— [8]

‘N\ ) NN N

Los usos de las normales a la superficie son mdltiples, utilizadas por ejemplo en los sistemas CAD
para calcular la iluminacion y renderizado de la superficie, y en los sistemas CAM para calcular las
trayectorias de las herramientas de corte para el mecanizado.

5. Generacion de trayectorias para el mecanizado

Cabe distinguir primero, la variedad de parametros que involucra una generacion de trayectoria de
corte. Sin abordar en detalles, se mencionan por ejemplo el tipo de maquina, cantidad de ejes de
comando simultaneo; tipo, forma de punta y diametro de la herramienta; geometria de la pieza a
fabricar, interferencia entre superficies de la misma pieza, posicién de las superficies respecto al
plano horizontal (X-Y), sujeciéon de la pieza, interferencia con el utilaje, calidad de terminacion
superficial, tolerancias de forma y posicion requeridas, tiempo disponible, estrategias de mecanizado,
etc.

6. Uso de las normales para el célculo de la compensacion tridimensional de una herramienta
de punta esférica

Obtenidas las normales a la superficie segin [2], [7] y [8] (Figura 10), se utilizan para generar la
trayectoria de una herramienta de punta esférica, la que debe posicionarse de manera que haga
contacto en el punto deseado de la superficie (el centro de la esfera estara alineado con la normal a
dicho punto ). Se debe calcular el punto de localizacion P_ de la herramienta (CHOI B.K., 1988),
segun el tipo de maquina, en el caso de las fresadoras a CNC de 2 % ejes, es el punto inferior de la
herramienta, en este caso, de la esfera. Para ello, al vector del punto a hacer contacto Q(ug,v;), se le
suma el vector normal multiplicado por el radio de la esfera y se le resta un vector en direccion Z
positivo de médulo igual al radio. Para una mayor claridad de la Figura 9, sélo se grafica una curva
gue es traza de la superficie.

Cada P_ esta dado por:



P=Q+nr-Sr [9]
donde:
Q: es el punto deseado sobre la superficie
S: es un versor en direccion Z,
r: es el radio de la punta de la herramienta,
n: es el vector normal a la superficie.
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Figura 9. Esquema representativo de la
compensacion de radio de la herramienta

40 40

Figura 10. Vista de los vectores normales

Los puntos P, , almacenados en matrices PLx(i,j), PLy(i,j), y PLz(i,j), se reordenan® para formar un zig-
zag en una “matriz de trayectoria” Figura 11 de (h.t) x 3 elementos, donde hy t son las cantidades de
valores calculados en la direccidon u y v respectivamente.

Para posibilitar el mecanizado de estos puntos, éstos deben tener un formato de texto que el control
de la fresadora pueda interpretar, para ello se agregan con comandos de texto la numeracion y las
funciones del tipo de movimiento, en este caso, lineales punto a punto con velocidad controlada, el
codigo para el control Delta 20 es (1) 06 (E)G01 en el sistema EIA/ISO.

El texto de salida para el CNC tiene la forma:

N9(1)X-2.309Y-2.309Z-1.691
N10(1)X-0.935Y-2.763Z-0.9
N20(1)X0.402Y-3.076Z-0.203

N30(1)X1
N40(1)X2
N50(1)X4
N6O(1)X5
N70(1)X6

.695Y-3.
.948Y-3.
.167Y-3.
-361Y-3.
.536Y-3.

2970.414
43870.954
5471.416
61171.798
65972 .097

N110(1)X11.149Y-3.70822.442

Con un editor de texto se le agregan las condiciones de corte iniciales® en las primeras lineas del
programa, luego se envia a la fresadora por conexion RS232, se sujeta la pieza en la mesa, se setea
el “cero pieza”, los correctores de herramienta de la maquina y se ejecuta el maquinado.

! “Reordenamos” formando el zig-zag, a causa del algoritmo y estructura de datos matricial que elegimos. Se podria haber
valuado el dominio en zig-zag y listar los P_ como un vector de trayectorias. Los sistemas CAM proponen una gran variedad de
formas de configurar el recorrido de la superficie a fin de optimizar la productividad del mecanizado, el que utilizamos con este
método, figura generalmente como “Mecanizado UV".

El programa se puede modificar, en cuanto a condiciones de corte, a pie de maquina.



7. Resultados obtenidos para superficie simple

Se realizé el mecanizado sobre cedro, con una herramienta de punta esférica de diametro 8mm. La
superficie cubre una proyeccion sobre el plano XY de 40 x 40mm.

Figura 11. Simulacion de las trayectorias de Figura 12. Experimentacion sobre madera.
corte (P_ordenados).

8. Condiciones de empalme

Hay tres condiciones necesarias para que el empalme de dos superficies sea suave. La primera, es
que los poligonos de definicién, en los contornos de unién sean los mismos. La segunda condicion,
es que los poligonos de definiciéon en los contornos a unir tengan igual orden, o sea igual cantidad de
puntos de control. La tercera condicion que debe cumplirse, es que los vectores tangentes en los
puntos de control comun sean colineales (BEZIER P.E., 72).

Observar en la Figura 13, que los puntos Bg,, Big Yy By de la malla de la izquierda, coinciden con los
puntos Dgg, D1g ¥ Dy de la malla de la derecha, esto sélo asegura la unién de las superficies asociadas
a cada malla. Si se hacen colineales los puntos de cada malla inmediatamente proximos a los del
poligono comudn, nos aseguramos, ademas, la suavidad del empalme.

Son colineales:
Bo1, Boz=DgoY Do1
B1; (oculto debajo de la superficie), B;p=D1o Y D11
B.1, B»,=D, y D, (oculto detras de la superficie). Valido también para las Figuras 14y 15

8040 ¥
a0
20

Figura 13. Empalme suave de dos superficies



Sobre todos los puntos del contorno de union, las derivadas parciales de ambas superficies valuadas
en los mismos tienen igual direccién, entonces, ambas superficies tienen normales comunes en tales
puntos.

Figura 14. Lados colineales de igual Figura 15. Lados colineales de distinta
pendiente

pendiente

9. Implementacion practica de la continuidad de dos superficies.

Se realizd la corroboracion fisica de estas condiciones con las dos superficies de pruebas mostradas
en la Figura 16, generando las trayectorias de corte por separado y maquinandolas una a
continuacion de la otra.

B

8 &

B &own

[T N
Figura 16. Simulacion de trayectorias y mecanizado de ambas superficies en madera

10. Conclusiones

Las superficies biparamétricas constituyen, actualmente, uno de los mejores modelos mateméticos
para el disefio de formas libres, entre ellas se utilizan ademas las superficies NURBS (B-Splines
Racionales No Uniformes), Coons (definidas por cuatro curvas Splines), B-Splines regladas, de
revolucién, etc (ROGERS D. F., 1990; PIEGL ., 1997). Entre las superficies de formas libres, las de



Bézier constituyen las de ecuacibn mas simple. Las superficies de Bézier son una adecuada
herramienta educativa para hacer un seguimiento desde su concepcién hasta su concrecion fisica en
el mecanizado, con métodos numéricos de facil comprension y que permiten ser representadas
computacionalmente por programadores poco expertos sin profundizar en la generacion de interfaces
gréficas y bases de datos complejas.

Este tipo de superficie no sirve para interpolar puntos desde el digitalizado de prototipos de manera
directa, como lo permiten hacer las NURBS, aunque matematicamente, sean un caso particular de
estas Ultimas (PIEGL L., 1997).

Los puntos extremos de la malla pertenecen a la superficie y ésta es tangente a la malla en estos
puntos. Entonces, combinando mallas, existe la posibilidad de unién respetando ciertas condiciones,
permitiendo obtener piezas de formas de gran complejidad. Aln asi, estas propiedades expuestas no
son suficientes para modelar cualquier pieza, restan varios problemas de gran importancia, como la
interseccion de superficies, el seccionamiento o “recortado”, y el empalme o redondeo. La generacion
de trayectorias para estos casos es aun mas compleja.

Figura 17. Proceso de mecanizado Figura 18 Mecanizado en aluminio

Figura 19 Aspecto de la pieza de prueba

Idéntico procedimiento al realizado en este trabajo, se puede utilizar para muchas aplicaciones
particulares sin recurrir a un costoso software de CAD/CAM, como por ejemplo, en el maquinado de
superficies definidas por ecuaciones implicitas u otras no mencionadas del tipo biparamétrico (PIEGL
L., 1997), que deban cumplir una ley mateméatica definida, para realizar experimentos cientificos tanto
matematicos como fisicos, como ser el alabe de una turbina, conductos complejos de fluidos en la

10



tapa de cilindros de un motor, trayectorias complejas descriptas por efectores finales de robots, etc,
para lo cual se espera que este trabajo sea de inicial aporte.

Las fotografias de las Figuras 17,18 y 19 pertenecen a las experiencias.
Los algoritmos desarrollados pueden obtenerse via e-mail por pedido a los autores.

11. Anexo |. Desarrollo analitico y numérico de una superficie con malla de 3x3 puntos de
control.

De una malla de 3x3 puntos de control, o sea, de grado 2 en ambas direcciones paramétricas, resulta
una superficie bicuadratica, donde las funciones de Bernstein aplicando [4] son:

oJuct-or =[#]<1—u>2 _-uf

0 01(2-0)!

VRO @ u'(t-uf =(#Ju(l—u)= 2u(L-u) [10]

1(2-1)!

2
Jpa(u)= (Zjuz(l—u)0 = [ﬁjuz 2

La suma de las funciones es igual a 1.

Jz,o(u)=[

Jo0(U) +351(u) +3,,(u) =2 -u)’ +2ul—u)+u® =12 ~2u+u? +2u-2u? +u? =1 [11]

Expresar la ecuacion [2] como el desarrollo de la serie es muy engorroso, por la gran cantidad de
términos. Para su estudio, como para su implementacion, se utiliza la expresion matricial mas
compacta, que para la malla 3x3 es:

Q(uv) =[3][B][K] [12]
El vector J posee las bases de Bernstein calculadas segun [6]:
[J]:[(l—u)2 2u(t-u) u2] [13]
Las funciones de K tienen igual forma en este caso porque los 6rdenes son iguales:
[K]= [(1—v)2 2v(1-v) v2] [14]
La malla esta compuesta de los siguientes puntos (Figura 1):
Boo Bo: Boy [0 0 o] [0 0 150] [200 O O]
[B]=| B,y Bi; By, |=[[0 100 150] [100 100 220] [200 100 150] [15]

Boo By By [0 200 o] [100 200 150] [200 200 O]

Luego, la expresion matricial [12] toma la forma:
2
Boo Boi Bop (1-v)
Q(u,v)= [(1—u)2 2u(l-u) uz] Bio By By, |[2v(l-v) [16]
Boo Ba1 By v?

Si bien esta ecuacién parece facil de entender, haremos el producto matricial, desarrollando
paralelamente una explicacion gréafica en la Figura 20.
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Q(u,v)= {(1—u)2 Boo + 2u{l—u)Byo+ u’B,, }(1—v)2 +
+ {(1— u)2 Bos + 2u(1— u)BL1 + uszyl}Zv(l—v) + [17]
+ {(1—u)2 Bop + 2u(l-u)B, + u’B,, }v2

Donde cada llave es la expresiéon de una curva de Bézier de parametro u, al valuarlas en un valor ug
se transformaran en puntos Pg, P, y P, de cada curva,

Q(ug.v) = {Py(ug )} (1~ v)* + {Pu(ug )} 2v(L—V)* +{Py(ug )}v? [18]
que formaran un poligono de la curva de parametro v perteneciente a la superficie.
Qug Vo ) = {Po (g )} (1 -Vo )* +{Pu(ug )} 25 (L-vo )+ {Py (ug )} vo [19]
Cada término es un vector de tres coordenadas, luego:
Q(ug,vp)= [Xo Yo Zo] [20]

es el punto resultante en la superficie.

Bi,
{(]-—U)Z Boa+ 2u@-ulByy+ u’ B2,1}> //;:lLl\

u ‘W7
///////7/ / ‘ MNAR RN
T ST~/ DN A
1 / // / /;/////7/// // . //A7< ) ‘ ( \ ‘ A\/ \\ \\ \\\\\Q\\\\\ \\
1 7 JLLLL SN /) \ 2N\ \\\\
/ / NN N\
AN% 7\ \
CSNN \ \
Boo © \/ AV © B,

JAY
Uo \\?\/ <\X/ \/

0 Vo 1 vy ®
1

Figura 20. Representacion grafica del desarrollo tedrico de la malla 3x3. Se muestra ademas el
dominio paramétrico con sus puntos notables.

La superficie toma el valor de los vértices de la malla para los puntos extremos del dominio, por
ejemplo, para v=1, nos queda el Ultimo término de [17] y en éste, si u=1, se anulan los dos primeros
sumandos y entonces se tiene: Q(u=1,v=1)=B,,

12. Anexo Il. Expresién matricial de las derivadas parciales de una superficie con malla de 3x3
puntos de control.

Derivadas parciales de la ecuacion [16]:
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oQ(u,v) o0 Poa e "
ST e[20u) 20-20) w]|By, By By |[2-v)| (21
Boo Ba1 B v2

Boo Boi Boa ||~ 2(1-v)
GQ(;/,V):[(l_u)z 20(t-u) u?]|By, By, B, | 20-2v) [22]
Boo Ba1 By 2v

Puede observarse que las derivadas parciales se obtienen derivando las funciones de Bernstein del
parametro correspondiente.
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