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Cinemática Observador y evento

Observador y evento

Observador: herramienta para medir cantidades f́ısicas,
particularmente, posiciones relativas de puntos y progreso del tiempo.

Evento: para un observador O, es un fenómeno f́ısico que ocurre en
x ∈ E al instante t ∈ R: (x, t) ∈ E × R
Formalmente, observador es un mapeo 1-a-1 que asigna a un evento
un par (x, t) ∈ E × R.

Dos eventos distintos (x, t) y (x0, t0), como los ve O, están separados
por una distancia |x− x0| en E y un intervalo t − t0 en R.
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Cinemática Transformación de observador

Transformación de observador

Sean dos observadores O y O∗, de modo que el evento (x, t)
registrado por O sea el mismo que el evento (x∗, t∗) registrado por
O∗.

O y O∗ deben ponerse de acuerdo en las unidades de medida de
distancia y tiempo.

Transformación de observador: mapeo E × R→ E × R t.q.

(x, t), (x0, t0) −→ (x∗, t∗), (x∗0, t
∗
0 )

para (x, t) arbitrario, (x0, t0) fijo y arbitrario.

Para preservar |x− x0| y t − t0, el mapeo debe ser

x∗ − x∗0 = Q(t)(x− x0), t∗ = t − a

con a ∈ R constante, y Q(t) tensor ortogonal.
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Cinemática Transformación de observador

La transformación de observador puede expresarse alternativamente
como

x∗ = Q(t)x + x0 −Q(t)x0︸ ︷︷ ︸
c(t)

, t∗ = t − a (1)

Nota: trabajaremos con transformaciones de observador que
preservan orientación, de modo que Q(t) es ortogonal propio, i.e.
Q(t) ∈ SO3 (SO3: grupo de rotaciones en el espacio Eucĺıdeo 3D).
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Cinemática Marco de referencia

Marco de referencia

Supongamos que O elige {o, ei}, fija respecto de O, y O∗ elige
{o∗, e∗i }, fija respecto de O∗. Luego:

x = xiei , x∗ = x∗i e∗i

El sistema de coordenadas adoptado por un observador constituye el
marco de referencia de ese observador.
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Cinemática Marco de referencia

Marco de referencia

Si {o, ei} es el marco de referencia de O y {o∗, e∗i } el de O∗:

x = xiei , x∗ = x∗i e∗i

con e∗i = Q(t)ei .

Luego, la transformación de observador resulta:

x∗ = c(t) + Q(t)x, t∗ = t − a

x∗i e∗i = c(t) + Q(t)xiei

(·e∗j ) x∗i e∗i · e∗j = c(t) · e∗j + xi [Q(t)ei ] · e∗j
x∗j = c∗j (t) + xj

⇒ Salvo la traslación de origen, los observadores asignaron las mismas
coordenadas a un mismo evento.
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Cinemática Configuración de un cuerpo

Configuración de un cuerpo

Cuerpo B: conjunto de part́ıculas o puntos materiales en
correspondencia 1-a-1 con B ∈ E . Si B se mueve, la región B que
ocupa en E cambia.

Configuración de B: mapeo 1-a-1 χ : B → E (part́ıcula X a lugar
ocupado x).

Se supone que χ y χ−1 tienen hasta derivadas segundas continuas
(excluimos, por ej., ondas de choque).

Para una part́ıcula genérica X ∈ B tenemos:

x = χ(X ), X = χ−1(x)

B ≡ χ(B) = {χ(X ),X ∈ B}: lugar ocupado por B en la
configuración χ.
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Cinemática Movimiento

Movimiento

Movimiento de B: familia de configuraciones χt : B → E con el
tiempo t como único parámetro:

x = χt(X ) = χ(X , t) (2)

Dos observadores O y O∗ ven la part́ıcula X moverse de acuerdo a:

x = χ(X , t), x∗ = χ∗(X , t∗)

χ∗(X , t∗) se define por la transformación de observador (1):

χ∗(X , t∗) = c(t) + Q(t)χ(X , t), t∗ = t − a (3)
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Cinemática Velocidad y aceleración para diferentes observadores

Velocidad y aceleración para diferentes observadores

Velocidad y aceleración vistas por O:

∂χ

∂t
(X , t),

∂2χ

∂t2
(X , t)

Velocidad y aceleración vistas por O∗: por (3) resulta:

∂χ∗

∂t∗
(X , t∗) =Q(t)

∂χ

∂t
(X , t) + ċ(t) + Q̇(t)χ(X , t) (4)

∂2χ∗

∂t∗2 (X , t∗) =Q(t)
∂2χ

∂t2
(X , t) + c̈(t)

+ 2Q̇(t)
∂χ

∂t
(X , t) + Q̈(t)χ(X , t) (5)

Dos observadores ven velocidades y aceleraciones distintas por el
movimiento relativo entre ambos.
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Cinemática Configuración de referencia

Configuración de referencia

Configuración de referencia: configuración B0 a un instante dado
t = t0 arbitrario, tal que las part́ıculas X ∈ B pueden identificarse por
su posición X ∈ B0:

X = χ0(X ), X = χ−1
0 (X) (6)

B0 = χ0(B): región que ocupa B en la configuración de referencia χ0.

B ≡ Bt = χt(B): región que ocupa B en la configuración actual χt .

La posición actual resulta:

x = χ(X , t) = χ(χ−1
0 (X), t)

V́ıctor Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 20 de septiembre de 2018 10 / 94



Cinemática Deformación (“deformation”)

Deformación (“deformation”)

En adelante, identificaremos las part́ıculas X ∈ B con su posición
X ∈ B0. Luego:

x = χ(X, t) y X = χ−1(x, t)

Claramente, χ depende de la configuración de referencia elegida.

Nota: a diferencia de configuración, deformación implica que existe
una referencia.
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Cinemática “Deformation” para dos observadores

“Deformation” para dos observadores

Dos observadores O y O∗ ven deformaciones

x = χ(X, t) x∗ = χ∗(X∗, t∗)

donde rige la transformación de observador:

χ∗(X∗, t∗) = c(t) + Q(t)χ(X, t), t∗ = t − a

Sean X y X∗ las posiciones de referencia de X para O y O∗,
relacionadas por

X∗ = c(t0) + Q(t0)X

Por conveniencia, asumimos que la configuración de referencia es
independiente del observador. Ello sucede si y sólo śı

c(t0) = o, Q(t0) = I
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Cinemática “Deformation” para dos observadores

“Deformation” para dos observadores

Un observador puede elegir marcos de referencia distintos para
configuraciones distintas.

En la configuración actual elige {o, ei} tal que:

x = xiei

xi : coordenadas Eulerianas, espaciales o actuales de la part́ıcula X .

En la configuración de referencia elige {O,Eα} tal que:

X = XαEα

Xα: coordenadas Lagrangianas, materiales o de referencia de la
part́ıcula X .

Nota: usamos letras griegas para componentes respecto de {Eα}.
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Cinemática Descripción Euleriana y Lagrangiana de campos tensoriales

Descripción Euleriana y Lagrangiana de campos tensoriales

Dado f campo escalar, vectorial o tensorial sobre B, el campo
correspondiente F sobre B0 se obtiene haciendo:

f (x) = f (χ(X)) ≡ F (X)

Igualmente, dado F definido sobre B0, el campo correspondiente f
sobre B se obtiene haciendo

F (X) = F (χ−1(x)) ≡ f (x)

Descripción Lagrangiana: involucra campos definidos sobre B0.

Descripción Euleriana: involucra campos definidos sobre B.
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Cinemática Descripción Euleriana y Lagrangiana de campos tensoriales

Derivadas temporales Lagrangianas y Eulerianas

Sea f (x, t) = f (χ(X, t), t) = F (X, t) un campo tensorial.
Derivada temporal Euleriana o espacial:

∂f

∂t
=
∂f

∂t

∣∣∣∣
x

Derivada temporal Lagrangiana o material:

ḟ =
df

dt
=
∂f

∂t

∣∣∣∣
X

=
∂F

∂t

La velocidad de la part́ıcula material X es

V(X, t) = χ̇(X, t) = V(χ−1(x, t), t) = v(x, t)

Las derivadas material y espacial se relacionan por:

df

dt
=
∂f

∂t
+ v · grad f
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Cinemática Movimiento de cuerpo ŕıgido

Movimiento de cuerpo ŕıgido

Movimiento de cuerpo ŕıgido de B: aquél en que dos part́ıculas
cualesquiera del cuerpo preservan su distancia.

El movimiento x = χ(X, t) visto por O es ŕıgido si y sólo si:

x = c(t) + Q(t)X, ∀X ∈ B0

donde

c(t) es una traslación pura del cuerpo.
Q(t) es una rotación pura del cuerpo.

Dos movimientos x = χ(B0, t) y x = χ(B0, t) difieren en un
movimiento ŕıgido si y sólo si:

x = c(t) + Q(t)x
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Análisis de deformación y movimiento Gradiente de deformación

Gradiente de deformación

Consideremos un único observador O con dos bases Cartesianas:
{O,Eα} para B0 y {o, ei} para B.

Sea d X = dXαEα un elemento material de ĺınea o fibra en
X ∈ B0. Tras la deformación, d X se transforma en d x = d xiei en
x ∈ B. Por la regla de la cadena:

d xi =
∂xi
∂Xα

dXα

=⇒ d x = d xiei =
∂xi
∂Xα

(d X · Eα)ei =
∂xi
∂Xα

(ei ⊗ Eα) d X = A d X

A es el gradiente de deformación relativa a B0:

A =
∂xi
∂Xα︸︷︷︸
Aiα

ei ⊗ Eα ≡ Grad x
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Análisis de deformación y movimiento Gradiente de deformación

Gradiente de deformación

La ley

d x = A d X (7)

define la transformación de d X a d x, fibras formadas por los mismos
puntos materiales.

Esta transformación es lineal localmente: A depende de X, pero
no de d X.

A d X = o es imposible para d X 6= o ya que implicaŕıa colapso de la
fibra.

⇒ A no es singular.

⇒ J = det A 6= 0.

⇒ ∃A−1
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Análisis de deformación y movimiento Gradiente de deformación

Ejercicio

Si φ es un campo escalar sobre B y Φ(X) = φ(x) ≡ φ(χ(X)), mostrar que

GradΦ = AT gradφ

Ejercicio

Si v es un campo vectorial sobre B, siendo v(x) = v(χ(X)) = V(X)
mostrar que

Grad V = (grad v)A

V́ıctor Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 20 de septiembre de 2018 19 / 94



Análisis de deformación y movimiento Gradiente de deformación inversa

Gradiente de deformación inversa

Se define el gradiente de deformación inversa B = A−T , tal que

d X = BT d x (8)

Usando la regla de la cadena:

dXα =
∂Xα
∂xi

d xi

=⇒ d X = dXαEα =
∂Xα
∂xi

(d x · ei )Eα =
∂Xα
∂xi

(Eα ⊗ ei ) d x (9)

Comparando (8) y (9):

BT =
∂Xα
∂xi

Eα ⊗ ei ⇒ B =
∂Xα
∂xi︸︷︷︸
Biα

ei ⊗ Eα (10)
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Análisis de deformación y movimiento Tensores de deformación de Cauchy-Green

Tensores de deformación de Cauchy-Green

Tensor de deformación de Cauchy-Green derecho ATA:

ATA es simétrico
ATA es definido positivo, pues

d X · (ATA) d X = (A d X) · (A d X) = |A d X|2 > 0, ∀ d X 6= 0

Tensor de deformación de Cauchy-Green izquierdo AAT :

AAT es simétrico
AAT es definido positivo

De la misma manera, se demuestra que los tensores BTB y BBT son
simétricos y definidos positivos.
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Análisis de deformación y movimiento Deformación de volumen

Deformación de volumen

Sean d X(1), d X(2) y d X(3) no coplanares en B0 y con orientación
positiva, i.e.:

0 < det
([

d X(1), d X(2), d X(3)
])

= dV

dV : volumen del paraleleṕıpedo de lados d X(1), d X(2), d X(3)

Tras la deformación, d X(i) se transforma en

d x(i) = A d X(i)

El volumen del paraleleṕıpedo de lados d x(1), d x(2), d x(3) es

d v = det
([

d x(1), d x(2), d x(3)
])

= det
(

A
[
d X(1), d X(2), d X(3)

])
= (det A) dV = J dV (11)
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Análisis de deformación y movimiento Deformación de volumen

Deformación de volumen

Debe preservarse la orientación de {d X(i)} bajo deformación, por lo
tanto d v > 0 y

J = det A > 0

La deformación en X ∈ B0 se dice isocora si

J = det A = 1 (12)

Si J = 1 ∀X ∈ B0, la deformación del cuerpo es isocora.
La deformación de B puede conservar el volumen global, sin que se
satisfaga (12) ∀X ∈ B0.
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Análisis de deformación y movimiento Deformación de superficie

Deformación de superficie

Sea un elemento de área orientado d S = N dS en un entorno de
X ∈ B0 (N versor normal).

Sea d X una fibra cortando d S de forma que d X · d S > 0.

El cilindro de base d S y generatriz d X tiene volumen

dV = d S · d X.

Tras la deformación,

d S −→ d s = n d s (n : versor normal)

d X −→ d x

dV −→ d v = d x · d s (13)
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Análisis de deformación y movimiento Fórmula de Nanson

Fórmula de Nanson

Por (11):
d v = J dV = J d S · d X (14)

Por (13):

d v = d x · d s = A d X · d s = (AT d s) · d X (15)

De (14) y (15):
J d S = AT d s

de donde se deduce la fórmula de Nanson:

d s = JB d S o n d s = JBN dS

Nota: en general, el material de N no es el mismo que el de n.
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Análisis de deformación y movimiento Material indeformado

Material indeformado

Decimos que un material está indeformado (“unstrained”) en
X ∈ B0 si la longitud de una fibra arbitraria d X en X no cambia bajo
deformación, o sea:

| d x|2 − | d X|2 = d X · (ATA− I) d X = 0 ⇒ ATA = I (16)

El movimiento ŕıgido deja el material sin deformar.

Si se verifica (16) ∀X ∈ B0, el cuerpo está indeformado.

Ejercicio

Mostrar que para un cuerpo indeformado, A ≡ Q es ortogonal propio,
independiente de X ∈ B0.
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Análisis de deformación y movimiento Tensor Lagrangiano de deformación

Tensor Lagrangiano de deformación

El material se dice deformado (“strained”) si

| d x|2 − | d X|2 = d X · (ATA− I) d X (17)

no es nulo.

El tensor de deformación (“strain”) Lagrangiano o de Green o
de Green-Lagrange E da una medida del cambio de longitud de las
fibras:

E =
1

2
(ATA− I) = Eαβ Eα ⊗ Eβ

con:

Eαβ =
1

2
(AiαAiβ − δαβ) =

1

2

(
∂xi
∂Xα

∂xi
∂Xβ

− δαβ
)
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Análisis de deformación y movimiento Desplazamiento - Gradiente de desplazamiento

Desplazamiento - Gradiente de desplazamiento

Definimos el desplazamiento de la part́ıcula X :

u(X) = χ(X)− X

Definimos el gradiente de desplazamiento D:

D = Grad u(X) ≡ A− I

Luego:

E =
1

2
(D + DT + DTD)

=
1

2

(
∂uα
∂Xβ

+
∂uβ
∂Xα

+
∂uγ
∂Xα

∂uγ
∂Xβ

)
︸ ︷︷ ︸

Eαβ

Eα ⊗ Eβ

con uα componente del desplazamiento en la base {Eα}.
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Análisis de deformación y movimiento Tensor Euleriano de deformación

Tensor Euleriano de deformación

Alternativamente, el material se dice deformado si:

| d x|2 − | d X|2 = d x · (I− BBT ) d x 6= 0

de donde surge como medida del cambio de longitud de las fibras el
tensor de deformación (“strain”) Euleriano o de Almansi :

e =
1

2

(
I− BBT

)
= eij ei ⊗ ej

con:

eij =
1

2
(δij − BiαBjα) =

1

2

(
δij −

∂Xα
∂xi

∂Xα
∂xj

)
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Estiramiento y extensión

Sean M y m versores a lo largo de d X y d x, luego:

m| d x| = AM| d X|
⇒ | d x|2 = |AM|2| d X|2

Se define el estiramiento (“stretch”) en dirección M como

λ(M) =
| d x|
| d X|

= |AM| (18)

Siendo det A > 0, resulta 0 < λ(M) <∞ ∀M 6= o.

Extensión: | d x| − | d X|
Relación de extensión: | d x|−| d X|

| d X| = λ(M)− 1

Nota: λ(M) = 1 ∀M unitario ⇐⇒ E = 0.
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Corte

Sean d X y d X′ en X ∈ B0. Luego:

d x = A d X, d x′ = A d X′

Sean M y M′ versores a lo largo de d X y d X′ formando el ángulo Θ,
y m y m′ versores a lo largo de d x y d x′ en x ∈ B formando el ángulo
θ:

cosΘ = M ·M′

cos θ = m ·m′ =
d x

| d x|
· d x′

| d x′|
=

A d X

| d x|
· A d X′

| d x′|
=
| d X|
| d x|

| d X′|
| d x′|

AM · AM′

=
M · (ATAM′)

λ(M)λ(M′)

Se define como ángulo de corte de las direcciones M y M′, en el
plano de corte dado por M y M′, a la diferencia Θ − θ.
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Descomposición polar de tensores de 2◦ orden

Lema: A todo tensor de 2◦ orden, simétrico y definido positivo T, le
corresponde un único tensor de 2◦ orden, simétrico y definido positivo
U, tal que T = U2.

Teorema de descomposición polar: para todo tensor de 2◦ orden A
no singular, existen dos únicos tensores de 2◦ orden U y V, simétricos
y definidos positivos, y un único tensor ortogonal de 2◦ orden R tal
que

A = RU = VR

V́ıctor Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 20 de septiembre de 2018 32 / 94
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Demostración del teorema de descomposición polar (1/3)

Como ATA y AAT son simétricos y definidos positivos, ∃!U,V
simétricos definidos positivos tales que

ATA = U2, AAT = V2

Definimos:
R = AU−1, S = V−1A

Luego:
RTR = U−1ATAU−1 = I

Q.E.D. que R = AU−1 es ortogonal.

Similarmente, se demuestra que S = V−1A es ortogonal.
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Demostración del teorema de descomposición polar (2/3)

Supongamos que existan tensores de 2◦ orden R′ ortogonal y U′

simétrico y definido positivo, tales que A = RU = R′U′. Luego:

R = R′U′U−1 ⇒

{
R−1 = UU′−1R′T

RT = U−1U′R′T = R−1

⇒ U2 = U′
2 ⇒ U = U′ ⇒ R = R′

⇒ los tensores de 2◦ orden R ortogonal y U simétrico y definido positivo
tales que A = RU son únicos.

Se procede similarmente para demostrar que V y S son únicos.
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Demostración del teorema de descomposición polar (3/3)

Falta demostrar la unicidad de R, o sea R ≡ S. Siendo:

A = RU = VS = (SST )VS = S(STVS)

STVS es simétrico y definido positivo, y es único, igual a U. Luego:

A = RU = SU =⇒ S ≡ R

Nótese que
U = RTVR, V = RURT
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Descomposición polar del gradiente de deformación

Apliquemos el teorema de descomposición polar al gradiente de
deformación A

A = RU = VR (19)

Tensores de estiramiento derecho e izquierdo: U y V

Como J = det A > 0 y además det U = det V > 0 (por ser U y V
definidas positivas), R debe ser ortogonal propia y

J =
d v

dV
= det A = det U = det V

Rotación ŕıgida: U = V = I⇔ A = R

Deformación pura (“pure strain”): R = I⇔ A = U = V
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Descomposición polar del gradiente de deformación

Tensor de deformación de Cauchy-Green derecho:

ATA = U2

Tensor de deformación de Cauchy-Green izquierdo:

AAT = V2

Tensor de “strain” Lagrangiano:

E =
1

2
(ATA− I) =

1

2
(U2 − I)

Tensor de “strain” Euleriano:

e =
1

2
(I− BBT ) =

1

2
(I− V−2)

V́ıctor Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 20 de septiembre de 2018 37 / 94



Análisis de deformación y movimiento Estiramientos principales

Estiramientos principales

Por (18), el estiramiento en la dirección M es

λ(M) = {M · (U2M)}1/2 = |UM|
Si λi ,u

(i) es autopar de U:

Uu(i) = λiu
(i) i = 1, 2, 3

Luego, si u(i) es unitario, resulta:

λ(u(i)) = |Uu(i)| = λi

λi : estiramientos principales
Además,

RUu(i) =VRu(i) = λiRu(i)

⇒λi ,Ru(i) es autopar de V

Usando λi podemos calcular:

J = det A = λ1λ2λ3
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Ejercicio

Mostrar que

1 B = RU−1 = V−1R,

2 BTB = U−2,

3 BBT = V−2,

4 BTB, ATA y U tienen las mismas direcciones principales (coaxiales),

5 BBT , AAT y V son coaxiales,

6 BBT y BTB tienen valores principales λ−2
i .
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Elipsoides de “strain” Eulerianos

La esfera de centro X ∈ B0 y radio | d X|:

d X · d X ≡ | d X|2 = cte.

se deforma en el llamado elipsoide de “strain” Euleriano de centro
x ∈ B:

d x · (BBT︸ ︷︷ ︸
V−2

d x) = | d X|2 = cte.

Se define el elipsoide de “strain” Euleriano rećıproco con centro
en x ∈ B:

d x · (AAT︸ ︷︷ ︸
V2

d x) = cte.
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Elipsoides de “strain” Eulerianos

2|dX| =1
dx (BB dx)T× =1

dx×(AA dx)T =1

l1

1/l1

(1)u (1)Ru

c
X x

Ejes Eulerianos = ejes principales de BBT = ejes principales de
AAT = ejes principales de V = Ru(i)

El elipsoide de “strain” Euleriano tiene semiejes de longitud
proporcional a λi , i = 1, 2, 3.

El elipsoide de “strain” Euleriano rećıproco tiene semiejes de
longitud proporcional a 1/λi , i = 1, 2, 3.
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Elipsoides de “strain” Lagrangianos

La esfera d x · d x = | d x|2 = cte. con centro en x ∈ B proviene del
elipsoide de “strain” Lagrangiano rećıproco con centro en X ∈ B0:

d X · (ATA︸ ︷︷ ︸
U2

d X) = | d x|2 = cte.

Se define el elipsoide de “strain” Lagrangiano con centro en
X ∈ B0:

d X · (BTB︸ ︷︷ ︸
U−2

d X) = cte.
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Elipsoides de “strain” Lagrangianos

2|dx| =1dX (A dX)T× A =1

l1

1/l1

(1)u

dX (B dX)T× B =1

(1)Ru

-1
c

X x

Ejes Lagrangianos = ejes principales de ATA = ejes principales de
BTB = ejes principales de U = u(i)

El elipsoide de “strain” Lagrangiano rećıproco tiene semiejes de
longitud proporcional a 1/λi , i = 1, 2, 3.

El elipsoide de “strain” Lagrangiano tiene semiejes de longitud
proporcional a λi , i = 1, 2, 3.
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Ejes Eulerianos y Lagrangianos

Tŕıadas ortogonales a lo largo de ejes Lagrangianos permanecen
ortogonales luego de la deformación siguiendo los ejes Eulerianos.

Ejes Lagrangianos Ejes Eulerianos

l1

(1)u (1)Ru

c
X x1
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Descomposición de la deformación

Hay dos formas de ver la deformación:

A = RU
1 Aplicar U, estirando los elementos de ĺınea a lo largo de ejes

Lagrangianos hasta su longitud final:

Uu(i) = λiu
(i)

2 Rotarlos a su posición final:

Au(i) = RUu(i) = λiRu(i)

A = VR
1 Rotar los elementos de ĺınea a lo largo de los ejes Lagrangianos a su

posición final Ru(i).
2 Aplicar V para llevarlos a su longitud final:

Au(i) = VRu(i) = λiRu(i)
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Deformación homogénea

Deformación homogénea: el gradiente de deformación A es
independiente del punto X ∈ B0. La forma más general de una
deformación homogénea del cuerpo B desde la configuración de
referencia B0 es

x = AX + c, ∀X ∈ B0 (20)

donde c representa una traslación ŕıgida.
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Extensión uniforme con contracción lateral

Extensión uniforme con contracción lateral: un cuerpo ciĺındrico
circular de longitud L0 y radio r0 en B0 se deforma hasta B por una
extensión longitudinal ∆L y una contracción radial ∆r . Por simetŕıa,
los ejes principales Lagrangianos y Eulerianos coinciden. En B0 y B,
adoptamos bases coincidentes con los ejes principales.

(1)e u1º

(2)e u2º

(3)e ºu3

L0
DL

r0

Dr

Los estiramientos principales resultan

λ1 =
L0 +∆L

L0
, λ2 = λ3 =

r0 −∆r

r0
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Extensión uniforme con contracción lateral

Las componentes de x ∈ B y X ∈ B0 se relacionan por

x1 = λ1X1, x2 = λ2X2, x3 = λ2X3

⇒ A tiene componentes:

A =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ2


Deformación isocórica: det A = λ1λ2λ3 = 1⇒ λ2 = λ3 = λ

−1/2
1

Aisoc =

λ1 0 0

0 λ
−1/2
1 0

0 0 λ
−1/2
1


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Dilatación pura

Dilatación pura: Sea una esfera de diámetro D en B0 y d en B. Por
simetŕıa, λ1 = λ2 = λ3 = d/D y A resulta

A =

λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 λ1


en ejes Lagrangianos y Eulerianos de orientación arbitraria.

Deformación isocora si λ1 = 1.
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Deformación plana

Deformación plana: Asumimos deformación nula en la dirección
E3 ≡ e3. La deformación confinada al plano normal a esa dirección se
dice plana. En la base {Eα} ≡ {ei}:

A =

A11 A12 0
A21 A22 0

0 0 1

 (21)

⇒ A =A11e1 ⊗ e1 + A12e1 ⊗ e2 + A21e2 ⊗ e1

+ A22e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 (22)

Deformación plana isocora: det A = 1, luego

A11A22 − A12A21 = 1
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Autovalores y autovectores en deformación plana

Tensor de deformación Cauchy-Green derecho U2 = ATA en la base
{ei}: usando (21):

U2 = ATA =

 A2
11 + A2

21 A11A12 + A21A22 0
A11A12 + A21A22 A2

12 + A2
22 0

0 0 1


con ecuación caracteŕıstica:

det(U2 − λ2I) =

∣∣∣∣∣∣
A2

11 + A2
21 − λ2 A11A12 + A21A22 0

A11A12 + A21A22 A2
12 + A2

22 − λ2 0
0 0 1− λ2

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ2)

∣∣∣∣ A2
11 + A2

21 − λ2 A11A12 + A21A22

A11A12 + A21A22 A2
12 + A2

22 − λ2

∣∣∣∣ = 0

⇒ λ3 = 1 es autovalor.
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Autovalores y autovectores en deformación plana

Al autovalor λ3 = 1 le corresponde el autovector u(3) t.q.

U2u(3) = (A2
11 + A2

21)(e1 ⊗ e1)u(3) + (A2
12 + A2

22)(e2 ⊗ e2)u(3)

+ (A11A12 + A21A22)(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)u(3) + (e3 ⊗ e3)︸ ︷︷ ︸
I−e1⊗e1−e2⊗e2

u(3)

=
[
(A2

11 + A2
21 − 1)(e1 · u(3)) + (A11A12 + A21A22)(e2 · u(3))

]
e1

+
[
(A2

12 + A2
22 − 1)(e2 · u(3)) + (A11A12 + A21A22)(e1 · u(3))

]
e2

+ u(3) = u(3)

que se verifica solamente si [. . . ] = 0; para Aij (i , j = 1, 2) arbitrario,
ello requiere que

e1 · u(3) = e2 · u(3) = 0 ⇐⇒ u(3) ≡ e3
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Autovalores y autovectores en deformación plana

Ahora, para determinar λ1 y λ2 basta resolver∣∣∣∣ A2
11 + A2

21 − λ2 A11A12 + A21A22

A11A12 + A21A22 A2
12 + A2

22 − λ2

∣∣∣∣ = 0

Siendo U2 = ATA simétrica y positiva definida, sus autovalores son
reales y positivos y sus autovectores forman una tŕıada ortogonal, de
modo que u(1) y u(2) yacen en el plano de deformación de normal
e3 ≡ u(3).
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Corte simple

Corte simple: deformación plana isocora para la cual hay una
orientación, digamos e1, en la que las fibras conservan su longitud y
dirección:

Ae1 = e1

Usando (22):

Ae1 = A11 (e1 ⊗ e1)e1︸ ︷︷ ︸
=(e1·e1)e1=e1

+A12 (e1 ⊗ e2)e1︸ ︷︷ ︸
=(e2·e1)e1=o

+A21 (e2 ⊗ e1)e1︸ ︷︷ ︸
=(e1·e1)e2=e2

+ A22 (e2 ⊗ e2)e1︸ ︷︷ ︸
=(e2·e1)e1=o

+ (e3 ⊗ e3)e1︸ ︷︷ ︸
=(e3·e1)e1=o

= A11e1 + A21e2

= e1 ⇐⇒ A11 = 1, A21 = 0 ⇒ A =

1 A12 0
0 A22 0
0 0 1


V́ıctor Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 20 de septiembre de 2018 54 / 94
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Corte simple

Además, como el corte simple es isocoro, resulta:

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 A12 0
0 A22 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = A22 = 1 ⇒ A =

1 A12 0
0 1 0
0 0 1


Llamando A12 = γ, la matriz de componentes de A respecto de {ei}
es

A =

1 γ 0
0 1 0
0 0 1

 (23)

o sea:

A = I + γe1 ⊗ e2
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Corte simple

e1

e2

-1tg g

g

Usando (23) en (20) con c = o:

x = AX = X + γ(X · e2)e1

o, en componentes:

x1 = X1 + γX2, x2 = X2, x3 = X3
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Corte simple

Resumiendo, el gradiente de deformación para corte simple es:

A = I + γe1 ⊗ e2

donde:

Dirección de corte: e1

Plano de corte: e1-e2 (plano de normal e1 × e2)
Plano de deslizamiento: plano de normal e2

Magnitud del corte: γ

V́ıctor Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 20 de septiembre de 2018 57 / 94



Análisis de deformación y movimiento Autovalores y autovectores en deformación plana

Corte simple

Tensor de deformación Cauchy-Green derecho:

U2 = ATA = I + γ(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + γ2e2 ⊗ e2

con ecuación caracteŕıstica:

det(U2 − λ2I) = (1− λ2)

∣∣∣∣1− λ2 γ
γ 1 + γ2 − λ2

∣∣∣∣
= (1− λ2)

[
(1− λ2)2 − λ2γ2

]
= 0

Luego, λ3 = 1 y λ ≡ λ1 = 1/λ2 ≥ 1 es solución de la ecuación
cuadrática para λ2:

(1− λ2)2 − λ2γ2 = 0
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Corte simple

qL

e2

e1

(1)
u

(2)u

qE

(1)Ru

(2)
Ru

(3) (3)
e ºu ºRu3

e1

q

Cambio de base {u(i)} → {ei}:

U2 en {ei}︷ ︸︸ ︷[
1 γ 0
γ 1 + γ2 0
0 0 1

]
=

QT ortog. propia︷ ︸︸ ︷[
cos θL − sen θL 0
sen θL cos θL 0

0 0 1

] U2 en {u(i)}︷ ︸︸ ︷[
λ2 0 0
0 λ−2 0
0 0 1

] Q ortog. propia︷ ︸︸ ︷[
cos θL sen θL 0
− sen θL cos θL 0

0 0 1

]

=

[
λ2 cos2 θL + λ−2 sen2 θL (λ2 − λ−2) sen θL cos θL 0
(λ2 − λ−2) sen θL cos θL λ2 sen2 θL + λ−2 cos2 θL 0

0 0 1

]
(24)
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Corte simple

Por (24):

λ2 cos2 θL + λ−2 sen2 θL = 1 (25)

λ2 sen2 θL + λ−2 cos2 θL = 1 + γ2 (26)

(λ2 − λ−2) sen θL cos θL = (λ2 − λ−2)
sen 2θL

2
= γ (27)

De (25)+(26):

λ2 + λ−2 = 2 + γ2 =⇒ γ = λ− 1/λ

Hacemos (25)−(26):

(λ2 − λ−2)(cos2 θL − sen2 θL) = (λ2 − λ−2) cos 2θL = −γ2 (28)

Hacemos (27)/(28):

1

2
tg 2θL = −1/γ ⇒ tg 2θL = −2/γ
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Corte simple

Ídem para AAT = V2, tenemos la orientación de los ejes Eulerianos:

tg 2θE = 2/γ

Para γ = 0, θL ≡ θE = 45◦.

Para γ > 0:

180

tg 2q =-2/gL

tg 2q =2/gE

90°�£ 2q �£180°L

0°�£ 2q £�90°E

90
0 x

tg x
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Corte simple

Para γ = 0,5:

q �=52.0°L q �=38.0°E

1

g�=0.5

q �=33.7°diag

B0
B

-1tg g�=26.6°

θL, θE, θdiag y θE − θdiag en función de tg−1 γ:

0 15 30 45 60 75 90
0
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0
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6

-1  
tg g  [°]

-1   
tg g [°]

30

E

L

diag

E
-

diag
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Combinación de deformaciones

Deformación B0 → B: x = χ(X).

Gradiente de deformación: A = Gradχ(X)

Deformación B0 → B′: x′ = χ′(X) = κ(x), con κ : B → B′.
Gradiente de deformación: A′ = Gradχ′(X) = grad(κ(x))A = ĀA
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Combinación de cortes simples

Sea el corte simple:

A = I + γm⊗ n, m · n = 0, |m| = |n| = 1 (29)

Dirección de corte: m
Plano de corte: m-n
Plano de deslizamiento: plano de normal n

Sea un segundo corte simple:

Ā = I + γ̄m̄⊗ n̄, m̄ · n̄ = 0, |m̄| = |n̄| = 1 (30)

Combinación I: (29) seguida de (30):

ĀA = I + γ̄m̄⊗ n̄ + γm⊗ n + γγ̄(n̄ ·m)m̄⊗ n (31)

Combinación II: (30) seguida de (29):

AĀ = I + γ̄m̄⊗ n̄ + γm⊗ n + γγ̄(n · m̄)m⊗ n̄ (32)
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Conmutación de cortes simples

Las combinaciones de cortes simples (31) y (32) conmutan si
ĀA = AĀ, luego

(n · m̄)m⊗ n̄ =(n̄ ·m)m̄⊗ n

n · [(n · m̄)m⊗ n̄] n =n · [(n̄ ·m)m̄⊗ n] n

(n · m̄)

=0︷ ︸︸ ︷
(n ·m)(n̄ · n) =(n̄ ·m)(n · m̄)

=1︷ ︸︸ ︷
(n · n)

⇒ (n̄ ·m)(n · m̄) =0

Luego, hay dos opciones:
1 m̄ = ±m: la deformación compuesta es un corte simple de magnitud√

γ2 + γ̄2 ± 2γγ̄n · n̄ en dirección m̄ con planos de deslizamiento
normales a γn± γ̄n̄.

2 n̄ = ±n: la deformación compuesta es un corte simple de magnitud√
γ2 + γ̄2 ± 2γγ̄m · m̄ en dirección γm± γ̄m̄ con planos de

deslizamiento normales a n̄.
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Otra descomposición de la deformación

Teorema: Una deformación arbitraria está compuesta por:

extensión isocora con contracción lateral: L∗

corte simple en el plano normal a la dirección de la extensión: S
rotación: R
dilatación pura: D

A = DRSL∗
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Otra descomposición de la deformación: demostración
(1/2)

Podemos descomponer A como

A = DA∗ = A∗D con

{
D = J1/3I Dilatación pura

A∗ = J−1/3A Deformación isocora

Descomposición polar de A∗:

A∗ = R∗U∗ con

{
R∗ Rotación

U∗ Deformación pura isocora

=⇒ A = DR∗U∗
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Otra descomposición de la deformación: demostración
(2/2)

Descomposición espectral de U∗ = J−1/3U:

U∗ = λ∗1u(1) ⊗ u(1) + λ∗2u(2) ⊗ u(2) + λ∗3u(3) ⊗ u(3)

donde λ∗i = J−1/3λi , con λ∗1λ
∗
2λ
∗
3 = 1.

Definiendo λ̄i = λ∗i
√
λ∗3 (tal que λ̄1λ̄2 = 1), resulta

U∗ = S∗L∗

con

S∗ = λ̄1u(1) ⊗ u(1) + λ̄−1
1 u(2) ⊗ u(2) + u(3) ⊗ u(3) = R∗∗

T

S

L∗ = λ∗
−1/2

3

(
u(1) ⊗ u(1) + u(2) ⊗ u(2)

)
+ λ∗3u(3) ⊗ u(3)

R∗∗
T

rotación, S corte simple en el plano u(1)-u(2) (ver ecuación 24)
L∗: extensión isocora en u(3) con contracción en u(1) y u(2)

=⇒ A = D(R∗R∗∗
T

)SL∗ = DRSL∗ (Q.E.D.)
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Tensores de “strain” Lagrangianos

Sujetos a la condición de “strain”= 0 si y sólo si U = V = I,
podemos definir los siguientes tensores de deformación basados en U
(Lagrangianos): {

1
m (Um − I) m ∈ Z, m 6= 0
ln U m = 0

Los tensores de “strain” Lagrangianos son coaxiales con U, con
valores principales:{

1
m (λmi − 1) m ∈ Z, m 6= 0
lnλi m = 0

La definición puede extenderse a m ∈ R no nulo definiendo 1
m (Um− I)

como un tensor coaxial con U con valores principales 1
m (λmi − 1).
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Tensores de “strain” Eulerianos

Sujetos a la condición de “strain”= 0 si y sólo si U = V = I,
podemos definir los siguientes tensores de deformación basados en V
(Eulerianos): {

1
m (Vm − I) m ∈ Z, m 6= 0
ln V m = 0

Los tensores de “strain” Eulerianos son coaxiales con V, con valores
principales: {

1
m (λmi − 1) m ∈ Z, m 6= 0
lnλi m = 0

La definición puede extenderse a m ∈ R no nulo definiendo 1
m (Vm− I)

como un tensor coaxial con V con valores principales 1
m (λmi − 1).

V́ıctor Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 20 de septiembre de 2018 70 / 94



Análisis de deformación y movimiento Tensores de “strain” Eulerianos

Generalización de tensores de “strain” Lagrangianos y
Eulerianos

Generalización: sea f : (0,∞)→ R una función escalar monótona
creciente, t.q. f (1) = 0 y f ′(1) = 1.

Ahora, podemos definir:

Tensores de “strain” Lagrangianos:

F(U) =
3∑

i=1

f (λi )u(i) ⊗ u(i)

coaxiales con U y de valores principales f (λi ).
Tensores de “strain” Eulerianos:

F(V) =
3∑

i=1

f (λi )Ru(i) ⊗ Ru(i) = RF(U)RT

coaxiales con V y de valores principales f (λi ).
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Generalización de tensores de “strain” Lagrangianos y
Eulerianos

Notar:
f monótona creciente ⇒ F crece si las fibras se estiran.
f ′(1) = 1⇒ las medidas de pequeñas deformaciones coinciden.

Casos particulares:
Green: m = 2 o f (x) = 1

2 (x2 − 1) t.q.:

F(U) =
1

2

(
U2 − I

)
=

1

2

(
ATA− I

)
≡ E

Hencky: m = 0 o f (x) = ln(x) t.q:

F(U) = ln(U)

Biot: m = 1 o f (x) = x − 1 t.q:

F(U) = U− I

Almansi: m = −2 o f (x) = 1
2 (1− x−2) t.q.:

F(V) =
1

2

(
I− V−2

)
=

1

2

(
I− BTB

)
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Gradientes de velocidad

Gradiente de velocidad (pp. dicho o Euleriano):

Γ = grad v(x, t)

Gradiente de velocidad Lagrangiano:

Ȧ = Grad V(X, t) = grad v(x, t) Gradχ(X, t) = ΓA

donde Grad y d / d t conmutan por ser X y t independientes.

Dado d x = A d X resulta:

d

dt
(d x) = Ȧ d X = ΓA d X = Γ d x (33)

i.e., Γ mide los cambios de las fibras (longitud y orientación).
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Tensor de “strain-rate” Euleriano

Para el tensor de Green:

Ė =
1

2

(
AT Ȧ + ȦTA

)
=

1

2

(
ATΓA + ATΓ TA

)
= AT 1

2

(
Γ + Γ T

)
︸ ︷︷ ︸

Σ

A = ATΣA

donde Σ es tensor de “strain-rate” Euleriano (parte simétrica de
Γ ).

Nota: “strain-rate”6=“rate of strain”=derivada temporal de “strain”:
Σ no puede expresarse como derivada temporal (Euleriana o
Lagrangiana) de un tensor de “strain”.
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Tensor de “strain-rate” Euleriano

Sea d X una fibra en X ∈ B0, que se deforma a d x = A d X en x ∈ B.
Por (17) tenemos:

1

2

(
| d x|2 − | d X|2

)
= d X · E d X

Derivando el lado izquierdo:

1

2

d

dt

(
| d x|2 − | d X|2

)
= | d x| d

dt
| d x| = d x · Γ d x = d x ·Σ d x

Si definimos m = d x/| d x|, resulta

1

| d x|
d

dt
| d x| = m ·Σm (34)

i.e., Σ es una medida de la tasa con que las fibras materiales cambian
de longitud.
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Tensor de “strain-rate” Euleriano

Dada la base ortonormal {ei}, hacemos m = ei en (34):

1

| d x|
d

dt
| d x| = ei · (Σei ) = Σii

i = 1, 2, 3 (no se suma en i)

i.e., las componentes diagonales Σii son tasas de estiramiento en las
direcciones ei .
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Tensor de “strain-rate” Euleriano

Usando (33) y (34), resulta

ṁ =
d

dt

d x

| d x|
=

1

| d x|
d

dt
d x− d x

| d x|2
d

dt
| d x| = Γm− (m ·Σm) m

(35)

Sea d x′ = m′| d x′|, tal que m ·m′ = cos θ, luego:

d

dt
(m ·m′) = −θ̇ sen θ = −θ̇|m×m′|

= ṁ ·m′ + m · ṁ′

= [Γm− (m ·Σm)m] ·m′ +
[
Γm′ − (m′ ·Σm′)m′

]
·m

= −
(
m ·Σm + m′ ·Σm′

)
(m ·m′) + m′ · (Γ + Γ T )︸ ︷︷ ︸

2Σ

m (36)
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Tensor de “strain-rate” Euleriano

De (35):

θ̇ =
(m ·Σm + m′ ·Σm′) (m ·m′)− 2m′ ·Σm

|m×m′|

Si m = ei y m′ = ej , con i 6= j :

θ̇ =
(Σii +Σjj)

=0︷ ︸︸ ︷
(ei · ej)−2Σij

|ei × ej |︸ ︷︷ ︸
=1

= −2Σij , i 6= j

i.e., Σij (i 6= j) es la tasa de cambio del ángulo entre dos fibras
ortogonales en un instante dado.
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Spin de cuerpo ŕıgido

Spin de cuerpo ŕıgido: parte antisimétrica de Γ :

Ω =
1

2

(
Γ − Γ T

)
Luego, la ecuación (35) resulta:

ṁ = Γm− (m ·Σm) m

= Ωm +Σm− (m ·Σm)m (37)

Ωm: rotación (o spin) de cuerpo ŕıgido.
Σm− (m ·Σm)m: rotación superpuesta al spin de cuerpo ŕıgido.
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Movimiento de cuerpo ŕıgido

En un movimiento de cuerpo ŕıgido, las fibras no cambian en
longitud ni en ángulo relativo, luego

Σ = 0

Luego, (37) resulta
ṁ = Ωm = ω ×m (38)

Usando la definición de rot:

(rot v) × a = [∇ ⊗ v − (∇ ⊗ v)T ]a = (Γ − Γ T )a = 2Ωa (39)

Por (38) y (39), resulta:

ω =
1

2
rot v

i.e., el movimiento es una rotación ŕıgida (spin) con velocidad
angular ω.
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Ejercicio

Mostrar que la derivada temporal Lagrangiana del tensor de deformación
1
2 (I− BTB) es BTΣB.

Ejercicio

Para el movimiento de cuerpo ŕıgido

x = χ(X, t) ≡ c(t) + Q(t)X

mostrar que la velocidad y aceleración pueden escribirse

ẋ = ċ + ω × (x− c)

ẍ = c̈ + ω̇ × (x− c) + ω × (ω × (x− c))

respectivamente, donde ω(t) es el vector axial del tensor antisimétrico
Q̇QT .
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Análisis del movimiento Movimiento de cuerpo ŕıgido

Ejercicio

Si J = det A y ∂J/∂A es el tensor de segundo orden de componentes
(∂J/∂A)αi = ∂J/∂Aiα, deducir:

∂J

∂Ajβ
= JBjβ

y en consecuencia:
∂J

∂A
= JBT

Luego, mostrar

Ȧ
∂J

∂A
= JΓ

y

J̇

J
= trΓ (40)
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Análisis del movimiento Cambio de configuración de referencia

Cambio de configuración de referencia

B0 BB¢

X

xX¢

c, A

k, PB0

c¢, A¢�

Deformación B0 → B′0: X′ = κ(X)

Gradiente de deformación: P = Gradκ(X)

Deformación B′0 → B: x = χ′(X′)
Gradiente de deformación: A′ = Grad′ χ′(X′)

Deformación B0 → B: x = χ(X)

Gradiente de deformación: A = Gradχ(X) = A′P
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Análisis del movimiento Cambio de observador

Cambio de observador

Supongamos (de acá en adelante) que la configuración de referencia
es independiente del observador. Luego, la transformación de
observador resulta:

χ∗(X, t∗) = c(t) + Q(t)χ(X, t), t∗ = t − a

Luego:

A∗ = Gradχ∗(X, t∗) = Q(t) Gradχ = Q(t)A (41)
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Análisis del movimiento Descripción del movimiento ante cambio de observador

Descripción del movimiento ante cambio de observador

La transformación de observador afecta la descripción de la velocidad
χ̇ y de la aceleración χ̈:

χ̇∗(X, t∗) =Q(t)χ̇(X, t) + ċ(t) + Q̇(t)χ(X, t)

χ̈∗(X, t∗) =Q(t)χ̈(X, t) + c̈(t) + Q̈(t)χ(X, t) + 2Q̇(t)χ(X, t)

La velocidad y la aceleración dependen de la cinemática a través del
movimiento relativo entre observadores implicado por ċ(t), c̈(t), Q̇(t)
y Q̈(t).
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Análisis del movimiento Objetividad de tensores

Objetividad de tensores

Tensores objetivos: aquéllos que no dependen de la cinemática (i.e.,
de Q̇, ċ, Q̈, c̈), que son intŕınsecos al material. Cada observador
asigna el mismo valor a tales tensores, y esa “indiferencia de
observador” se refleja en sus reglas de transformación.

Debemos distinguir entre las reglas de transformación aplicadas a
tensores Eulerianos (ej.: V, BBT , Σ), tensores Lagrangianos (ej.: U,
BTB, E) y tensores a dos puntos o Euleriano-Lagrangiano mixtos
(ej.: A, R).
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Análisis del movimiento Objetividad de campos Eulerianos

Objetividad de campos Eulerianos

Un campo escalar Euleriano φ(x, t) es objetivo si

φ∗(x∗, t∗) = φ(x, t) (42)

Un campo vectorial Euleriano u es objetivo si

u∗(x∗, t∗) = Q(t)u(x, t)

Un campo tensorial Euleriano T de 2◦ orden es objetivo si

T∗(x∗, t∗) = Q(t)T(x, t)Q(t)T

En general, la derivada temporal de un campo Euleriano objetivo no
resulta un campo Euleriano objetivo. Por ej., para el campo vectorial
Euleriano objetivo u:

u̇∗ =
du∗

dt∗
=

du∗

dt
= Qu̇ + Q̇u no es objetivo.
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Análisis del movimiento Objetividad de campos Eulerianos

Objetividad de campos Eulerianos

Ejemplo

Siendo A∗(X, t∗) = Q(t)A(X, t), se demuestra que:

J = det A es un campo escalar objetivo:

J∗ = det A∗ = det A = J

los siguientes tensores Eulerianos son objetivos:

(AAT )∗ = A∗A∗T = QAATQT

(BBT )∗ = B∗B∗T = QBBTQT

V∗ = (AAT )∗
1/2

= (QAATQT )1/2 = (QV2QT )1/2

=
[
(QVQT )(QVQT )

]1/2
= QVQT

Los escalares |χ̇| y |χ̈| no son objetivos.
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Análisis del movimiento Objetividad de campos Eulerianos

Objetividad de campos Eulerianos

Ejemplo

Siendo A∗(X, t∗) = Q(t)A(X, t), se demuestra que:

Γ ∗ = Ȧ∗A∗
−1

= (Q̇A + QȦ)A−1QT = Q̇QT + QȦA−1QT

= QΓQT + Q̇QT es un tensor Euleriano no objetivo.

Su parte simétrica

Σ∗ = QΣQT es un tensor Euleriano objetivo.

Su parte antisimétrica

Ω∗ = QΩQT + Q̇QT es un tensor Euleriano no objetivo.
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Análisis del movimiento Objetividad de campos tensoriales Lagrangianos

Objetividad de campos tensoriales Lagrangianos

El campo tensorial Lagrangiano T(X, t) de orden n > 0 es
objetivo si no está afectado por el cambio de observador:

T∗(X, t∗) = T(X, t)

La derivada temporal de un campo Lagrangiano objetivo es un campo
Lagrangiano objetivo:

Ṫ∗ =
dT∗

dt∗
=

dT∗

dt
=

dT

dt
= Ṫ
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Análisis del movimiento Objetividad de campos tensoriales Lagrangianos

Objetividad de campos tensoriales Lagrangianos

Ejemplo

Siendo A∗(X, t∗) = Q(t)A(X, t), se demuestra que los siguientes
tensores Lagrangianos son objetivos:

(ATA)∗ = A∗TA∗ = ATA

(BTB)∗ = B∗TB∗ = BTB

E∗ =
1

2

(
A∗TA∗ − I

)
=

1

2

(
ATA− I

)
= E

U∗ = (ATA)∗
1/2

= (ATA)1/2 = U
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Análisis del movimiento Objetividad de campos tensoriales mixtos

Objetividad de campos tensoriales mixtos

Un campo tensorial mixto A(X, t) de 2◦ orden es objetivo si

A∗(X, t∗) = Q(t)A(X, t)

Ejemplo

Son tensores mixtos objetivos:

el gradiente de deformación A.
el tensor R ∈ SO3 de la descomposición polar A = RU = VR:

R∗ = A∗U∗−1 = QAU−1 = QR
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Análisis del movimiento Campos tensoriales iducidos

Campos tensoriales inducidos

Dado el campo vectorial Euleriano u,

ATu y BTu son los campos vectoriales Lagrangianos inducidos por u.

Dado el campo vectorial Lagrangiano U,

AU y BU son los campos vectoriales Eulerianos inducidos por U.

Dado el campo tensorial Euleriano de 2◦ orden T,

ATTA, ATTB, BTTA, BTTB son los campos tensoriales
Lagrangianos de 2◦ orden inducidos por T
ATT, BTT, TA, TB son los campos tensoriales mixtos de 2◦ orden
inducidos por T
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Análisis del movimiento Objetividad de campos tensoriales iducidos

Objetividad de campos tensoriales inducidos

Un campo tensorial es objetivo si y sólo si cada uno de sus campos
inducidos es objetivo.

Por ejemplo, para el vector Euleriano objetivo u que induce los
vectores Lagrangianos ATu y BTu, resulta:

u∗ = Qu ⇔ A∗
T

u∗ = ATu ⇔ B∗
T

u∗ = BTu
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