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Cinematica Observador y evento

Observador y evento

@ Observador: herramienta para medir cantidades fisicas,
particularmente, posiciones relativas de puntos y progreso del tiempo.

o Evento: para un observador O, es un fendmeno fisico que ocurre en
x € £ al instante t € R: (x,t) € £ xR

@ Formalmente, observador es un mapeo 1-a-1 que asigna a un evento
un par (x,t) € £ x R.

@ Dos eventos distintos (x, t) y (xo, tp), como los ve O, estdn separados
por una distancia |[x — xo| en £ y un intervalo t — to en R.
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Cinematica Transformacién de observador

Transformacidn de observador

@ Sean dos observadores O y O*, de modo que el evento (x, t)
registrado por O sea el mismo que el evento (x*, t*) registrado por
O*.

@ Oy O* deben ponerse de acuerdo en las unidades de medida de
distancia y tiempo.

@ Transformacién de observador: mapeo £ xR — £ x R t.q.
(X, t)’ (X07 to) — (X*7 t*)v (XS’ tS)

para (x, t) arbitrario, (xo, to) fijo y arbitrario.

@ Para preservar |x — xg| y t — to, el mapeo debe ser
x* — x5 = Q(t)(x — xo), t"=t—a

con a € R constante, y Q(t) tensor ortogonal.
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Cinematica Transformacién de observador

@ La transformacién de observador puede expresarse alternativamente

como
x* = Q(t)x + xo — Q(t)xo, t"=t—a (1)

(t)

c(t

@ Nota: trabajaremos con transformaciones de observador que
preservan orientacién, de modo que Q(t) es ortogonal propio, i.e.
Q(t) € SO3 (SO3: grupo de rotaciones en el espacio Euclideo 3D).

Victor Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos ( F Mecdnica de Sélidos 20 de septiembre de 2018 4/94



Cinematica Marco de referencia

Marco de referencia

@ Supongamos que O elige {0, e;}, fija respecto de O, y O* elige
{o*,er}, fija respecto de O*. Luego:
X = x;ej, X" = x’ej
@ El sistema de coordenadas adoptado por un observador constituye el
marco de referencia de ese observador.
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Cinematica Marco de referencia

Marco de referencia

o Si {o0,e;} es el marco de referencia de O y {o*, e’} el de O*:
X = X;€;, X = X;€e;

con e = Q(t)e;.

@ Luego, la transformacion de observador resulta:

X =c() + QM t=t-a
xier = o(t) + Q(e)xe;
(-ej’-‘) x'e; e}‘:c(t) e + x; [Q(t)ei] - e
xf:cf(t)—}-xj

= Salvo la traslacién de origen, los observadores asignaron las mismas
coordenadas a un mismo evento.
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Cinematica Configuracién de un cuerpo

Configuracién de un cuerpo

@ Cuerpo B: conjunto de particulas o puntos materiales en
correspondencia 1-a-1 con B € £. Si B se mueve, la regién B que
ocupa en &£ cambia.

e Configuracion de B: mapeo 1-a-1 x : B — & (particula X a lugar
ocupado x).

o Se supone que X y X! tienen hasta derivadas segundas continuas
(excluimos, por €j., ondas de choque).

@ Para una particula genérica X € B tenemos:
x=x(X), X=x"'(x

e B=x(B)={x(X),X € B}: lugar ocupado por B en la
configuracién xx.
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Cinematica Movimiento

Movimiento

@ Movimiento de B: familia de configuraciones x, : B — £ con el
tiempo t como Unico pardmetro:

x = x,(X) = x(X, 1) (2)

@ Dos observadores O y O* ven la particula X moverse de acuerdo a:
x=x(X,t), x"=x"(X,t)

e Xx*(X, t*) se define por la transformacién de observador (1):

X*(Xa t*) :C(t)+Q(t)X(X,t), t'=t—a (3)
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Cinematica Velocidad y aceleracién para diferentes observadores

Velocidad y aceleracién para diferentes observadores

@ Velocidad y aceleracién vistas por O:

ox 0%x

Bt 82(Xt)

o Velocidad y aceleracién vistas por O*: por (3) resulta:

D) =) X0 e+ QXK ) (9)

2. % 2
X (X, ) =Q(e )‘th (X.0) + (1)
200X+ AN )

@ Dos observadores ven velocidades y aceleraciones distintas por el
movimiento relativo entre ambos.
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Cinematica Configuracién de referencia

Configuracién de referencia

e Configuracion de referencia: configuracion By a un instante dado
t = tp arbitrario, tal que las particulas X € B pueden identificarse por
su posicién X € By:

X=x0(X), X=xp"(X) (6)

@ By = xo(B): regién que ocupa B en la configuracién de referencia x.
e B =B = x.(B): regién que ocupa B en la configuracién actual x,.
@ La posicién actual resulta:

X = X(X7 t) = X(XEI(X)a t)
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Cinemdtica ~ Deformacién ( “deformation”)

Deformacién ( “deformation”)

@ En adelante, identificaremos las particulas X € B con su posicién
X € By. Luego:

X = X(xa t) y X= X_l(xa t)
o Claramente, x depende de la configuracién de referencia elegida.

o Nota: a diferencia de configuracidn, deformacion implica que existe
una referencia.
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Cinematica “Deformation” para dos observadores

“Deformation” para dos observadores

@ Dos observadores O y O* ven deformaciones
x=x(X,t) X =x"(X,t)
donde rige la transformacién de observador:
X (X", t%) = c(t) + Q(t)x(X, 1), t“=t—a

@ Sean X y X* las posiciones de referencia de X para Oy O*,
relacionadas por

X* =c(tg) + Q(to)X

@ Por conveniencia, asumimos que la configuracién de referencia es
independiente del observador. Ello sucede si y sélo si

c(to) =0,  Q(to) =1

Victor Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos (F Mecdnica de Sélidos 20 de septiembre de 2018



Cinematica “Deformation” para dos observadores

“Deformation” para dos observadores

@ Un observador puede elegir marcos de referencia distintos para
configuraciones distintas.

@ En la configuracién actual elige {o, e;} tal que:

X = X;€e;

e x;: coordenadas Eulerianas, espaciales o actuales de la particula X.

e En la configuracién de referencia elige {O, E,} tal que:

X = X,Eq

e X,: coordenadas Lagrangianas, materiales o de referencia de la
particula X.

Nota: usamos letras griegas para componentes respecto de {E,}.

Victor Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos ( F Mecénica de Sélidos 20 de septiembre de 2018 13 /94



Cinematica Descripcién Euleriana y Lagrangiana de campos tensoriales

Descripcion Euleriana y Lagrangiana de campos tensoriales

Dado f campo escalar, vectorial o tensorial sobre B, el campo
correspondiente F sobre By se obtiene haciendo:

Igualmente, dado F definido sobre By, el campo correspondiente f
sobre 3 se obtiene haciendo

F(X) = F(x'(x)) = f(x)

Descripcidon Lagrangiana: involucra campos definidos sobre By.

Descripcion Euleriana: involucra campos definidos sobre B.
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Cinematica Descripcién Euleriana y Lagrangiana de campos tensoriales

Derivadas temporales Lagrangianas y Eulerianas

e Sea f(x,t) = f(x(X,t),t) = F(X, t) un campo tensorial.
e Derivada temporal Euleriana o espacial:

or _or

ot Ot

X

e Derivada temporal Lagrangiana o material:

j_df _of| _oF
Cdt Ot]y Ot

@ La velocidad de la particula material X es
V(X t) = x(X, t) = V(x ' (x, t),t) = v(x, 1)
@ Las derivadas material y espacial se relacionan por:

df  of
a—a—l—v-gradf
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Cinematica Movimiento de cuerpo rigido

Movimiento de cuerpo rigido

@ Movimiento de cuerpo rigido de B: aquél en que dos particulas
cualesquiera del cuerpo preservan su distancia.

e El movimiento x = x(X, t) visto por O es rigido si y sélo si:
x = c(t) + Q(t)X, VX € By

donde

e c(t) es una traslacién pura del cuerpo.
o Q(t) es una rotacién pura del cuerpo.

e Dos movimientos x = x(Bo, t) y X = X(Bo, t) difieren en un
movimiento rigido si y sélo si:

X = c(t) + Q(t)x
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Andlisis de deformacién y movimiento Gradiente de deformacién

Gradiente de deformacidn

@ Consideremos un (nico observador O con dos bases Cartesianas:
{O,E,} para By y {o,e;} para B.

@ Sea d X = d X,E, un elemento material de linea o fibra en
X € By. Tras la deformacién, d X se transforma en dx = d x;e; en
x € B. Por la regla de la cadena:

aX,'

dx =
X=X,

d X,

X dX-En)e; = 1 (e; @ Eq)dX = Ad X

—dx =dxe; =

0Xo 0Xy

@ A es el gradiente de deformacion relativa a By:

Ox; -

A= X e; ® E, = Gradx
v
Aia
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Andlisis de deformacién y movimiento Gradiente de deformacién

Gradiente de deformacidn

o Laley
dx=AdX (7)

define la transformacién de d X a d x, fibras formadas por los mismos
puntos materiales.

o Esta transformacién es lineal localmente: A depende de X, pero
no de d X.

@ AdX = o es imposible para d X # o ya que implicaria colapso de la
fibra.

= A no es singular.
= J=detA #0.
= JA-1L
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Andlisis de deformacién y movimiento Gradiente de deformacién

Si ¢ es un campo escalar sobre B y ®(X) = ¢(x) = ¢(x(X)), mostrar que

Grad® = A" grad ¢

Siv es un campo vectorial sobre B, siendo v(x) = v(x (X)) = V(X)
mostrar que

Grad V = (gradv)A

.
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Andlisis de deformacién y movimiento Gradiente de deformacién inversa

Gradiente de deformacidn inversa

o Se define el gradiente de deformacién inversa B = A7, tal que
dX=B"Tdx (8)

@ Usando la regla de la cadena:

0Xy
dX, = d x;
Ox; x
Xa Xa
o dX = dXaEa = 2 (dx- e)Es = 0B, me)dx ()
X; Ox;
Comparando (8) y (9):
0X oX
T _ « ) _ a
B' = i E.®e, = B % e ®E, (10)
~—~—
Bia
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Andlisis de deformacién y movimiento ~ Tensores de deformacion de Cauchy-Green

Tensores de deformacién de Cauchy-Green

e Tensor de deformacién de Cauchy-Green derecho ATA:

o ATA es simétrico
o ATA es definido positivo, pues

dX-(ATA)dX = (AdX) - (AdX)=|AdX]>>0, VdX#0

e Tensor de deformacién de Cauchy-Green izquierdo AA”:
o AAT es simétrico
o AA’ es definido positivo
@ De la misma manera, se demuestra que los tensores BTB y BB son
simétricos y definidos positivos.
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Andlisis de deformacién y movimiento Deformacién de volumen

Deformacién de volumen

o Sean d X(1), d X3 y d X(3) no coplanares en By y con orientacién
positiva, i.e.:

0 < det ([d x(l),dx<2),dx(3)]> —dv

dV: volumen del paralelepipedo de lados d X(1),d X2 d X(3)

o Tras la deformacién, d X(!) se transforma en
dx() = AdxX®?
o El volumen del paralelepipedo de lados d x(1), d x(®, dx(®) es
dv =det ( [d x(l), d x(2)7 d x(3)} )

—det (A [dX®,dX@,dXO|) = (detA)dV = JdV (1)
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Andlisis de deformacién y movimiento Deformacién de volumen

Deformacién de volumen

@ Debe preservarse la orientacién de {d X()} bajo deformacién, por lo
tantodv >0y
J=detA>0

@ La deformacién en X € BBy se dice isocora si
J=detA=1 (12)
e Si J=1VX € By, la deformacién del cuerpo es isocora.

o La deformacién de B puede conservar el volumen global, sin que se
satisfaga (12) VX € By.
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Andlisis de deformacién y movimiento Deformacién de superficie

Deformaciéon de superficie

@ Sea un elemento de 3rea orientado dS = Nd S en un entorno de
X € By (N versor normal).

@ Sea d X una fibra cortando d S de forma que d X -dS > 0.

@ El cilindro de base d S y generatriz d X tiene volumen

dV=dS -dX.
@ Tras la deformacién,
dS — ds=nds (n: versor normal)
dX — dx
dV — dv=dx-ds (13)
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Andlisis de deformacién y movimiento Férmula de Nanson

Férmula de Nanson

e Por (11):
dv=JdV=JdS-dX (14)
e Por (13):
dv=dx-ds=AdX-ds= (AT ds)-dX (15)
o De (14) y (15):
JdS=ATds

de donde se deduce la férmula de Nanson:
ds=JBdS o nds=JBNdS

Nota: en general, el material de N no es el mismo que el de n.
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Andlisis de deformacién y movimiento Material indeformado

Material indeformado

@ Decimos que un material estd indeformado (“unstrained”) en
X € By si la longitud de una fibra arbitraria d X en X no cambia bajo

deformacion, o sea:

|dx|?> = |dX[?=dX-(ATA-1)dX=0 =ATA=1 (16)

@ El movimiento rigido deja el material sin deformar.
e Si se verifica (16) VX € By, el cuerpo estd indeformado.

Mostrar que para un cuerpo indeformado, A = Q es ortogonal propio,
independiente de X € By.
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Anilisis de deformacién y movimiento Tensor Lagrangiano de deformacién

Tensor Lagrangiano de deformacion

e El material se dice deformado (“strained”) si
|dx|> = [dX[?=dX-(ATA-1)dX (17)

no es nulo.

e El tensor de deformacion (“strain”) Lagrangiano o de Green o
de Green-Lagrange E da una medida del cambio de longitud de las
fibras:

1
E= E(ATA— 1) = E,sE, ® Eg

con:

1 1 8X,' 8x,-
Eas = 5 (AiaAip = 0ap) = 3 <axa X ‘S‘“ﬁ>
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Andlisis de deformacién y movimiento Desplazamiento - Gradiente de desplazamiento

Desplazamiento - Gradiente de desplazamiento

@ Definimos el desplazamiento de la particula X:

@ Definimos el gradiente de desplazamiento D:
D = Gradu(X)=A—1
o Luego:
E= %(D+ D" +D'D)

1 (Ouy  Oug  Ouy Ouy
_1 E.©E
2 <axﬁ Tox, Taxaoxs ) @

Eog

con u, componente del desplazamiento en la base {E, }.
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Andlisis de deformacién y movimiento ~ Tensor Euleriano de deformacién

Tensor Euleriano de deformacién

@ Alternativamente, el material se dice deformado si:
|dx|> = |[dX[2=dx-(1-BB")dx #0

de donde surge como medida del cambio de longitud de las fibras el
tensor de deformacién (“strain”) Euleriano o de Almansi :

1
e:§<I—BBT) =e€jeie;

con:

—_

1 00Xy 0X,,
&j = 5 (0j = BiaBja) = 5 (50' - &%>
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Andlisis de deformacién y movimiento Estiramiento y extensién

Estiramiento y extension

@ Sean M y m versores a lo largo de d X y d x, luego:
m|dx| = AM|d X]
= |dx|? = |AM|?|d X|?
@ Se define el estiramiento (“stretch”) en direccién M como

B | d x|

M) = s

= |AM| (18)

Siendo det A > 0, resulta 0 < A(M) < 00 VM # o.
Extension: |dx| — |d X]
o Relacién de extension: W =A\(M) -1

Nota: A(M) = 1 ¥M unitario <= E = 0.
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Andlisis de deformacién y movimiento Corte

@ SeandX ydX' en X € By. Luego:
dx=AdX, dx' = AdX

@ Sean My M’ versores a lo largo de d X y d X’ formando el dngulo ©,
y my m’ versores a lo largo de dx y dx’ en x € B formando el dngulo
0:

cos® =M -M

dx dx  AdX AdX' |dX[|dX/|
| d x| . |dx/| - | d x| . |dx/| - |dx| |dx/|
M- (ATAM)

AM)A(MY)

cosf=m-m’ = AM - AN

@ Se define como angulo de corte de las direcciones M y M/, en el
plano de corte dado por M y M’, a la diferencia © — 6.
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Anilisis de deformacién y movimiento Descomposicién polar de tensores de segundo orden

Descomposicion polar de tensores de 2° orden

@ Lema: A todo tensor de 2° orden, simétrico y definido positivo T, le
corresponde un Unico tensor de 2° orden, simétrico y definido positivo
U, tal que T = U2

@ Teorema de descomposicion polar: para todo tensor de 2° orden A
no singular, existen dos tnicos tensores de 2° orden U y V, simétricos
y definidos positivos, y un tnico tensor ortogonal de 2° orden R tal

que
A=RU=VR
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Anilisis de deformacién y movimiento Descomposicién polar de tensores de segundo orden

Demostracién del teorema de descomposicién polar (1/3)

@ Como ATA y AAT son simétricos y definidos positivos, 31U, V
simétricos definidos positivos tales que

ATA=U2 AAT =V?
Definimos:
R=AU"! S=VIA

Luego:
R'TR=UIATAU ! =1I

Q.E.D. que R = AU™! es ortogonal.

Similarmente, se demuestra que S = V!A es ortogonal.
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Anilisis de deformacién y movimiento Descomposicién polar de tensores de segundo orden

Demostracién del teorema de descomposicién polar (2/3)

@ Supongamos que existan tensores de 2° orden R’ ortogonal y U’

simétrico y definido positivo, tales que A = RU = R'U’. Luego:
R!=UU'R'
RT=U'WR' =R!
U =U’>U=U=R=FR

R=RUU! = {

= los tensores de 2° orden R ortogonal y U simétrico y definido positivo
tales que A = RU son Unicos.

@ Se procede similarmente para demostrar que V y S son tnicos.
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Anilisis de deformacién y movimiento Descomposicién polar de tensores de segundo orden

Demostracién del teorema de descomposicién polar (3/3)

@ Falta demostrar la unicidad de R, o sea R = S. Siendo:
A =RU=VS =(SS7)VS =S(S"VS)
o STVS es simétrico y definido positivo, y es tinico, igual a U. Luego:
A=RU=SU = S=R

o Notese que
U=R’VR, V = RUR’
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Anilisis de deformacién y movimiento Descomposicién polar del gradiente de deformacién

Descomposicién polar del gradiente de deformacién

Apliquemos el teorema de descomposicidn polar al gradiente de
deformacion A

A =RU=VR (19)

Tensores de estiramiento derecho e izquierdo: U y V

Como J =detA > 0y ademds detU = detV > 0 (por ser Uy V
definidas positivas), R debe ser ortogonal propia 'y

dv
J= qv = det A =detU = detV
Rotacion rigida: U=V =1< A=R
e Deformacién pura (“pure strain”): R=1<A=U=V
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Andlisis de deformacién y movimiento Descomposicién polar del gradiente de deformacién

Descomposicién polar del gradiente de deformacién

@ Tensor de deformacion de Cauchy-Green derecho:
ATA = U?
@ Tensor de deformacién de Cauchy-Green izquierdo:
AAT =V?
o Tensor de “strain” Lagrangiano:
1 1
E:EMTA—DZEQF—D

@ Tensor de “strain” Euleriano:

1 1 _
e:EU—BBU:EU—Vz)

Victor Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos (F Mecdnica de Sélidos 20 de septiembre de 2018



Anilisis de deformacién y movimiento Estiramientos principales

Estiramientos principales

Por (18), el estiramiento en la direccién M es
AM) = {M- (U>M)}'/? = [UM]|
Si A\;,ul) es autopar de U:
Uu) = x\ud 1=1,2,3
Luego, si ul es unitario, resulta:
AMu) = |Uu| = N

Aj. estiramientos principales
o Ademis,

RUu) =VRu() = \;Ru?)
=\, Ru() es autopar de V
@ Usando \; podemos calcular:

J=detA =X )o)\3
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Anilisis de deformacién y movimiento Estiramientos principales

Mostrar que
O B=RU!=VIR,
@ B'B=U"?,
@ BB’ =Vv—?,
© BB, ATA y U tienen las mismas direcciones principales (coaxiales),
@ BB, AAT y V son coaxiales,
@ BB’ y B'B tienen valores principales )\i—z_
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Andlisis de deformacién y movimiento Elipsoides de “strain” Eulerianos

Elipsoides de “strain” Eulerianos

o La esfera de centro X € By y radio |d X|:
dX-dX =|dX* = cte.

se deforma en el llamado elipsoide de “strain” Euleriano de centro
x € B:
dx- (BB” dx) = |d X|? = cte.
~—~—
V-2
@ Se define el elipsoide de “strain” Euleriano reciproco con centro

en x € 5

dx- (AAT dx) = cte.

——
V2
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Andlisis de deformacién y movimiento Elipsoides de “strain” Eulerianos

Elipsoides de “strain” Eulerianos

[dX[=1

o Ejes Eulerianos = ejes principales de BB” = ejes principales de
AAT = gjes principales de V = Ru(")

o El elipsoide de “strain” Euleriano tiene semiejes de longitud
proporcional a A\;, i =1,2,3.

o El elipsoide de “strain” Euleriano reciproco tiene semiegjes de
longitud proporcional a 1/)\;, i =1,2,3.
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Andlisis de deformacién y movimiento Elipsoides de “strain” Lagrangianos

Elipsoides de “strain” Lagrangianos

o La esfera dx-dx = |dx|? = cte. con centro en x € B proviene del
elipsoide de “strain” Lagrangiano reciproco con centro en X € By:

dX-(ATAdX) =|dx|? = cte.
——
U2
@ Se define el elipsoide de “strain” Lagrangiano con centro en
X € By:
dX-(B"BdX) = cte.

2

U
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Andlisis de deformacién y movimiento Elipsoides de “strain” Lagrangianos

Elipsoides de “strain” Lagrangianos

dX-(BTB_chlzl

Ru(l)
|dx|*=1

o Ejes Lagrangianos = ejes principales de AT A = ejes principales de
B7B = ejes principales de U = ul

o El elipsoide de “strain” Lagrangiano reciproco tiene semiejes de
longitud proporcional a 1/\;, i =1,2,3.

o El elipsoide de “strain” Lagrangiano tiene semiejes de longitud
proporcional a A;, i =1,2,3.
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Anilisis de deformacién y movimiento Ejes Eulerianos y Lagrangianos

Ejes Eulerianos y Lagrangianos

o Triadas ortogonales a lo largo de ejes Lagrangianos permanecen
ortogonales luego de la deformacién siguiendo los ejes Eulerianos.

Ejes Lagrangianos

(1

u

Ejes Eulerianos
Ru(\)
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Andlisis de deformacién y movimiento Descomposicién de la deformacién

Descomposicion de la deformacion

Hay dos formas de ver la deformacién:
e A=RU
@ Aplicar U, estirando los elementos de linea a lo largo de ejes
Lagrangianos hasta su longitud final:

Uu = \;u®
@ Rotarlos a su posicién final:
Aul) = RUU = \;Ru®

e A=VR
© Rotar los elementos de linea a lo largo de los ejes Lagrangianos a su
posicién final Ru(.
@ Aplicar V para llevarlos a su longitud final:

Aul) = VRu) = \;Ru”)

Victor Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos ( F Mecénica de Sélidos 20 de septiembre de 2018 45 /94



Andlisis de deformacién y movimiento Deformacién homogénea

Deformacién homogénea

o Deformacion homogénea: el gradiente de deformacién A es
independiente del punto X € By. La forma mas general de una
deformaciéon homogénea del cuerpo B desde la configuracién de
referencia By es

x=AX+c, VXEDB (20)

donde c representa una traslacién rigida.
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Andlisis de deformacién y movimiento Deformacién homogénea

Extensidon uniforme con contraccidon lateral

o Extension uniforme con contraccion lateral: un cuerpo cilindrico
circular de longitud Lg y radio ryp en By se deforma hasta B por una
extension longitudinal AL y una contraccién radial Ar. Por simetria,
los ejes principales Lagrangianos y Eulerianos coinciden. En By y B,
adoptamos bases coincidentes con los ejes principales.

2)

e,=u
Lo |ALI
lfo \ ve,=u"
) LAr }
‘qeazu‘a’ T .
@ Los estiramientos principales resultan
Lo+ AL rp — Ar
Al=—F7, A=A3=——
LO 0|
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Andlisis de deformacién y movimiento Deformacién homogénea

Extensidon uniforme con contraccidon lateral

@ Las componentes de x € By X € By se relacionan por

x1=MX1, X=X, x3=MX3

= A tiene componentes:

A 0 0
A=1(0 X O
0 0 X
@ Deformacion isocdrica: det A = A\ o3 =1 = X = A3 = )\1_1/2
A1 0 0
Aie= |0 AY* 0
0 0 AY?

Mecénica de Sélidos 20 de septiembre de 2018
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Andlisis de deformacién y movimiento Deformacién homogénea

Dilatacién pura

o Dilatacién pura: Sea una esfera de didmetro D en By y d en B. Por
simetria, A1 = Ao = A3 =d/D y A resulta

A0 0
A=10 X O
0 0 M

en ejes Lagrangianos y Eulerianos de orientacién arbitraria.

@ Deformacidén isocora si A\ = 1.

Victor Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos ( F Mecénica de Sélidos 20 de septiembre de 2018 49 /94



Andlisis de deformacién y movimiento Deformacién plana

Deformacién plana

o Deformacién plana: Asumimos deformacién nula en la direccién
E3 = e3. La deformacién confinada al plano normal a esa direccién se
dice plana. En la base {E,} = {e;}:

A A O
A=Ay Ax O (21)
0 0 1
= A =Aje; ®e; + Ape; ®ex + Axier ® e
+ Axper ®e; +e3®es3 (22)

o Deformacion plana isocora: det A = 1, luego

A11A2 — AppAr =1

Victor Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos ( F Mecénica de Sélidos 20 de septiembre de 2018 50 /94



Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Autovalores y autovectores en deformacién plana

@ Tensor de deformacién Cauchy-Green derecho U? = AT A en la base
{e;}: usando (21):

A2+ A2 A11A12 + Ax1An 0
U2 =ATA = |An1A1 + A A A2, + A3, 0
0 0 1

con ecuacion caracteristica:

A3+ A3 — A% AnA + AnA 0
det(U2 _ /\2|) = |A11A12 + A1 A A%g + A%z _ )2 0
0 0 1- )2
=(1-?) Al + A% =N AuAn + AnAxn| 0
AnAr + AnAx A, + A3, — A2

= A3 =1 es autovalor.
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Autovalores y autovectores en deformacién plana

e Al autovalor A3 = 1 le corresponde el autovector u®® t.q.

U%ul® = (A7) + A%;)(e1 @ e1)ul® + (A7, + A3,)(e2 @ e2)ul®)
+ (A11A12 + AptAx)(er1 @ e + e2 @ e )u® + (e3@es) u®
——
l—e;Re;—erx®er
= [(Afl + A% — 1)(e1 - u®) + (A1 A1z + A2 Ax)(es - U(3))}el
+ [(A%Q + A%, —1)(e2 - u®) + (A1 A1 + A1 Ax) (e - u(3))] e

que se verifica solamente si [...] = 0; para Aj (i,j = 1,2) arbitrario,
ello requiere que

e - u(3) =€y - u(3) =0 <~ U(3) =e3
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Autovalores y autovectores en deformacién plana

@ Ahora, para determinar A1 y A, basta resolver

A3+ A3 — A% AnAn + AAx —0
A11A12 + AxtAz A%, 4 A3, — A2

@ Siendo U? = AT A simétrica y positiva definida, sus autovalores son
reales y positivos y sus autovectores forman una triada ortogonal, de
modo que u(® y u(® yacen en el plano de deformacién de normal

— .03
e3 = U( .
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Corte simple

o Corte simple: deformacién plana isocora para la cual hay una
orientacién, digamos ez, en la que las fibras conservan su longitud y
direccién:

Ae1 =€

e Usando (22):

Ae; = Aq1 (e1 ®er)er +Ar2 (e1 ® e2)e; +Az (e2 ® eq)er
%/_/ ~"~ ~"~

=(e1-e1)e1=e; =(ez-e1)e1=0 =(e1-e1)er=ep

+ Ax (e @ e2)e; + (e3 ® e3)e; = Ajrer + Axen

=(ez-e1)e;=o :(e3‘;1r)e1:o
1 A O
=e; <~ A11:1, A1=0 = A=1(0 An O
0 0 1
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Corte simple

@ Ademds, como el corte simple es isocoro, resulta:

1 A12 0 1 A12 0
detA=|0 A»n 0|=A»n=1 = A=]0 1 0
0 0 1 0 0 1

@ Llamando Aj» = 7, la matriz de componentes de A respecto de {e;}
es

A=

O O =
o 2

0

0 (23)
1

O sea:

A=Il+ve;1®e
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Autovalores y autovectores en deformacién plana

Anilisis de deformacién y movimiento

Corte simple

7 7 7 7 )
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / { . /
+ , , 7 7
7 7 7 7 /
1 / / / / /
~ / / / / /
/
/
/ / / / /
/ / / / /
G / / / /
/ / / /
7 / / / /
/ / / / /
2 7 7 7 7
/ / / / /
/ / / / /
/ / / /
3 / / / /
7 / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
/ / / / /
5 / / / /

Usando (23) en (20) con c = o:
x=AX = X—|—fy(X-e2)e1

0, en componentes:
x1 = X1 + Xz,

Mecénica de Sélidos

xo =X, x3=2X3
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Corte simple

@ Resumiendo, el gradiente de deformacién para corte simple es:
A=l+ve1®e

donde:

Direccion de corte: e;

Plano de corte: e;-e; (plano de normal e; X e;)
Plano de deslizamiento: plano de normal e;
Magnitud del corte: ~
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Corte simple

@ Tensor de deformacién Cauchy-Green derecho:
U =ATA=Il+v(e1Rer+er®@e1) +7’er Qe

con ecuacion caracteristica:
1— )\ 5

0% 1+ 72 — A2
=(1-X)[1-X)P =X =0

det(U? — X21) = (1 — \?)

Luego, A3 =1y A= X1 =1/Xy > 1 es solucién de la ecuacién
cuadrética para A%

(1 _ )\2)2 _ )\272 =0
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Corte simple

e Cambio de base {u()} — {e;}:

U2 en {e;} Q7 ortog. propia U2 en {u)}  Q ortog. propia
1 ol 0 cosf. —senf 01 [N 0 O cosf. senf. O
v 1+ 72 0| = |senf. cosf. O 0 A2 0| |—senf. cosf. O
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

N cos? O + A 2sen?0. (A2 —A"2)senf cosf O
= (A2 =AX"2)senf cosf A?sen?d + A\ 2cos?d. O (24)
0 0 1
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Corte simple

e Por (24):
A cos? 0. + A\ %senf, =1 (25)
Msen? ) + X2 cos? O =1+ +2 (26)
2
(A2 = X7?)sen ) cos b = (N> — A_Z)y = (27)

o De (25)+(26):
M4A2=24+ = ~H=A1-1/)
@ Hacemos (25)—(26):
(A = A2)(cos20 — sen?fy) = (X2 — A\?)cos20, = 17 (28)
e Hacemos (27)/(28):

1
5tg20|_ =—-1/y = tg26L=-2/y
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Corte simple

o Idem para AAT = V2, tenemos la orientacién de los ejes Eulerianos:

tg 20 = 2/y
@ Para vy =0, 0 =0 = 45°.
@ Para v > 0:
tg x |
0°<20,<90° |
t920.=2/~ i
J; 180
0 90 X
tg20,=—2/ : 90°<26,<180°
|
i
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Anilisis de deformacién y movimiento Autovalores y autovectores en deformacién plana

Corte simple

e Para v =0,5:

90 6

75 5

60 — —0 4 N

45 <: —4 5 3 / A\

30 \\\ _ad\ag H 2 7/ - 0o [T \ -1
E~ “diag
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Andlisis de deformacién y movimiento Combinacién de deformaciones

Combinacién de deformaciones

e Deformacién By — B: x = x(X).
o Gradiente de deformacién: A = Grad x(X)
e Deformacién By — B': x' = x/(X) = k(x), con k : B — B'.
o Gradiente de deformacién: A’ = Grad X'(X) = grad(x(x))A = AA
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Andlisis de deformacién y movimiento Combinacién de cortes simples

Combinacién de cortes simples

@ Sea el corte simple:

A=l+ym®n, m-n=0, m=|n|=1 (29)
o Direccion de corte: m

o Plano de corte: m-n
e Plano de deslizamiento: plano de normal n

@ Sea un segundo corte simple:
A=l+ym®n, m-n=0,|m =i =1 (30)
e Combinacién I: (29) seguida de (30):
AA=1+ym@ha+ymen+ 3 -m)men (31)
e Combinacion Il: (30) seguida de (29):

AA=l+ym@d+yme@n+yy(n-mmen (32)
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Andlisis de deformacién y movimiento Conmutacién de cortes simples

Conmutacién de cortes simples

o Las combinaciones de cortes simples (31) y (32) conmutan si
AA = AA, luego

® Luego, hay dos opciones:

@ m = tm: la deformacién compuesta es un corte simple de magnitud
/72 + 72 £ 277n - i en direccién m con planos de deslizamiento
normales a yn + 7.

@ i = +n: la deformacién compuesta es un corte simple de magnitud
V72 + 72 4+ 274 m - m en direccién ym + Fm con planos de
deslizamiento normales a n.
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Andlisis de deformacién y movimiento Otra descomposicién de la deformacién

Otra descomposicién de la deformacion

@ Teorema: Una deformacién arbitraria estd compuesta por:
e extensidn isocora con contraccién lateral: L*
e corte simple en el plano normal a la direccién de la extensién: S
e rotacién: R
o dilatacién pura: D

A = DRSL*
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Andlisis de deformacién y movimiento Otra descomposicién de la deformacién

Otra descomposicion de la deformacion: demostracion

(1/2)

@ Podemos descomponer A como

D = J1/3I Dilatacion pura

A =DA*=A*D con
A* = J~1/3A Deformacién isocora

@ Descomposicién polar de A*:

A" — R*U* con R* Rotacién
U* Deformacién pura isocora

— A =DR'U"
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Andlisis de deformacién y movimiento Otra descomposicién de la deformacién

Otra descomposicion de la deformacion: demostracion

(2/2)

o Descomposicién espectral de U* = J~1/3U:

donde \¥ = J71/3);, con A3 =1
@ Definiendo \; = Aiy/ AL (tal que Ao = 1), resulta
U*=S"L"
con
s* = Xu® @u® + X 1@ @ u® 4 u® @ u® = RS
L =x; 7 (u(l) 2u® +u?@ @ u(2)) + X5u® @ u®

T ., . .z
o R** rotacién, S corte simple en el plano u®)-u(® (ver ecuacién 24)
o L*: extensién isocora en u® con contraccién en u y u®

— A =D(R'R*')SL* = DRSL* (Q.E.D.)
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Anilisis de deformacién y movimiento Tensores de “strain” Lagrangianos

Tensores de “strain” Lagrangianos

@ Sujetos a la condicién de “strain"=0siysélosiU=V =1,
podemos definir los siguientes tensores de deformacién basados en U
(Lagrangianos):

Lum—1) mezZ m#0
InU m=20

@ Los tensores de “strain” Lagrangianos son coaxiales con U, con

valores principales:

LAM—1) meZ m#0
In)\,- m=20

o La definicién puede extenderse a m € R no nulo definiendo (U™ —1)
como un tensor coaxial con U con valores principales L (A™ — 1).
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Andlisis de deformacién y movimiento ~ Tensores de “strain” Eulerianos

Tensores de “strain” Eulerianos

@ Sujetos a la condicién de “strain"=0siy sélosi U=V =1,
podemos definir los siguientes tensores de deformacién basados en V
(Eulerianos):

L(vm—1) meZ, m#0
InV m=20

@ Los tensores de “strain” Eulerianos son coaxiales con V, con valores
principales:
1 m
(A" =1) meZ, m#0
In \; m=20

o La definicién puede extenderse a m € R no nulo definiendo (V™ —1)
como un tensor coaxial con V con valores principales —()\m —1).
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Andlisis de deformacién y movimiento ~ Tensores de “strain” Eulerianos

Generalizacién de tensores de “strain” Lagrangianos y

Eulerianos

e Generalizacion: sea f : (0,00) — R una funcién escalar monétona
creciente, t.q. f(1) =0y (1) = 1.
Ahora, podemos definir:
o Tensores de “strain” Lagrangianos:

coaxiales con U y de valores principales f()\;).
e Tensores de “strain” Eulerianos:

F(V) =) f(A\)Ru) @ Ru) = RF(U)R”
i=1

coaxiales con V y de valores principales f(\;).
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Andlisis de deformacién y movimiento ~ Tensores de “strain” Eulerianos

Generalizacién de tensores de “strain” Lagrangianos y

Eulerianos

o Notar:
e f mondtona creciente = F crece si las fibras se estiran.
o /(1) =1 = las medidas de pequefias deformaciones coinciden.

o Casos particulares:
o Green: m=2o0 f(x) = 3(x* — 1) t.q.

F(U):%(Uz—l):%(ATA—I)EE
e Hencky: m=0 o f(x) = In(x) t.q:
F(U) = In(U)
e Biot: m=1o0f(x)=x—-1tq:
F(U)=U—1I
o Almansi: m= —2 o f(x) = (1 - x72) t.q.
F(V) = % (1-v=2) = % (1-B'B)
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Andlisis del movimiento Gradientes de velocidad

Gradientes de velocidad

o Gradiente de velocidad (pp. dicho o Euleriano):
I’ = gradv(x, t)
o Gradiente de velocidad Lagrangiano:
A = Grad V(X, t) = grad v(x, t) Grad x(X, t) = T'A

donde Grad y d /d t conmutan por ser X y t independientes.
@ Dado dx = Ad X resulta:

%(dx):AdX:FAdX:Fdx (33)

i.e., I' mide los cambios de las fibras (longitud y orientacién).
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Andlisis del movimiento ~ Tensor de ‘“strain-rate” Euleriano

Tensor de ‘“strain-rate” Euleriano

@ Para el tensor de Green:

E— % (ATA + ATA) - % (ATFA + ATFTA)

:AT%<F—|—FT)A:ATZ‘A
)

donde X es tensor de “strain-rate” Euleriano (parte simétrica de
r).

o Nota: “strain-rate” # "rate of strain” =derivada temporal de “strain”:
X no puede expresarse como derivada temporal (Euleriana o
Lagrangiana) de un tensor de “strain”.
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Andlisis del movimiento ~ Tensor de ‘“strain-rate” Euleriano

Tensor de ‘“strain-rate” Euleriano

@ Sea d X una fibra en X € By, que se deforma adx=AdX en x € B.
Por (17) tenemos:

%(|dx|2—|dX\2):dX-EdX

Derivando el lado izquierdo:

1
@ Si definimos m = dx/|d x|, resulta

i.e., X es una medida de la tasa con que las fibras materiales cambian
de longitud.
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Andlisis del movimiento ~ Tensor de ‘“strain-rate” Euleriano

Tensor de “strain-rate” Euleriano

e Dada la base ortonormal {e;}, hacemos m = e; en (34):

1 d
7|dx|a|dx| :e,--(Z‘e,-) :E,','

i=1,2,3 (no se suma en i)

i.e., las componentes diagonales Y;; son tasas de estiramiento en las
direcciones e;.
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Andlisis del movimiento ~ Tensor de ‘“strain-rate” Euleriano

Tensor de ‘“strain-rate” Euleriano

@ Usando (33) y (34), resulta

d dx 1 d dx d

n=C 90X _ 2 9y X =Im-—(m X
M= SeTdx  [dxde 8% [axzar X = Im—(m- Zmjm

(35)

@ Sea dx' =m’'|dx/|, tal que m-m’ = cos 6, luego:

a(m~m’) = —fsenf = —flm x m/|

=m-m' +m-m

=[Im—(m-Xm)m] - m' + [I'm — (m"- Tm")m'] - m

=—(m -Zm+m - ETm)(m-m)+m - (C+IT'")m (36)
~—_——

2X
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Andlisis del movimiento ~ Tensor de ‘“strain-rate” Euleriano

Tensor de “strain-rate” Euleriano

e De (35):

9-_(m-Z‘m—l—m’-Em’)(m-m')—2m'-2m

|m x m’|
eSim=ejym =ej coni#j
=0

—
(Zi + Xj) (e - €)) =25
lei x e

0= = 2%y, i#]
=1

i.e., X (i # j) es la tasa de cambio del dngulo entre dos fibras
ortogonales en un instante dado.
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Anilisis del movimiento Spin de cuerpo rigido

Spin de cuerpo rigido

@ Spin de cuerpo rigido: parte antisimétrica de I":

03

Luego, la ecuacién (35) resulta:

m=I'm-—(m-Xm)m
=02m+ X¥m— (m- X¥m)m (37)

e 2m: rotacién (o spin) de cuerpo rigido.
e ¥m — (m - X¥’m)m: rotacién superpuesta al spin de cuerpo rigido.
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Anilisis del movimiento Movimiento de cuerpo rigido

Movimiento de cuerpo rigido

@ En un movimiento de cuerpo rigido, las fibras no cambian en
longitud ni en angulo relativo, luego

Y=0

o Luego, (37) resulta
m=02m=wxm (38)

@ Usando la definicién de rot:
(otv) xa=[Vev—(Vev)la= (I -I")a=20Ra (39)

Por (38) y (39), resulta:

w = —rotv
2

i.e., el movimiento es una rotacién rigida (spin) con velocidad
angular w.
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Anilisis del movimiento Movimiento de cuerpo rigido

Mostrar que la derivada temporal Lagrangiana del tensor de deformacion
1(1-B™B) esBT ¥B.

Ejercicio

Para el movimiento de cuerpo rigido
x=x(X,t) =c(t) + Q(t)X
mostrar que la velocidad y aceleracion pueden escribirse

X=C+wx (x—c)
X=Ct+wx (x—c)+wx (wx(x—c))

respectivamente, donde w(t) es el vector axial del tensor antisimétrico

QQ".
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Anilisis del movimiento Movimiento de cuerpo rigido
Ejercicio

SiJ=detA y 9J/OA es el tensor de segundo orden de componentes
(0J/OA) i = 0J/0Aiq, deducir:
0J
oA
Yy en consecuencia:
oJ
~— =JB"
OA
Luego, mostrar
0J
A— =Jr
O0A J
y
S=ur (40)
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Anilisis del movimiento Cambio de configuracién de referencia

Cambio de configuraciéon de referencia

e Deformacién By — By: X' = k(X)
o Gradiente de deformacién: P = Grad k(X)
e Deformacién By — B: x = x/(X’)
o Gradiente de deformacién: A’ = Grad' x/(X')
e Deformacién By — B: x = x(X)
o Gradiente de deformacién: A = Grad x(X) = A’P
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Andlisis del movimiento Cambio de observador

Cambio de observador

@ Supongamos (de aca en adelante) que la configuracién de referencia
es independiente del observador. Luego, la transformacién de
observador resulta:

X*(X’ t*) = C(t) + Q(t)X(Xa t)7 t"=t—a
Luego:

A* = Grad x* (X, t*) = Q(t) Grad x = Q(t)A (41)
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Andlisis del movimiento Descripcién del movimiento ante cambio de observador

Descripcion del movimiento ante cambio de observador

@ La transformacién de observador afecta la descripcién de la velocidad
X v de la aceleracién x:

XX, %) =Q(6)x(X, £) + €(t) + Q()x (X, t)
XX, 1) =Q(E)X(X, £) +&(t) + Q(e)x (X, 1) +2Q(e)x(X, t)

@ La velocidad y la aceleracidn dependen de la cinematica a través del

movimiento relativo entre observadores implicado por €(t), ¢(t), Q(t)

y Q(t).
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Anilisis del movimiento Objetividad de tensores

Objetividad de tensores

e Tensores objetivos: aquéllos que no dependen de la cinematica (i.e.,
de Q C, Q €), que son intrinsecos al material. Cada observador
asigna el mismo valor a tales tensores, y esa “indiferencia de
observador” se refleja en sus reglas de transformacién.

@ Debemos distinguir entre las reglas de transformacién aplicadas a
tensores Eulerianos (ej.: V, BB', X), tensores Lagrangianos (ej.: U,
B'B, E) y tensores a dos puntos o Euleriano-Lagrangiano mixtos
(ej.: A, R).
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Anilisis del movimiento Objetividad de campos Eulerianos

Objetividad de campos Eulerianos

@ Un campo escalar Euleriano ¢(x, t) es objetivo si
¢"(x*, 1) = o(x, 1) (42)
@ Un campo vectorial Euleriano u es objetivo si
u*(x*, t*) = Q(t)u(x, t)
@ Un campo tensorial Euleriano T de 2° orden es objetivo si
T (x", ") = Q(1)T(x, )Q(t)

@ En general, la derivada temporal de un campo Euleriano objetivo no
resulta un campo Euleriano objetivo. Por ej., para el campo vectorial
Euleriano objetivo u:

du*  du*

= pre = Qu+ Qu no es objetivo.

o
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Anilisis del movimiento Objetividad de campos Eulerianos

Objetividad de campos Eulerianos

Ejemplo
o Siendo A*(X,t*) = Q(t)A(X, t), se demuestra que:
o J =detA es un campo escalar objetivo:

J* = det A* =detA =J
o los siguientes tensores Eulerianos son objetivos:
(AAT)" = A*A*T — QAATQT
(BBT)" = B*B*” = QBB'Q”
V* — (AAT)*1/2 — (QAATQT)Y2 = (Qv2QT)Y/2
= [(@va")@Qva")] "’ =qva’

o Los escalares |x| y | x| no son objetivos.
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Anilisis del movimiento Objetividad de campos Eulerianos

Objetividad de campos Eulerianos

Ejemplo

e Siendo A*(X,t*) = Q(t)A(X, t), se demuestra que:
r*=AA" =(QA+QA)A Q7 =QQ" + QAA QT
=QI'Q” +QQ”" es un tensor Euleriano no objetivo.
o Su parte simétrica
> =QxQ’" es un tensor Euleriano objetivo.

@ Su parte antisimétrica

2*=QNQ7T + QQ" s un tensor Euleriano no objetivo.
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Anilisis del movimiento Objetividad de campos tensoriales Lagrangianos

Objetividad de campos tensoriales Lagrangianos

e El campo tensorial Lagrangiano T(X, t) de orden n > 0 es
objetivo si no estd afectado por el cambio de observador:

T (X, t") = T(X, t)

o La derivada temporal de un campo Lagrangiano objetivo es un campo
Lagrangiano objetivo:

_dT*_dT*_dT__i_

Codtr dt dt

%
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Anilisis del movimiento Objetividad de campos tensoriales Lagrangianos

Objetividad de campos tensoriales Lagrangianos

Ejemplo

e Siendo A*(X,t*) = Q(t)A(X, t), se demuestra que los siguientes
tensores Lagrangianos son objetivos:

(ATA = A*TA* = ATA
(B"B)*=B*"B*=B’B
* 1 «T px _ 1 T _
E _E(A A |)_2(A A I)_E

U* = (ATA)*1/2 _ (ATA)1/2 - U
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Andlisis del movimiento ~ Objetividad de campos tensoriales mixtos

Objetividad de campos tensoriales mixtos

e Un campo tensorial mixto A(X, t) de 2° orden es objetivo si

A*(X,t") = Q(t)A(X, t)

@ Son tensores mixtos objetivos:

o el gradiente de deformacion A.
e el tensor R € SO3 de la descomposicion polar A = RU = VR:

R* = A*U* ! = QAU ! =QR
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Anilisis del movimiento Campos tensoriales iducidos

Campos tensoriales inducidos

@ Dado el campo vectorial Euleriano u,

o ATuy BTu son los campos vectoriales Lagrangianos inducidos por u.
@ Dado el campo vectorial Lagrangiano U,

e AU y BU son los campos vectoriales Eulerianos inducidos por U.
@ Dado el campo tensorial Euleriano de 2° orden T,

o ATTA, ATTB, BTTA, B TB son los campos tensoriales
Lagrangianos de 2° orden inducidos por T

e ATT,B'T, TA, TB son los campos tensoriales mixtos de 2° orden
inducidos por T
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Andlisis del movimiento Objetividad de campos tensoriales iducidos

Objetividad de campos tensoriales inducidos

@ Un campo tensorial es objetivo si y sélo si cada uno de sus campos
inducidos es objetivo.

@ Por ejemplo, para el vector Euleriano objetivo u que induce los
vectores Lagrangianos ATu y BT u, resulta:

T T
U'=Qu = A u"=A"u & B " u*=B"u

Mecénica de Sélidos 20 de septiembre de 2018
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