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Método de los Elementos Finitos Principio de los Trabajos Virtuales

Principio de los Trabajos Virtuales

@ Partimos del PTV:

5dez/ &-5Xd5+/ pob - x AV
Bo oBg Bo
con

SW = tr(S6A) = tr (T(MSEM)

@ Introducimos el desplazamiento u = x — X y su gradiente
D = Gradu(X) =A —1.

@ Dada la DCA x* resulta:

x=x"-x=x"-X)-(x—X)=u"—u=4u (1)
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Método de los Elementos Finitos Notacién de Voigt

Notacion de Voigt

@ Trabajemos con el par conjugado (T(?), E()):
W = tr (TRED)
EC) = Z(ATA—1)= (D +D" +D'D) =E

T _ W

OE

o Notacién de Voigt: ordenamos los componentes de los tensores T(?)
y E en los vectores

< 2) +(2) (2) +2) ) +@)17"
T = [Tl(l) Tz(z) T3E3) T1(2) T2(3) 7_3(1)}
E = [E11 Ex E33 2E15 2623 2E31) 7
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Método de los Elementos Finitos ~ Variacién de la deformacién

Variacidon de la deformacidn

La variacién de E:
1 1
5Ea5 = 5(5AkaAkﬁ + AkoﬁAklg) = 5(5uk7aAk5 + 5Uk,,8Aka)

se expresa en notacién de Voigt como:

[ 0E11 | [ Ailéui,l i
Y= Aixduj 2
= 0E33 . Ai35ui,3
0E = 20E1o o A,‘15U,'72 + Ai25ui,1 (2)
20 Ex3 Ai25Ui,3 + Ai35ui,2
| 20E3;1 | | Aizduiq + Ainduio |

Luego, la variacién de W puede escribirse como

sW = TSE; = TATSE = 6ETTO
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Método de los Elementos Finitos Aproximacién por MEF

Aproximacién por MEF

@ Usando MEF estandar (Galerkin), aproximamos u como

1

u

NV 0O 0 N 0 O N 0 07 |g2
u=|0 N 0 0 N 0 o N 0] |. (3)

0 0 N 0 0 N 0o 0 N"| |-

~ u’

N ~——

U

o N'(X): funcién de forma asociada al nodo / =1,2,...,n, t.q.

N'(X7) = 6y,.

"~ u(X"): aproximacién al desplazamiento del nodo / (incégnita).

®
o
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Método de los Elementos Finitos ~ Variacién de la deformacién

Variacidon de la deformacidn

e Usando (3):
du=NsU = Jdu,=N,0U

o Luego, la variacién (2) se escribe:

Sut
. Su?
JE=[B' B> ... B
B Su”
——

sU
AN, ANy Asi Ny
AN’ AxnN', AN,
AN’ Az AN

I _
con BY = AN, + ANy ANy + AnNy AN, + AN

AN’ + AisN' AN’ + AN, AN + AssNY
ANy + AN AN + Ax N AssNy + Az N
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Método de los Elementos Finitos

Variacidon de la deformacidn

@ Haciendo Aj, = uj o + 0jq, resulta

Ny 0 0
0 N, 0
I 0 0 N
B' = N, N0 +
0 Ny N,
N5 0 N,
B{in
U171Nfl
U1,2/V,’2
U1,3N’I3
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I I
ur1NH + i aNy
T ]

u 2Nz + 3N,
] ]

u 3Ny 4+ 1N

U2,1/V,I1
w2 N
U2,3N}I3
U1 N,’z + U2,2N,’1
U2,2N,’3 + U2,3N,’2
U2,3N,’1 + U2,1N,’3

Variacién de la deformacién

U3,1N,11
U3,2N,12
U3,3N}I3
U3l N,’z + U3,2N,I1
U3,2N,’3 + U3,3N,’2
U3,3N,’1 + us3;1 N,’3

~~

BI
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Método de los Elementos Finitos Forma MEF de la ecuacién de equilibrio

Forma MEF de la ecuacién de equilibrio

@ Introducimos las aproximaciones por MEF en el PTV:

/tr(T(2)6E)dV—/ &-0udS— [ pob-dudV =0
Bo 838 Bo

/5ETT<2)dV—/ (5uT&d5—/ suT pobdV =0
Bo oBg Bo

suT /BT?@)dV—/ N'3dS— | NTpgbdV | =0
Bo aBg Bo

@ Siendo dU arbitrario, llegamos a la forma discreta en version MEF
de la ecuacion de equilibrio:

R:/ BTT(®dv - / NT&dS+/ N pobdV | =0 (4)
Bo 86‘07 Bo
N ——

Fint

Fext
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Método de los Elementos Finitos Resolucién de la ecuacién no lineal de equilibrio

Resolucién de la ecuacién no lineal de equilibrio

@ La ecuacién (4) define un sistema no lineal de ecuaciones algebraicas
para las incégnitas U;, i =1,2,...,dim x n (dim =3 en 3D), con n
nimero total de nodos de la malla que representa a By.

o Ese sistema debe resolverse iterativamente. Partiendo de U(¥)
conocido para la iteracién k, se actualiza U para la iteracién k + 1
resolviendo el sistema lineal

R(UK)) = R(UK) + KUK UK+ —yk)y = ¢ (5)
donde K es la matriz jacobiana tangente:

dR  dFiy  dFey

T4du - du du

@ Método de Newton-Raphson: K se calcula exactamente.
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Método de los Elementos Finitos Célculo de la matriz jacobiana tangente

Célculo de la matriz jacobiana tangente

@ La contribucién de las fuerzas internas a K es:

dFint T / d T ~ (2
= [ B'CBaV — (BT, T®
du /BO * 5, AU ( nolin )

~

dv

T =const.

Kmat ngo

donde C es la matriz en que se ordenan siguiendo la notacién de
o1
. . - . 9T,
Voigt los médulos eldsticos de primer orden A,gys = DEy -

A Az Auss A Az Aust
A Ao Axsz A Aooz Axan
Aszin Aszzze Asszzs Asziz Aszz Assat
Ain A Awss Az Az Ast
Aozin Azzn Azszz Az Aoz A
Asinn Az Asizs Asie Asziezs Asisn

@ Notar: como A,gys = Aysap, C es simétrica.
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Método de los Elementos Finitos Célculo de la matriz jacobiana tangente

Célculo de la matriz jacobiana tangente

@ La contribucién de las fuerzas externas:

dFext :/ NTaa-dS—i-/ NTpO@dV
s | PO0U

@ En caso de cargas muertas, no hay contribucién de las tracciones &.
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Método de los Elementos Finitos Proyeccién nodal

Proyeccién nodal

@ Se define el campo continuo ¢* usando las mismas funciones de
interpolacién que para u:

¢*(X) = N'(X)g

@ ¢* aproxima en sentido débil al campo discontinuo ¢ (ej.,
componentes de tensidn y deformacién) si:

/N’¢*dV:/ N'¢dv
Bo BO

</ N’NJdv> b= F
Bo ,

~~

My

o Si My, esta diagonalizada:
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