2 Leyes de conservacion

2.1 Energia

En un sistema con s GDL, durante el movimiento las 2s cantidades ¢, g, varian
en el tiempo. Existen, sin embargo, funciones de q;,q, que permanecen

constantes en el tiempo y sélo dependen de las condiciones iniciales. Estas
funciones se llaman integrales del movimiento.

En un sistema cerrado con s GDL existen (2s -1) integrales del movimiento.
Esto es evidente si se tiene en cuenta que:

(1) La solucion general de las ecuaciones de movimiento tiene 2s
constantes arbitrarias.

(i) La eleccion del origen es arbitraria, dado que el tiempo no aparece
explicitamente, por lo que podemos eliminar una de las constantes
asumiendo una constante to aditiva.

Q; :qi(t+t07cl’c2""7CZS—l)
Q; :qi(t+t0’C1'C2""’C23—l)
(i)  De aqui, podemos expresar c,,cC,,...,C,,, como f(q;,q;)

(20)

No todas las integrales de movimiento tienen igual importancia. Algunas son
mas relevantes y se derivan de la homogeneidad e isotropia del espacio
tiempo.

Decimos que estas cantidades se conservan, son aditivas.

Supongamos dos cuerpos que interactlian un cierto tiempo. Como tenemos las
integrales aditivas antes y después, son iguales a la suma de las integrales de
las particulas separadas. Por lo tanto, las leyes de conservacion permiten sacar
conclusiones sobre el estado luego de la interaccién.

A partir de la homogeneidad del tiempo se deriva que el lagrangiano no
depende explicitamente del tiempo.

dL oL oL
= — Q. + R
dt g % Zaq

0 = L=L(g,q) (21)
De la ecuacién de Lagrange:

oL df oL dL d( oL oL d oL
= s =)0 = — (21
aq, dt(@qi] dt 2.9 dt(aqi}rzq' oq, dt {q' aq) (1)

d oL oL )
el = _L|l=0 - |E= ——L=cte 22) Energia del sistema
i [Zq. % J > q - (22) g
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dE

=0 (23)

La energia E es aditiva porque L es aditiva. Por lo tanto, la ley de conservacion
de la energia vale para sistemas cerrados y también para un sistema inmerso
en un campo exterior constante, es decir, independiente de t. Son los
denominados sistemas conservativos.

Para un sistema cerrado o bajo un campo exterior constante:

L=T(q,9)-U(q) (24)
T(qg,q) es una funcién homogénea cuadratica en las velocidades (T = a(q)q?)

25 or ser homogénea de grado 2
Zq. aq, =>q aq, 25) p 9 9
= E%‘,aik (9)a;q,
oilg" A
;r = Z((;qq) = ;(A q+ ATq)z A g siendo ai= aki, es decir A es simétrica

=q.' Ag, =2T
Zq. aq. =0, Aq,

E=)q ——L 2T -T+U =T +U (26)

Por lo tanto, la energia total es la suma de la energia cinética mas la energia
potencial.

2.2 Cantidad de movimiento (momentum)

Debido a la homogeneidad del espacio, las propiedades del sistema no
cambian cuando realizamos una traslacion paralela de todo el sistema en el
espacio.

El sistema sufre un desplazamiento infinitesimal
¢ arbitrario. Luego:

r->r+g

El lagrangiano no se modifica por esta traslacion:
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L=y

oL=0 =

oL oL
5[&1 =& 8L
or, 2 or, > o (27)

Siendo r, =Vv,, segun la ecuacién de Lagrange sera:

Z oL _dg oL _ 0 (28)
or, dt“=ov,
cte
oL . - .
Donde: [P = Z Y (29) cantidad de movimiento, impulso total,

momento cinético, momentum o momento lineal.

Puede escribirse:

1
L:ZEmayi_U(fl,fz,---)

oL

OV, -

()
(ii)

(i)

m, Va = P=>"m,v, (30)

Es evidente la aditividad de P, ya que P =X Pa, exista interacciéon o no
entre las particulas.

Las 3 componentes de P se conservan en ausencia de campo externo.
Si hubiera un campo externo independiente de ciertas direcciones, en
dichas direcciones habra conservaciéon de P.

oL ouU , ] L
P =F, es la fuerza que actua sobre la particula a-ésima.
la ra
Deberéa ser entonces ZSL— SU: > F,=0. (31

la Ia

Para un sistema de dos particulas sera:

principio de accion y reaccion
32 ley de Newton

Si el movimiento se describe en coordenadas generalizadas, sera r. = ¥,(q;)

Definimos:  p.

= SL (32) momentum generalizado
Qi
oL .
Ei= a (33) fuerzas generalizadas
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De las ecuaciones de Lagrange: dfob)_ob =0 = | p =E |(34)
dtloq, ) aq; -

Las pi son funciones lineales homogéneas en las velocidades q;

2.3 Centro de masas

La cantidad de movimiento de un sistema mecanico cerrado tiene valores
diferentes en marcos de referencia inerciales distintos.

El MI K’ se desplaza con v respecto a

v K. Luego, para una particula a, sera:
/ya
Va =V, +V
y,a a
\vl ‘7 Ezzma\ja=zma;a+yzma=
v & 22
<\ P (35)
K =P'+vy . m,
En particular, existe un Ml para el cual
P’ =
m Va
yo P 2mY (36)

Si el momento lineal del sistema es cero, el sistema esta en reposo en ese MI.
Luego, V es la velocidad del “conjunto”. Por (36):

P=(m,)V=uVv @37)

donde u es la masa total del sistema. Luego, en (36):

_ P dfXmve
V_Zma_dt( Sm, j (38)

[ —

R

donde R es la posicion del centro de masas del sistema.

La energia de un sistema mecanico en reposo (en conjunto) se llama “energia
interna, Ei" . Esta incluye la energia cinética del movimiento relativo de las
particulas, y la energia potencial de su interaccion. La energia total de un
sistema moviéndose como un todo sera:
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V°+E, (39)

E:;Zmav§+u :;Zma(v'aw) +U =
(40)
1 2 1 2
:EZma\L +\L-Zmaya+52maya+u
%/—/
1 5 VP E.
=N [
2
1 v2 :
E:Ey\i +\LE+Ei (41)

Si el sistema esta en reposo, sera P’ =0

2.4 Momentum angular

Esta ley de conservacion se genera a partir de la isotropia del espacio. Las
propiedades de un sistema cerrado son invariantes frente a rotaciones
arbitrarias de todo el sistema en el espacio.

Consideraremos rotaciones infinitesimales:

S0 Sr

d¢p=n-6¢ ; Or=35¢-r ; ov=opxv  (42) 56
donde: r+or, T
o¢:. variacion angular n
n vector unitario
ov: variacion de la velocidad
oL = z ;L Ora+ ;L oV, =0 (43) por ser &¢ arbitrario

a La ya

P—F.  P.
&:Z(Ea'@x[a‘FEa'@Xya): (44)1

:@‘Z(faXEa‘i‘\laan): (45)

= 0 por ser colineales

(=2

ta- 9]

xC =Db-Cxa permutacion ciclica de los productos
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:&;.;Z(raxpa):o (46)

gz(r «P.)=0 cantidad de movimiento angular o
dt< T (47) momentum angular o momento de momento
v = constante

Notar que por la definicion M = Z[a x P, ; M es aditivo, independientemente de

a

las interacciones entre las particulas.

Notar que no existen otras integrales del movimiento aditivas. Todo sistema
cerrado tiene siete integrales del movimiento aditivas:

v' 1 integral de energia ( escalar)
v' 3 integrales de momento lineal ( vectorial )
v' 3 integrales de momento angular ( vectorial )

Notar:
(48)

En el momento en que estos marcos se cruzan, resulta ra =r’a, entonces:
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M=Z£a><Ea=Zma~£axy'a+(2ma-[a)x\1 (50)

M =M'+u-RxV (51)

Si el sistema esta en reposo en K’ = x -V =P , ademas, sera:

M =M“+RxP (52)

Momento angular J \— Momento angular del

intrinseco conjunto

En un sistema cerrado con origen arbitrario, se conservan las tres
componentes de M. Si existe un campo externo, las leyes de conservacion
valen en forma restringida. Si tenemos un campo con simetria en torno a un
eje, z por ejemplo, las propiedades mecanicas no varian por rotaciones
arbitrarias en torno a ese eje, es decir, la componente Mz se conserva.

Distinguimos dos casos:

a) Campo simétrico central: La energia es funcion de la I
distancia a un punto particular (centro). Por lo tanto, |
existe simetria con respecto a cualquier eje que |\

pase por el centro, y la componente del momento / \

angular a lo largo de cualquier eje que pase por el
centro se conserva.

b) Campo homogéneo en z, las equipotenciales son planos z = cte = Mz = cte.
Si usamos coordenadas cilindricas:

h

X, = p,C0SQP,
. Y. =p,Sing, (53)
Za = Za

R Xy :lga COS¢a _Ba¢a Sin¢a

K
/ﬁ\ Y. =p,sing, + p.o, cosgp, (54)

Za:Za

T= 3Tk 2+ 22)= 3 T (02 + 202 + 22) (55)
Xa Xa
M=3r.xPy =31y, txm,dy, (56)

z z

a a
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Mz =>"m,(X,V, = Y.X.) =DM, p’d, (57)

Notar que:

oL 2 oL

——=m = Mz=)» —=cte 58
a¢a apa¢a ; a¢a ( )
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