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6 Cinemática de rotaciones finitas 
 
6.1 Movimiento esférico 
 
Definición: 
 
Cuerpo rígido: Es un sistema de partículas tal que las distancias entre 

las distintas partículas no varía  
 
Esta condición es ideal, pero en la mayoría de los casos en los sólidos pueden 
despreciarse los pequeños cambios de distancias que existen y considerar las 
leyes del movimiento del cuerpo como un todo. 
 
Para simplificar, consideraremos al cuerpo como un conjunto discreto de 
partículas. Si se quiere pasar al contínuo, se deberá reemplazar la masa de 
cada partícula por ρ.dV, donde ρ es la densidad, e integrar en el volumen del 
cuerpo. 
 
Movimiento esférico:  Es aquel que describe un cuerpo rígido que gira con 

respecto a un punto fijo en el espacio (o). 
 

El punto p pertenece al cuerpo. 
Por el movimiento p pasa a 
ocupar la posición definida por r.  
 
Este movimiento se caracteriza 
por dos propiedades. 
 
(i) La longitud de R no 

cambia ⇒ Rr =  
 (228) 

 
(ii) Como el cuerpo es rígido, 

el ángulo relativo entre dos 
vectores arbitrarios fijos al 
cuerpo no cambia. 

 
Sean [ ]321 ,, EEE  vectores ortonormales fijos al cuerpo en la configuración de 
referencia, y [ ]321 ,, eee , los mismos vectores después de la transformación.  
 
Puede demostrarse que este movimiento de rotación es una transformación 
lineal ( )Rr ℜ= . Entonces, admite una representación matricial: 
 

Rr Λ=      (229) 
 
Para ser una transformación lineal, debería ser 1det =Λ . A su vez, será: 

 ii Ee Λ=      (230) 
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Por la primera propiedad (228), puede escribirse: RRrr TT =   (231) 
 

( )( ) RRRRRRR TTTT ∀=ΛΛ=ΛΛ∴      (240) 
 
Por ser R arbitrario Λ⇒=ΛΛ⇒ IT es ortogonal 1−Λ=Λ⇒ T  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1detdetdetdetdet ±=Λ⇒=ΛΛ=ΛΛ∴ ITT  
 
La expresión anterior indica que no hay expansión, por lo que se mantiene la 
norma. En cuanto al signo, se debe tener en cuenta que el cambio debe ser de 
un sistema dextrógiro o de mano derecha a otro sistema dextrógiro. 
 

( )[ ]
( )[ ] ⇔





=⋅×
=⋅×

⇒
1
1

321

321

eee
EEE

regla de la mano derecha  (241) 

 
Definimos: [ ]321 ,,ˆ EEEA = ; [ ]321 ,,ˆ eeeB =  
 
Por las propiedades anteriores, se verifica 1det;1det == BA .  
 
Además AB Λ= , por lo tanto, AB detdetdet Λ= lo que indica que ( ) 1det +=Λ .  
 
Si fuera ( ) 1det −=Λ , la transformación sería una reflexión. Esto indica que la 
matriz de rotación es una matriz ortogonal propia, por ser su determinante igual 
a 1. 
 
Analizamos el espectro de Λ , es decir, como son sus valores y vectores 
propios.  

iii xx λ=Λ      (242)1 
 
Por ser ( ) 1det +=Λ  ( ) 1det 321 +=⋅⋅=Λ⇒ λλλ      (243) 
 
Expandiendo en la base de autovectores normalizados: 
 

∑
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=Λ
3,1
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i
iii xxλ     (244)2 
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λλ xxxXXxx iii ; [λ] es una matriz diagonal 

2 =*
ix  transpuesto conjugado, ya que pueden haber complejos. El producto columna por fila da una 

matriz cuadrada 
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Estando los autovectores normalizados: 
 

IXXXX == −1*  ∴ [ ] *XX λ=Λ     (245) 
 
Por lo tanto, (244) y (245) son iguales. 
 
Siendo Λ  real, será [ ] *** XXT λ=Λ=Λ  
 

∴ [ ] [ ] IXXXXT ==ΛΛ *** λλ     (246) 

 
∴ ( ) [ ][ ]( ) [ ][ ]( ) 3*** ===ΛΛ λλλλ trXXtrtr T   (247) 
 

Luego, se puede escribir el sistema que dará los autovalores de la matriz como: 
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Puede verificarse que ( )φλλ ie ±== 3,21 ;1 , con φ arbitrario, es una solución del 
sistema. 
 
Notar que Λ  es una matriz ortogonal propia, tiene un autovector n tal que nTn=1, 
y además nn =Λ o también nn αα =Λ . Por lo tanto, n es el eje de la rotación. 
Todo punto que esté sobre el eje de rotación no resulta afectado por la misma. 
 
Los autovectores asociados a λ2 y λ3 son complejos conjugados. Podemos 
expresar [ ]viuviunX −+= ;; . Luego: 
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TT
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n
X *  ⇒ [ ] IXX =*  ⇒ 0== vnun TT   (249) 

 
Luego, u y v son ortogonales a n. Además, 0=vuT , por lo que u y v son 
ortogonales entre sí. 
 
También, 1=+ vvuu TT ; 1=− vvuu TT . Entonces, 1=+ viu ; 12;12 == vvuu TT . 

Luego: 
2
1

== vu  
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Además: 
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 (250) 

 
Podemos poner u, v, n con módulo unitario, y así formar una base. Estos 
vectores v, u, n forman un triedro derecho. El vector n determina el signo de φ. 
La proyección de R sobre n no varía, sólo rota la proyección normal a n.3 
 
Estas rotaciones no son conmutativas. Por ejemplo, si al cuerpo de la figura se 
lo somete a dos rotaciones consectivas aplicadas en distinto orden, será: 

                                                           
3 Teorema de Euler 
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Si se invierte el orden de las rotaciones, será: 
 

Luego: 
2332

ΛΛ≠ΛΛ  
 
Sólo son conmutativas las rotaciones infinitesimales. 
 
Notar que IT =ΛΛ ⇒ existen seis relaciones de restricción.  
 

Si escribimos: [ ]321 ,, vvv=Λ  ; ijj
T
i vv δ=,  ; 
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( )321 ,, αααΛ=Λ∴  ⇒ Λ es a lo sumo función de 3 parámetros independientes 
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Por lo tanto, una rotación implica 3 GL. 
 
La rotación puede expresarse de distintas formas, a saber: 
 
(i) Producto externo de los vectores de base 
 

∑=Λ
i

T
ii Ee     (251) 
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ii ==Λ∴ ∑  donde v’ es el vector rotado. 

 
(ii) Cosenos directores 
 
Si tenemos ∑∑∑
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Luego: 
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La matriz de cosenos directores no es simétrica, y los elementos diagonales no 
son 1. 
 
(iii) Expresiones en términos de invariantes lineales 
 
Notar que n es unitario, luego T

n
nnIP −=̂ es un operador de proyección sobre 

el plano normal a n 
 

( ) ( ) vnunuunnIuP TT

n
=−=−=⋅∴  

 
v está contenido en el plano 
 
Usamos

n
P para descomponer R y r en 

componentes n  y n⊥ .  
( )



Y

RPRPIR
nn

+−=    (252) 
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Luego: 
 

 
 

( )
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Por lo tanto, ambos vectores tienen la misma componente n . En el plano n⊥  
será: 

yY =  ⇒ φφ sinsin 2 nYnyYyY ⋅=⋅⋅=×     (255) 
 
   φφ coscos 2 ⋅=⋅⋅=⋅ YyYyY T     (256) 
 
Definimos un operadorY~ tal que: 
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La matrizY~ es antisimétrica (skew), singular. Luego: 
 

yYyY ⋅=× ~      (258) 
 
Luego, las expresiones (255) y (256) constituyen un sistema de ecuaciones: 
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El sistema de la (259) es de 4 ecuaciones con 3 incógnitas, pero la matriz es de 
rango 3, por lo que su solución única es: 
 

( )[ ]RnnIny T φφ cossin~ −+=    (260) 
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Entonces, ( )φ,nΛ es la rotación de ángulo φ  en torno a n. El operador n~ será: 
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