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Resumen. La piezo-flexo-electricidad, es una propiedad que poseen los materiales aislantes (dieléctri-
cos centro-simétricos), los cuales se polarizan cuando se los somete a un gradiente de deformacién, y
a un campo eléctrico simultdneamente, en la nano-escala. Desde esta perspectiva, y de manera andlo-
ga, respecto del caso micromecdnico, podemos suponer que aparecerd una fuerza configuracional, que
producird una deformacién residual, denominada piezo-flexo-eléctrica, idéntica a la que aparece en el
experimento de Eshelby cldsico, y que tendrd un efecto de confinamiento, este hecho ocurre fisicamente,
dando lugar a la aparicién de una fluctuacién mecano-cudntica (confinamiento cuéntico), cero, uni, bi, o
tridimensional, en el primer caso hablamos de puntos cudnticos. En el presente trabajo se formulan las
ecuaciones constitutivas de la piezo-flexo-electricidad, sus ecuaciones de movimiento, se especifican las
condiciones de resolubilidad del sistema piezo-flexo-eléctrico.
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Abstract. Piezo-flexo-electricity is a property of insulating materials (centro-symmetrical dielectrics),
which polarize when subjected to a strain gradient and an electric field simultaneously at the nanoscale.
From this perspective, and analogously, with respect to the micromechanical case, we can assume that a
configurational force will appear, which will produce a residual deformation, called piezo-flexo-electric,
identical to the one that appears in the classical Eshelby experiment, and that it will have a confinement
effect, this fact occurs physically, giving rise to the appearance of a mechano-quantum fluctuation (quan-
tum confinement). zero, uni, bi, or three-dimensional, in the first case we talk about quantum dots. In the
present work, the constitutive equations of the piezo-flexo-electricity, its equations of motion, and the
resolubility conditions of the piezo-flexo-electric system are specified.
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1. INTRODUCCION
1.1. Definiciones preliminares y algunas dificultades tedrico-experimentales

La flexo-electricidad estd fuertemente relacionada con la piezo-electricidad, pero, mientras
que la piezo-electricidad se refiere a la polarizacion debida a una deformacién uniforme, la
flexo-electricidad se refiere especificamente a la polarizaciéon debida a una deformacién que
cambia de un punto a otro en el material.

Debido a que, el gradiente de deformacién rompe la simetria de inversion, la flexo-electricidad
permite la generacion de polarizacion eléctrica a partir de deformaciones de la red en materiales
dieléctricos.

Matemaéticamente, el efecto flexo-eléctrico estd controlado por un tensor de cuarto orden
y, por lo tanto, aparece en materiales de cualquier simetria, mientras que la piezoelectricidad
estd asociada a un tensor de tercer orden, que solo estd permitido en materiales que no son
centro-simétricos.

(k) ()

Figura 1: Origen del efecto flexo-eléctrico en sélidos. Huang et al. (2018)

(a) Estructura bidimensional (2D) de cargas elementales sin momento dipolar. (b) Bajo una
tension de traccion uniforme para cada celda unitaria, la tensioén varia gradualmente de una
celda a otra. (c) Bajo deformacién no homogénea, se indujo un momento dipolar a través del
efecto flexo-eléctrico dentro de la celda unitaria

Este hecho podria permitir la introduccién de mecanismos andlogos a los de ruptura espon-
tanea de la simetria (Spontaneous Symmetry Breaking, SSB) utilizados frecuentemente en la
teoria cudntica de campos (Quantum Field Theory) y también la posibilidad del uso de laplacia-
nos generalizados del tipo Laplace Beltrami, para tratar problemas sobre superficies, o de tipo
Dunkl
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El laplaciano de Dunkl es la suma de un operador diferencial de segundo orden y un término
de diferencia asociado a una funcién de multiplicidad k£ y un grupo de reflexiéon W. Una mo-
tivacién importante para estudiar el laplaciano de Dunkl surge de su relevancia para el analisis
de ciertos modelos de mecdnica del continuo, que se definen como exactamente resolubles, a
saber, el modelo de tipo Calogero-Moser-Sutherland.



A diferencia de la piezoelectricidad, que existe sélo en 20 grupos de puntos de sistemas
sin centro-simetria, la flexo-electricidad ocurre en los 32 grupos de puntos cristalinos. Esta
naturaleza universal ha inspirado un gran interés cientifico debido a las posibles aplicaciones de
la flexo-electricidad.

Asi entonces ambos fendémenos, en rigor, aparecen en distintas escalas y asociados a me-
canismos diferentes, lo interesantes radica en el hecho de que, mientras en la meso-escala, la
flexo-electricidad es inexistente, o por lo menos muy dificil de detectar, a escala nanoscépica se
manifiesta como la principal interaccidn de tipo electromecdnica, sin embargo, a esta escala, en
ciertos materiales centro-simétricos también aparece la piezo-electricidad, esto es aproximada-
mente a 3 o 4 nm, coexisten ambos fendmenos sin superponerse fuertemente.

Se impone, en este punto realizar algunas consideraciones de cardcter tedrico, a efectos de
mostrar algunas complejidades, en el abordaje del problema

a) Se asume que, la mecdnica de medios continuos en la formulacion de segundo gradien-
te, o superiores, segtn las prescripciones del formalismo de Mindlin-Aifantis, es la mas
adecuada, para la descripcidn de este tipo de fenémenos.

b) El mecanismo clésico consistente en la introduccién de micro o nano-estructuras, a partir
de las cuales se podria argumentar la presencia de flexo-electricidad, se ve limitada, dado
que el mecanismo de Eshelby, o de Eshelby-Mura, se transforma en mecanismo de con-
finamiento, de cardcter eminentemente cudntico, en relacion con la apariciéon de puntos
cudanticos, se detectan en cambio, cuasi particulas llamadas polarones, o estados todavia
mads complejos, como los de tipo exiton-polaron los cuales generan polaritones, asi enton-
ces el acoplamiento entre gradientes de deformacidn y polarizacion clésica, tiene ciertas
limitaciones de tipo operatorial, es decir el funcional de energia que podamos elegir o
proponer no es unico y ademads las constantes de acoplamiento atin no han sido medidas
con precision
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Figura 2: Li (2015)

La Figura 2, muestra la inyeccién de un portador de carga en un dieléctrico, generado por
flexo-electricidad, a 2 nm, quedando confinado en un lugar determinado. El portador de
carga, junto con la deformacion circundante localizada, forma la cuasi-particula llamada
polarén. El campo de deformacion depende de la fuerza del acoplamiento electron-fondn.
Una vez que se forma un polarén, cualquier estimulo que perturbe el campo cudntico (fun-
cién de onda) alterard el campo de deformacion, causando asi una deformacién mecénica
adicional



¢) En la formulacién de Bernoulli-Euler o de Timoshenko para nano-vigas en 2D, el célculo
del efecto de flexion por una cierta distribucion del vector campo de polarizacién nos
obliga a admitir la consideraciéon de un tensor de cuarto orden denominado tensor de
efecto directo, e inmediatamente el efecto inverso, es decir, la generaciéon de un campo de
polarizacién por influencia de un campo de gradientes de deformacion

d) Suponiendo la validez de una teoria lineal extendida para dieléctricos, que incorpora tér-
minos que involucran los gradientes de deformacion eldstico, del campo eléctrico, y una
funcién de onda asociada a una ecuacién de Schrodinger, tendremos la expresion mas
general para la funcién de densidad de energia libre de Gibbs, U, la cual puede escribirse
como sigue: (Hu y Shen, 2009)
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Rijk, fijkis Tijkims> Mijkmns> Gijkimn, SON los tensores de propiedades materiales. Particular-
mente, ag, Cyj;, son los tensores de permitividad de segundo orden y eléstico de cuarto
orden respectivamente. El tensor g;;.m.» representa los efectos eldsticos puramente no
locales y corresponde a las teorias de elasticidad de tipo Mindlin Aifantis, u; es el campo
de desplazamiento. (Barettin, 2023; Enakoutsa et al., 2016)

2. ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Minimizando la energia utilizando un principio de minima accion tendremos
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Las ecuaciones de movimiento seran
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Las cuales desarrolladas completamente se escribirdn:
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<S” pnEin(Z,1)) ; es la expresién que asume la nano-inclusion, el sentido de la promediacion es

en términos de una funcion de onda de Schrodinger. (Zhuang et al., 2020; Li, 2015)
A efectos de resolver el problema de las condiciones de borde para el campo eléctrico, con-
sideramos la condicioén

—bij B + eijrurg + By j + Mijmitim gy = Djen By, (16)

Y la expresamos como un operador pseudo parabdlico tal que sus soluciones tiendan a las
soluciones estacionarias para t tendiendo a infinito
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Las condiciones de borde serdn de tipo Neumann
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Construyendo las funciones de Green y utilizando los teoremas de representacion de Green-
Lagrange obtenemos las representaciones integrales de las soluciones, para los campos des-
plazamiento y para el campo eléctrico, la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger se obtiene

utilizando el mismo procedimiento.
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Se deben agregar a este conjunto solucion, las condiciones de resolubilidad asociadas a todo
problema de Neumann, dada que adolece de unicidad. Las funciones de Green son:
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Junto con el conjunto de condiciones iniciales y de borde, homogéneas

3. TENSORES DE ESHELBY CON CORRECCIONES FLEXO-ELECTRICAS
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En las configuraciones deformada y no deformada respectivamente, a partir de estas considera-
ciones es posible construir el problema de Eshelby con correcciones flexo-eléctricas y mecano-
cudnticas, pudiéndose inferir entonces el mecanismo de formacién del proceso de confinamien-
to. (Tagantsev, 1986, 1991; Wang et al., 2019)

El siguiente grafico muestra el arreglo experimental pensado para analizar el efecto piezo-
flexo-eléctrico con nano-inclusiones, que se describe en el trabajo
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Figura 3: Estructura piezoeléctrica en capas (Hrytsyna et al., 2021)

4. CUESTIONES DE ABORDAJE COMPUTACIONAL

Las fuentes, asociadas a densidades de polarizacion continuas y discretas, se asumen consti-
tuidas de la siguiente forma:

a) Fuentes puntuales. Representacion de defectos puntuales
fi@ O =Ifll-&-0(F—70) - G(t—to)en Ry ; f; € (LX(Ry))’ (35)

/Ooodt{fj(t) : g(t—to){//7d3x5(f—fo)}} =1 ; Gel*R)) (36)



Donde f; es la magnitud de la fuerza aplicada, G es una funcion arbitraria que mide la
amplitud temporal de la fuerza, &; direccién de aplicacion de la fuerza

b) Fuentes tensoriales extendidas. Representacion de inclusiones

Fi(@,t) = — (M 1 (Z,1)) 1) A 1. (T, 1) = m(t)0(T — To) (37)
my(t) = mJ,G(t — to) (38)
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Los sistemas de ecuaciones integrales representativos de las soluciones semi-analiticas (27),
(28) y (29) para cada modelo analizado, podrian resolverse utilizando wavelets de la siguiente

forma.
Base de Haar y formula de cuadratura asociada
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Finalmente puede probarse que el error cometido tiene la estructura siguiente
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Las representaciones integrales se expresarian en la forma siguiente
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Los gréficos siguientes muestran las distribuciones de tensiones flexo-eléctricas bidimensio-
nales o/ (x, z,t), o (z, 2,t), como se ve en la Figura 3.
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Cddigo 1: Fuente extendida
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Figura 5: Segunda fuente extendida

Cadigo 2: Segunda fuente extendida

o

% fuente

factor = 1el0;

a = pixpixf0x£0;

kx = 1;

kz 1;

[T, ~] = meshgrid(t, 1l:size(X, 1));

source_term = factor * (cos (kx*xX."2 4+ kz*Z."2))"2 % sin(—ax(T-t0));




5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo, se desarroll6 un modelo de efecto piezo-flexo-eléctrico con nano-
inclusiones, se plantearon las ecuaciones constitutivas y las ecuaciones de movimiento respecti-
vas, posteriormente se escribieron las representaciones integrales de las soluciones, finalmente
se bosquejo a manera de propuesta, un mecanismo de confinamiento asociado al andlogo del
experimento de Eshelby cldsico, ahora acoplado a un campo de tipo Schrodinger, en términos
de sendos tensores escritos en la configuracion deformada y no deformada respectivamente.
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