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Resumen

La presente tesis trata sobre el desarrollo, la implementación y aplicación de una estrate-
gia de refinamiento adaptativo que permite resolver problemas estacionarios y transitorios de
flujos compresibles mediante el método de elementos finitos sobre mallas no estructuradas. La
estrategia de adaptación se concibe atendiendo a la calidad de la malla. Se llevan a cabo ex-
periencias numéricas que permiten determinar un esquema de particionamiento para tetraedros
que resulta conveniente desde el punto de vista de la calidad y del costo de refinamiento. La
calidad de los elementos de la malla es evaluada utilizando una métrica de calidad algebraica,
mientras que la calidad de la malla es analizada con un enfoque estadístico, asumiendo que
la calidad de los elementos responde a una distribución normal. Las mallas que resultan del
proceso de adaptación conservan el tipo de elemento y son no conformes. Luego, la presencia
de nodos irregulares obliga a imponer restricciones en el refinamiento para que no exista una
diferencia arbitraria en el tamaño de elementos vecinos pertenecientes a regiones con distinto
grado de refinamiento. Estas restricciones permiten que el algoritmo de refinamiento sea for-
mulado recursivamente. Por otro lado, dado que no se conoce la solución exacta del problema,
se debe recurrir a técnicas de estimación del error en la solución aproximada para identificar las
regiones del dominio computacional que necesitan ser refinadas. En este sentido, se describen
e implementan dos de los métodos más usuales para la estimación a posteriori del error cuan-
do el sistema de ecuaciones que gobierna el problema es hiperbólico. El código de adaptación
de mallas se ejecuta secuencialmente en un nodo cualquiera (no necesariamente el servidor)
de un cluster Beowulf, mientras que el programa que resuelve las ecuaciones del flujo se eje-
cuta en paralelo. La solución de las ecuaciones del flujo está basada en la implementación del
método de elementos finitos estabilizado SUPG (Streamline-Upwind / Petrov-Galerkin). La for-
mulación utiliza además técnicas de shock-capturing para el tratamiento de los choques. Dicha
implementación es parte del solver multifísica PETSc-FEM desarrollado en el CIMEC (Cen-
tro Internacional de Métodos Computacionales en Ingeniería). Por otro lado, el algoritmo de
adaptación se implementó en dos códigos. El primero de ellos se desarrolló en lenguaje scrip-

ting Octave y fue aplicado en la adaptación de mallas bidimensionales y tridimensionales en
la etapa de desarrollo conceptual. Dadas las limitaciones de Octave en cuanto al manejo de los
recursos computacionales, una implementación más eficiente se implementó en lenguaje C++.
Para ello se recurrió al uso de los contenedores y algoritmos facilitados por las librerías de plan-
tillas estándar (STL) y Boost. Ambos códigos se aplican en la resolución de problemas de flujos
no viscosos y compresibles bidimensionales, axisimétricos y tridimensionales de gases perfec-
tos sobre mallas no estructuradas de elementos finitos. Se evalúan la precisión en el cálculo
de la solución, la calidad de las mallas adaptadas y la performance del código adaptativo. Los
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resultados numéricos son comparados con soluciones teóricas procedentes de la dinámica de
gases y con resultados de ensayos experimentales. Finalmente se elaboran conclusiones sobre
la estrategia de adaptación desarrollada y se proponen una serie de actividades a realizar en el
futuro, destinadas a mejorar e incorporar nuevas capacidades a dicha estrategia.
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Abstract

An adaptive refinement strategy to solve steady and unsteady compressible non-viscous
flows by the finite element method over unstructured meshes is developed. The quality of the
adapted mesh is the main driving force to devise the refinement strategy, since a small qua-
lity decrease is often wanted. Numerical experiences allow to choose a partitioning scheme for
tetrahedral meshes suited to the quality requirements. The quality of the mesh elements is eva-
luated using well known quality measures. The type of element from the original mesh is kept
due to the chosen refinement strategy. The adapted meshes are also non-conforming, ie there
exists hanging or green nodes in the adapted mesh. Refinement constraints are enforced in order
to guarantee a smooth size distribution among neighbour elements. The refinement strategy and
refinement constraints are implemented by a recursive algorithm. On the other hand, a posterio-

ri error estimators and indicators are used to steer the adaptivity process since the exact solution
is not known in advance. Common error estimators and indicators for hyperbolic systems of
partial differential equations are introduced. The adaptivity code is partially parallelized, ie the
mesh adaption task is executed on a single node of a Beowulf cluster of PC while the fluid dy-
namic solver is executed in parallel. The Streamline-Upwind / Petrov-Galerkin stabilized finite
element scheme is used to solve the governing equations together with shock-capturing techni-
ques. This scheme is implemented in a code that is part of the PETSc-FEM multiphysics solver
developed at the International Center of Computational Methods in Engineering (CIMEC). The
adaption algorithm is implemented in two codes. The former is developed using the Octave
scripting language while the C++ programming language is used for the latter. Both are used to
adaptively solve compressible flow problems over two- and three-dimensional meshes, although
the Octave code is restricted to smaller size meshes because of memory managment issues. Al-
gorithms and containers are provided by the Standard Template Library (STL) and the Boost
libraries. Mesh adaption code performance, adapted mesh quality and accuracy improvements
in the solution are evaluated whenever possible. Conclusions are drawn based on these results
and research activities for the near future are finally proposed.
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Capítulo 1

Introducción

La comunidad científica dedicada a la resolución de problemas de mecánica de fluidos me-
diante el método de elementos finitos reconoce la importancia de contar con alguna técnica
que permita realizar la adaptación de la malla al cálculo de la solución. En el transcurso de los
últimos años se han desarrollado un gran número de métodos adaptativos. Entre los más cono-
cidos se encuentran aquellos que producen el enriquecimiento / empobrecimiento de la malla
mediante la subdivisión / colapsado de los elementos de la malla (agregando / quitando por lo
tanto grados de libertad al problema y modificando por ende la topología de la malla), aquellos
que desplazan los nodos de la malla a las zonas de interés, y finalmente los que modifican el
orden de las funciones de interpolación que el método de elementos finitos utiliza para aproxi-
mar la solución. Estos métodos son conocidos con los nombres de adaptatividad tipo -h, -r y -p

respectivamente. De los tres, los métodos tipo -h y -r son los que gozan de mayor popularidad
y los más desarrollados. El método que se presenta en esta tesis pertenece a los métodos tipo-h.

Por otro lado, también es conocida la influencia que tiene en el cálculo de la solución la
presencia de elementos de “mala calidad” en la malla de elementos finitos. La mala calidad se
ve reflejada en el mal condicionamiento de la matriz del método de elementos finitos, lo que
genera complicaciones en el cálculo de la solución. Por lo tanto, resulta indispensable evaluar y
controlar la calidad de la malla obtenida durante el procedimiento de adaptación. Se introducen
conceptos que permiten definir métricas de calidad para elementos símplices. En función de
ello, se presenta un método para evaluar la calidad de una malla. Luego, se realizan pruebas nu-
méricas que permiten determinar una estrategia que resulta conveniente para particionar mallas
de tetraedros, considerando tanto la calidad de la malla como el costo de refinamiento. Estas
definiciones y pruebas numéricas son presentadas en el capítulo 2.

Un aspecto fundamental a la hora de desarrollar un procedimiento de adaptación de mallas
es el método que se utiliza para identificar las regiones del dominio computacional que necesitan
ser refinadas. Para ello se debe contar con procedimientos que permitan estimar el error en
la solución aproximada obtenida por el método de elementos finitos. En este sentido, no se
pretende desarrollar una nueva metodología para estimar el error en la solución, sino reconocer
los procedimientos más utilizados para realizar esta tarea cuando el sistema de ecuaciones que
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gobierna el flujo es hiperbólico. Una introducción a estos estimadores de error es presentada en
el capítulo 3.

Otro elemento que constituye al procedimiento de solución adaptativo es el solver de las
ecuaciones del problema fluido-dinámico. El código de adaptación de mallas se debe integrar
con aquél que resuelve las ecuaciones del flujo. Para ello se utilizan llamadas al sistema y
manejo de variables de entorno. Las ecuaciones que gobiernan el flujo no viscoso y compresible
de gases perfectos son resueltas con un solver que forma parte del código multifísica en paralelo
PETSc-FEM, el cual se basa en la implementación del método de elementos finitos estabilizado
Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) y en técnicas de shock capturing. Las ecuaciones
de gobierno y el método de solución se presentan en el capítulo 4.

En el capítulo 5 se describen algunos aspectos relacionados con la implementación de las
estructuras de datos que se requieren para representar las entidades geométricas de la malla y
sus adyacencias. Se utilizan los contenedores y algoritmos que proporcionan las librerías de
plantillas estándar STL y Boost, ambas escritas en C++.

El esquema de particionamiento de los elementos de la malla y la extensión de la restric-
ción al refinamiento conocida como criterio de nodo 1-irregular para mallas tridimensionales
son presentados en el capítulo 6. Ambos definen el núcleo del procedimiento de adaptación de
la malla. Este núcleo es complementado por otras operaciones que permiten gestionar condi-
ciones de borde y otras situaciones que se plantean al intentar resolver el problema en forma
numérica. Se describe una estrategia que permite extender el procedimiento de adaptación a
problemas no estacionarios. También se analizan diversos aspectos relacionados con la elección
de la frecuencia de adaptación de la malla más adecuada.

El capítulo 7 presenta la aplicación del procedimiento de adaptación desarrollado a la re-
solución de problemas estacionarios y transitorios de flujos no viscosos, compresibles y sin
transferencia de calor de gases perfectos. Se muestra la capacidad del código de adaptación pa-
ra manejar distintos tipos de condiciones de borde y de elementos. Los problemas elegidos son
problemas típicos de la dinámica de gases, de los cuales se conocen resultados experimentales,
teóricos o numéricos con los cuales se puede verificar la validez de los resultados calculados en
esta tesis. Los ejemplos son utilizados para evaluar distintos aspectos del método de adaptación
de mallas, teniendo en cuenta la precisión de la solución obtenida como así también el uso de
recursos computacionales.

Finalmente, en función de la experiencia obtenida durante el desarrollo y evaluación del có-
digo, se extraen conclusiones, se mencionan las contribuciones de la tesis al desarrollo de mé-
todos de adaptación para resolver problemas de flujos compresibles y se proponen actividades
a realizar en el futuro con el objeto de mejorar las capacidades del procedimiento desarrollado.
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Capítulo 2

Calidad de malla

Las métricas de calidad de malla son utilizadas comúnmente tanto en la generación de ma-
llas como en técnicas de mejorado de mallas. Las métricas de calidad son usadas en el contexto
de procedimientos de refinamiento adaptativo ya que estos generalmente producen elementos
que son de una calidad inferior a los de la malla de partida. Si no se tiene en cuenta el aspecto de
la calidad, puede ocurrir que el procedimiento de refinamiento produzca como resultado mallas
que son de baja calidad.

2.1. Métricas de calidad

En esta sección se definen conceptos que permiten evaluar la calidad de un elemento y
de la malla. Con ellos, resulta posible analizar en qué medida la estrategia de refinamiento
que se desea implementar deteriora la calidad de la malla. En la literatura dedicada al tema se
observa que existe un gran número de métodos para evaluar la calidad de un elemento. Los
más usuales se basan en criterios geométricos tales como el volumen del elemento, su relación
de aspecto, los ángulos sólidos o los ángulos diedros. Estos criterios son clasificados como
métricas geométricas de calidad. Sin embargo, Knupp[Knu00] es el primero en presentar una
teoría matemática sobre las métricas de calidad de mallas basada en elementos del álgebra tales
como las matrices Jacobianas del elemento, las normas de matrices, la traza y el determinante.
En este ámbito se define el concepto de métricas de calidad algebraicas y las propiedades que
las mismas deben satisfacer. En ése trabajo se analizan y clasifican varias métricas, a la vez que
se identifican aquellas que son redundantes.

Cualquiera sea el tipo de métrica, Knupp las define de la siguiente manera:

Definición:“Una métrica de calidad de un elemento es una función escalar de la posición

de sus nodos que mide alguna propiedad geométrica del mismo.”

Es decir que si un elemento tridimensional tiene K nodos cuyas coordenadas son xk ∈
ℜ3, k = 0,1, . . . ,K−1 , entonces la función f̂ | ℜ3K → ℜ indica a una métrica de calidad para
el mismo.
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Una característica importante sobre el concepto de métricas de calidad es que las mismas
necesariamente deben estar referenciadas a un “elemento ideal”. Esto quiere decir que una mé-
trica mide la desviación en la calidad de un elemento cualquiera con respecto al elemento de
referencia elegido. Este elemento “ideal” puede variar de una aplicación a otra. Algunas apli-
caciones requieren que los elementos de la malla tengan como ideal a un elemento isotrópico
(por ejemplo: triángulo o tetraedro regular), mientras que otras aplicaciones pueden requerir
elementos con una orientación preferencial, con lo cual resulta conveniente que el elemento
ideal no sea isotrópico. En el caso particular de esta tesis se considera que el elemento ideal o
de referencia es isotrópico, aunque esta probablemente puede no ser la elección más adecuada
en problemas de flujo compresible[Ber98, BJW00].

2.1.1. Matrices Jacobianas de elementos símplices

Sea T un tetraedro en el espacio físico x y L el tetraedro de coordenadas (0,0,0), (1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1) en el espacio lógico ξ (ver figura 2.1). La transformación que vincula al tetraedro
L con el tetraedro T, referenciada al nodo de coordenadas ~x0=(x0,y0,z0), puede escribirse como

~x(ξ) =
3

∑
k=0

ξk~xk (2.1)

donde ~xk son los vectores de coordenadas de los nodos del tetraedro, con 0≤ ξk ≤ 1 y ξ0 +ξ1 +
ξ2 +ξ3 = 1. Entonces se tiene que

~x(ξ) = ξ1(~x1−~x0)+ξ2(~x2−~x0)+ξ3(~x3−~x0)+~x0 (2.2)

Indicando con A0 a la matriz Jacobiana asociada a dicha transformación, entonces se observa
que las coordenadas de los nodos pueden escribirse de la siguiente manera

~x = A0 ·~ξ+~x0 (2.3)

donde la matriz A0 está expresada como

A0 =

 x1− x0 x2− x0 x3− x0

y1− y0 y2− y0 y3− y0

z1− z0 z2− z0 z3− z0

 (2.4)

siendo~ξ = (ξ1,ξ2,ξ3)T . A partir de esta matriz Jacobiana, se pueden generar métricas de calidad
que son independientes de la dimensión. Esto significa que la definición de la métrica de calidad
es independiente de la dimensión geométrica del elemento al cual se desea aplicar. Tal como se
observa, al nodo k del elemento símplice está asociada la matriz Jacobiana Ak , que contiene
información relacionada con el volumen, la forma y la orientación del elemento.

Sean λi j los elementos del tensor métrico definido como AtA. Denotamos como α = det(A)
y asumimos que 0 < |A|< ∞ y que α≥ 0 ( es decir que no se consideran elementos invertidos).
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Evidentemente, si quisiéramos construir una métrica de calidad algebraica para elementos
símplices a partir de la matriz Ak, entonces dicha métrica sería dependiente del nodo k al cual
referenciamos la matriz Jacobiana. Sin embargo, es posible obtener una matriz Jacobiana que
es nodalmente invariante, la cual se indica como T . Para ello, pensemos que se tiene una trans-
formación que mapea al elemento L que se encuentra en el espacio lógico ξ al elemento R en
el espacio de referencia R (tal como se mencionara en la introducción, el elemento de referen-
cia que se elige en esta tesis es el tetraedro regular). Igual que antes, llamemos Wk a la matriz
Jacobiana asociada a esta transformación referenciada al nodo k del elemento R. Entonces la
matriz

Tk = Ak ·W−1
k (2.5)

es la matriz asociada a la transformación que mapea al elemento R del plano de referencia
al elemento T en el plano físico. Se demuestra fácilmente que dicha matriz es nodalmente
invariante, es decir, es independiente del nodo k elegido para computarla. Para ello se procede
de la siguiente manera: sea la matriz M dada por

M =

 1 1 1
−1 0 0
0 −1 0

 (2.6)

Entonces se comprueba que G = {I3, M, M2, M3}, siendo I3 la matriz identidad 3×3, es un
grupo cíclico bajo la multiplicación de matrices. Luego se verifica mediante cálculo directo que
las cuatro matrices Jacobianas de un tetraedro están relacionadas unas con otras de la siguiente
manera

Ak = A0Mk (2.7)

Si aplicamos la relación cíclica entre las matrices Wk se obtiene

Wk = W0Mk (2.8)

con lo cual se observa que

A0Mk = TkW0Mk (2.9)

Posmultiplicando esta última ecuación por (Mk)−1 y despejando la matriz Tk se llega a la
siguiente

Tk = A0W−1
0 (2.10)

De esta forma, se demuestra que T es independiente del nodo de referencia k elegido, es
decir que
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T = Ak ·W−1
k , k = 0,1,2,3 (2.11)

Wk

T

Ak

Espacio
Lógico

Espacio de
Referencia

Espacio
Físico

TL R

Figura 2.1: Relación entre las transformaciones de los plano lógico, de referencia y físico.

La figura 2.1 ilustra la relación que existe entre las tres transformaciones. Las métricas
algebraicas están definidas sobre la matriz T y el tensor métrico M = T tT . Por lo tanto, al
utilizar la matriz T para definir métricas de calidad algebraicas, se asegura que la mismas son
nodalmente invariantes.

A continuación se transcriben algunas definiciones dadas en[Knu00] importantes para el
análisis de las métricas de calidad,

Métricas algebraicas de calidad
Sea Mn el conjunto de las matrices n×n a coeficientes reales. Sea f | Bi ∈Mn, i = 0, . . . , I →

ℜ una función continua desde el conjunto de las matrices reales a los números reales. Entonces
f es una métrica de calidad algebraica de mallas si:

1. Las matrices Bi son construidas a partir de Ak, Wk o factorizaciones derivadas a partir de
ellas.

2. Las matrices Bi son convertidas a escalares por medio de normas de matrices, el determi-
nante o la traza.

3. f es nodalmente invariante con respecto de la matriz con la que es computada.

Medidas de forma (shape measure) para tetraedros
Es una función continua de la posición de los nodos que evalúa la calidad de un tetraedro.
Debe ser invariante ante rotación, traslación, reflexión y escalado uniforme del tetraedro. Debe
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ser máxima para el tetraedro regular y mínima para un tetraedro degenerado. No debe existir
otro máximo local que no sea el absoluto ni otro mínimo local que no sea el absoluto. Por
conveniencia debe estar escalada al intervalo [0,1] y debe valer 1 para el tetraedro regular y
cero para todo tetraedro degenerado.[DLGC98]

Elemento degenerado
Se define como símplice degenerado a aquél tal que todos sus vértices están incluidos en un
sub-espacio de ℜd . Es decir, un símplice en el espacio de dimensión d es degenerado si sus
d + 1vértices no expanden al espacio ℜd . Es decir que un triángulo es degenerado si todos sus
vértices son colineales o colapsan en un punto, mientras que un tetraedro es degenerado si todos
sus vértices son coplanares, o colineales o colapsan en un punto. En la práctica se dice que un
triángulo es degenerado si su área se hace cero, y un tetraedro es degenerado si su volumen se
hace cero.

Tal como se menciona en los trabajos de Knupp[Knu00] y Dompierre[DVLG05], en función
de la definición dada arriba, los ángulos diedros mínimos no son una medida de forma válida
para tetraedros, ya que el uso de los ángulos diedros mínimos como medida de forma no permite
detectar algunos tipos de elementos degenerados. Por ejemplo: el menor ángulo diedro de un
tetraedro degenerado tipo needle o aguja puede ser tan grande como π/3. Tampoco lo es la
relación de longitudes de las aristas del elemento,

r = hmax/hmin (2.12)

donde hmax = maxi j(li j), hmax = mini j(li j), li j es la longitud de la arista definida por lo nodos
i j = 1, . . . ,4.

Sí lo es la métrica algebraica introducida por Liu[LJ94], la cual se denomina mean ratio

shape measure. Las medidas de forma son en general métricas de calidad de malla. Sin embargo,
no todas son métricas de calidad algebraicas.

2.1.2. Métrica de Liu y Joe

Liu y Joe[LJ94] introducen una medida de forma para tetraedros que será indicada como
η, la cual requiere menor esfuerzo de cálculo que ambas la relación de aspecto ρ ó los ángulos
sólidos mínimos θmin. Esta métrica es definida como

η(T) =
3 3
√

λ1λ2λ3

(λ1 +λ2 +λ3)
(2.13)

donde λ1, λ2, λ3 son los autovalores del tensor métrico M = T tT . Se debe satisfacer la condición
de que el tetraedro T en el plano físico tenga el mismo volumen que el tetraedro regular R en
el plano de referencia. Notar que los 3 autovalores son positivos ya que M es definida positiva.
Además, 0≤ η(T )≤ 1 con η(T ) = 1 si y sólo si λ1 = λ2 = λ3, es decir, si y sólo si el tetraedro
T es el regular.
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Tal como se demuestra en el apéndice A, esta métrica está relacionada con el volumen v y
las longitudes de las aristas li, i = 1, . . . ,6 del tetraedro T de la siguiente manera

η(T) =
12(3v)2/3

∑
6
i=1 l2

i
(2.14)

Dado que η(T) está basada en los autovalores del tensor M y que éste es independiente del
orden de los vértices de T, entonces se sigue que η(T) también posee las mismas propiedades.

Liu y Joe[LJ94] demuestran que la métrica η(T) es la relación de la media geométrica a la
media aritmética de α2, β2, γ2, es decir

η(T) =
3 3
√

α2β2γ2

α2 +β2 + γ2 (2.15)

donde α, β, γ son las semi-longitudes de los 3 ejes principales del elipsoide E inscripto en el
tetraedro T. Por lo tanto, se dice que η(T) mide la forma del elipsoide E.

2.2. Experiencias numéricas

Se realizan dos experiencias numéricas con el objeto de determinar un procedimiento con-
veniente para llevar a cabo el particionamiento de elementos tetraédricos, tanto desde el punto
de vista de la calidad de los elementos que se obtienen como así también desde el punto de vista
del costo computacional. En todos los casos se utiliza, para evaluar la calidad de las mallas, la
métrica de Liu (η) descripta en la sección 2.1.2 y el mínimo de los ángulos diedros del tetraedro
(Φmin).

Otro aspecto a considerar es cómo evaluar la calidad de la malla a partir de la calidad de sus
elementos. En todas las experiencias realizadas en esta tesis se considera que la calidad de la
malla ητ es la de su elemento de más baja calidad, es decir

ηmin = mı́n
Tk∈τ

(η(Tk)) (2.16)

Si bien dicho valor no puede caracterizar por completo a una malla, a medida que el mínimo
disminuye más significativo se hace su valor.

Otra forma usual de evaluar la calidad de una malla consiste en realizar un análisis esta-
dístico sobre los valores que el índice de calidad elemental elegido presenta para esa malla en
particular. En [DVLG05] se indica que la distribución de los valores que asumen distintos índi-
ces o métricas de calidad para elementos símplices responden a una distribución normal. Luego,
dicha distribución puede ser caracterizada por cuatro parámetros: el valor mínimo, la media, la
desviación estándar y el valor máximo de la métrica elemental elegida. De esta manera, si se
utiliza la métrica de Liu como índice de calidad elemental, entonces la desviación estándar de
la distribución viene dada por
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ηStd =

√
∑k(η(Tk)− η̄)2

nele−1
, k = 1, . . . ,nele (2.17)

donde nele es el número de elementos en la malla y η̄ es la calidad media.
En función de este criterio, una calidad media y mínima elevadas así como también una

desviación estándar pequeña son todas indicativas de una buena calidad de malla. Ninguna de
las tres medidas por sí solas caraterizan por completo a la distribución de los índices de calidad
elemental, por lo tanto todas deben ser tenidas en cuenta al momento de evaluar la calidad de la
malla. El valor máximo no resulta significativo ya que siempre es cercano a 1, por lo cual no es
considerado.

Secuencia de particionamiento para tetraedros

La secuencia de refinamiento que se propone para elementos tetraédricos es la regular o
isotrópica 1:8. La misma consiste en unir entre si los puntos medios de las aristas del tetraedro,
con lo cual se obtienen cuatro tetraedros semejantes al tetraedro de partida (estos elementos
poseen la misma calidad que el tetraedro de partida) en los cuatro vértices y un octaedro interior.
El octaedro resultante es particionado en cuatro tetraedros más al agregar una arista que une los
vértices a0a1, a2a3 ó a4a5, de la forma que se observa en la figura 2.2. Existe en la bibliografía
una discrepancia en cuanto a la elección de la diagonal más conveniente desde el punto de vista
de la calidad de los elementos que se obtienen. Algunos autores [LB92] indican que debe ser la
diagonal más corta, mientras que otros [BS97] indican que debe ser la más larga. La experiencia
numérica que se propone a continuación pretende arrojar algo de luz sobre esta cuestión.

Figura 2.2: Secuencia de refinamiento 1:8 para tetraedros.
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2.2.1. Primera prueba de calidad

Se desea analizar el comportamiento de la calidad de la malla al aplicar la secuencia de
refinamiento mencionada en forma reiterada. La prueba se inicia con el refinamiento de un único
elemento. Para iniciar la prueba se eligen tres tetraedros: el regular (η = 1), el recto (η' 0.84)
y un elemento de baja calidad del tipo cap1 (η ' 0.045). Una vez aplicada la secuencia de
refinamiento, se determina cuál es el elemento de más baja calidad entre los 4 sub-elementos
obtenidos por particionar al octaedro interior. Este elemento es refinado y se vuelve a repetir el
procedimiento.

Para cada tetraedro inicial, el octaedro interior que se obtiene de aplicar el esquema de refi-
namiento es particionado eligiendo siempre o la diagonal más larga, o la más corta o eligiendo
la misma en forma aleatoria. Se considera que la malla resultante es no conforme y que posee
nodos irregulares.

Definición: una malla es conforme cuando la intersección de dos tetraedros cualesquiera T1 y
T2 de la malla es o una cara común, o una arista común, o un vértice común, o el conjunto vacío.
En caso contrario la malla es no conforme.

Definición: un nodo irregular es aquél que surge sobre una arista o cara de un elemento pero
que no es un vértice del elemento. Si cualquier arista o cara de la malla posee a lo sumo un nodo
irregular, entonces se dice que la malla es 1-irregular[CH07].

Las figuras 2.3 y 2.4 presenta el comportamiento de la calidad de la malla en función del
número de iteraciones en el refinamiento. Se observa, para los tres tetraedros iniciales elegidos,
que la disminución de la calidad mínima debida a la aplicación sucesiva del refinamiento es
minimizada si se elige siempre la diagonal más corta del octaedro interior para llevar a cabo el
particionamiento. Luego se concluye que la calidad mínima de la malla disminuye únicamente
en el primer refinamiento y luego se mantiene constante. Con las otras alternativas la calidad
mínima tiende a cero si se la evalúa a través de la métrica de Liu, o a una constante pequeña si
se utilizan los ángulos diedros mínimos.

Resultados similares a estos han sido obtenidos por Plaza[PPS05] aplicando otros procedi-
mientos2 para particionar tetraedros 1:8.

2.2.2. Segunda prueba de calidad

La segunda experiencia numérica tiene por objeto determinar si efectivamente el refinamien-
to de cualquier tetraedro eligiendo la diagonal más corta para particionar al octaedro interior es
siempre la mejor alternativa. Este objetivo no es demostrado en forma matemáticamente riguro-
sa, sino aplicando el esquema de particionamiento que se observa en la figura 2.2 a un número

1Se dice que un tetraedro es del tipo cap cuando el mismo posee un ángulo sólido muy grande, casi plano. Para
tetraedros de este tipo el radio de la esfera circunscrita es mucho más grande que la longitud de la arista más larga.

2Estos procedimientos son 8T-LE (8 Tetrahedra Longest Edge) y aquél propuesto por Liu en [LJ96].
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Iteraciones en el refinamiento
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(a) Diagonal más corta vs. diagonal aleatoria

Iteraciones en el refinamiento
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Figura 2.3: Métricas de Liu vs. iteraciones de refinamiento - Primera prueba de calidad.
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(b) Diagonal más corta vs. diagonal más larga

Figura 2.4: Mínimo ángulo diedro vs. iteraciones de refinamiento - Primera prueba de calidad.
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suficientemente grande de tetraedros (por ej.:100,000), tales que las coordenadas de sus nodos
son generadas en forma aleatoria utilizando una distribución uniforme en el intervalo [0,1]. Para
cada tetraedro se elige la diagonal que maximiza el criterio de calidad adoptado (al igual que en
la primera experiencia, en uno de los casos este criterio es el valor mínimo de la métrica η y en
el otro caso es el mínimo de los ángulos diedros mínimos) y se la indica con el subíndice Opt

dOpt → d j

ηOpt = máx3
j=1 mı́n4

k=1 η(Tk)

ΦOpt = máx3
j=1 mı́n4

k=1 Φ
(k)
min

(2.18)

Por otro lado, también se tienen en cuenta los valores del criterio de calidad obtenidos al
refinar el octaedro interior por la diagonal más corta (subíndice Shortest)

d j → dShortest

ηShortest = mı́n4
k=1 η(Tk)

ΦShortest = mı́n4
k=1 Φ

(k)
min

(2.19)

Las figuras 2.5 y el análisis posterior de los resultados de esta prueba permiten extraer las
siguientes conclusiones:

Ni la métrica algebraica de Liu η ni los ángulos diedros mínimos Φmin son siempre ma-
ximizados si se elige la diagonal más corta para particionar al octaedro interior.

Sin embargo, en la mayoría de los casos (aproximadamente el 92 % para la métrica de
Liu y el 80 % para los ángulos diedros mínimos), el utilizar la diagonal más corta para
refinar al octaedro interior permite maximizar el criterio de calidad.

Si bien la elección de la diagonal más corta no siempre maximiza el criterio de calidad,
la pérdida relativa de calidad más grande que se observa en estos casos es del 13 % para
la métrica de Liu y del 30 % para los ángulos diedros mínimos. Esto es

máx
i∈τ

(
ηOpt(Ti)−ηShortest(Ti)

ηOpt(Ti)

)
' 0.13 (2.20)

máx
i∈τ

(
ΦOpt(Ti)−ΦShortest(Ti)

ΦOpt(Ti)

)
' 0.13 (2.21)

La pérdida relativa de calidad para tetraedros de baja calidad inicial η(Ti) < 10−2 y para
tetraedros de alta calidad inicial η(Ti)' 1 es mucho menor que el 13 por ciento mencio-
nado en el ítem anterior (ver detalle en las figuras 2.5(a) y 2.5(b)). Esto resulta importante
para los elementos de baja calidad ya que resulta fundamental evitar la disminución de la
calidad en estos casos.

Finalmente, se observa que la estrategia que maximiza el criterio de calidad resulta costo-
sa, desde el punto de vista computacional. Esto es así porque se debería refinar el octaedro
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a través de las tres diagonales y computar los mínimos índices de calidad de los cuatro
elementos obtenidos para cada una de ellas. Por otro lado, la estrategia de la diagonal
más corta sólo requiere calcular las longitudes de las tres diagonales para luego refinar a
través de ella.
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(a) Detalle para la zona de tetraedros de alta calidad.
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(b) Detalle para la zona de tetraedros de baja calidad.

Figura 2.5: Comportamiento de la métrica de calidad η para ambas la diagonal óptima y la más
corta sobre 100,000 tetraedros de muestra generados en forma aleatoria.

2.2.3. Conclusiones

De ambas pruebas numéricas se concluye que la estrategia de seleccionar siempre la dia-
gonal más corta para refinar al octaedro interior es la alternativa que presenta la mejor relación
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entre el costo de ejecución y la calidad de malla obtenida. Si bien esta es la secuencia elegida
para esta tesis, Berzins [BJW00] indica que, en el caso de soluciones que presentan una fuerte
anisotropía, puede resultar ventajoso realizar el particionamiento del octaedro de forma tal que
la diagonal interior quede alineada con la dirección del flujo.

Por otro lado, se decide no utilizar elementos de transición o plantillas, tales como aque-
llas introducidas por [KV93], para eliminar la presencia de nodos irregulares y empalmar las
regiones de la malla que poseen distinto grado de refinamiento. Esta decisión se respalda en el
hecho de que, tal como se menciona en [Sta96], la utilización de elementos plantillas genera un
mayor deterioro de la calidad de la malla e implica un costo de gestión importante. En la tesis
de Staten[Sta96] se menciona que existen 56 configuraciones de nodos irregulares que deben
ser consideradas individualmente.

La presencia de nodos irregulares (hanging nodes) hace que la malla resultante sea no con-
forme. En el caso de utilizar una formulación estándar de Galerkin para resolver el problema
de elementos finitos, si las funciones de aproximación que se emplean son lineales, entonces
es suficiente con restringir la solución sobre los nodos irregulares al promedio de la solución
calculada sobre los nodos que definen a la arista, para asegurar que la solución presente conti-
nuidad al pasar de un elemento de la malla que posee un nodo irregular a su vecino. En el caso
de utilizar un método que introduzca upwind para estabilizar la solución, la estrategia anterior
puede generar oscilaciones localizadas. Para corregir este efecto, también debe dársele un tra-
tamiento tipo upwind a la contribución del nodo irregular a cada uno de los nodos padres de la
arista sobre la cual se encuentra dicho nodo.
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Capítulo 3

Estimación a posteriori del error

3.1. Introducción

Un elemento fundamental en todo procedimiento de adaptación de mallas es el método de
estimación del error, ya que en general no se cuenta con la solución exacta del problema que
se intenta resolver. Dado que el procedimiento de adaptación implica que el refinamiento de
la malla se realiza en forma localizada, resulta necesario contar con una estimación del error

local, más que una estimación del error global, en la solución aproximada obtenida mediante
el método de elementos finitos. De esta manera se pueden determinar las regiones del dominio
computacional que deben ser refinadas o desrefinadas.

El error en la solución aproximada por el método de elementos finitos uh depende de pa-
rámetros de discretización tales como el orden del espacio de aproximación y el tamaño de
malla[Joh95]. Babuska y Rheinboldt[BR78] fueron los primeros en realizar un análisis de la es-
timación a posteriori del error cuando el problema está gobernado por ecuaciones diferenciales
parciales elípticas. Desde entonces, se han desarrollado un gran número de procedimientos para
tratar de estimar el error cuando el carácter matemático de las ecuaciones en derivadas parcia-
les no es elíptico. Sin embargo, la teoría relacionada con la estimación del error se encuentra
notablemente menos desarrollada para el caso de ecuaciones diferenciales parciales hiperbóli-
cas (por ejemplo, la ecuación de advección-difusión escalar con término advectivo dominante
o el sistema de ecuaciones de Euler) y sólo recientemente se han obtenido resultados relevantes
para la ecuación de advección-difusión escalar[Joh95, Sül98, Ver98, BL02, MK06]. Resulta in-
teresante el trabajo presentado por Volker[Vol00], en el cual se evalúan y comparan algunos de
estos procedimientos para la ecuación de advección-difusión escalar. Allí se analiza la precisión
de la soluciones computadas con los distintos estimadores de error.

En este capítulo se presentan algunos de los métodos más usuales para la estimación a
posteriori del error local en problemas de advección-difusión o advectivos puros, ya que la clase
de problemas a los cuales se desea aplicar el procedimiento de solución adaptativo responde a
ecuaciones en derivadas parciales de este tipo.

Las técnicas de estimación del error a posteriori se caracterizan por tratar de estimar en

16



alguna norma el error en la solución discreta uh, contando para ello sólo con información pro-
porcionada durante el cálculo de la solución (como la solución discreta en sí misma) y los datos
del problema. Por lo tanto, el primer paso en esta tarea consiste en elegir una norma apropiada
en la cual evaluar el error estimado. En problemas de advección-difusión es usual utilizar la
norma-L2 ‖ e ‖L2(Ω)del error en la solución o en el gradiente de la solución.

Resulta necesario indicar la diferencia que existe entre los usualmente llamados indicadores

de error y los estimadores de error. Los primeros sólo tienen por objeto identificar aquellas re-
giones del dominio computacional que requieren mayor resolución de la malla, pero no permiten
obtener una estimación del error local en la solución aproximada. Por otro lado, los estimadores
de error permiten alcanzar ambos objetivos.

Como indicadores de error se utilizan frecuentemente métodos heurísticos, los cuales se
basan en calcular sobre los elementos o aristas de la malla la norma del gradiente (o la curva-
tura) de una variable o una combinación de variables de la solución aproximada uh, para luego
seleccionar aquellos elementos (vía relaciones de compatibilidad si la estimación del error se
realiza a nivel de aristas - ver sección 6.1) tales que la magnitud de dicha norma sea mayor a
un cierto valor de corte o tolerancia. Estos métodos resultan ser computacionalmente econó-
micos, son fáciles de implementar y son independientes de la naturaleza del problema, pero
su éxito depende de la experiencia y habilidad del usuario para elegir las variables indicadoras
correctas[Mav95, Vol00].

Otro procedimiento frecuentemente utilizado en la práctica para estimar el error consiste en
emplear técnicas de recuperación o reconstrucción del gradiente a partir de la solución apro-
ximada. Dichas técnicas fueron formuladas inicialmente por Zienkiewicz y Zhu[ZZ87] y se
basan en obtener una estimación del error en el gradiente a partir de reconstruir una aproxima-
ción “mejorada” del gradiente de la solución. Distintas formulaciones para la reconstrucción del
gradiente dan origen a distintos métodos. Entre ellos, el procedimiento conocido como parche

de recuperación superconvergente ó Superconvergent Patch Recovery (SPR)[ZZ92a, ZZ92b] es
el más representativo y utilizado en la práctica. Sin embargo, esta aproximación permite ob-
tener estimaciones correctas del error cuando el sistema de ecuaciones que se resuelve exhibe
un carácter elíptico o parabólico, pero no resulta adecuada cuando el sistema de ecuaciones
que gobierna el problema admite soluciones discontinuas. Actualmente se siguen proponiendo
métodos para recuperar el gradiente[MK06] específicos para problemas hiperbólicos.

Al igual que en las etapas restantes del procedimiento de adaptatividad, cada una de las téc-
nicas mencionadas debe ser evaluada desde el punto de vista de su efectividad y costo compu-
tacional. Mavriplis indica que una forma de evaluar la efectividad de un estimador de error es a
través del número de elementos que el estimador selecciona para refinar en relación a la mejora
en la precisión obtenida en el cálculo de la solución. En el caso de problemas estacionarios,
es importante que se produzca un incremento suficiente en el número de grados de libertad
del problema luego de cada refinamiento. Si esto no ocurriera, entonces se incurriría en un es-
fuerzo para resolver las ecuaciones sobre la malla refinada que no reportaría en una mejora
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significativa en la calidad de la solución. Por otro lado, si el estimador o indicador seleccionara
demasiadas celdas para refinar, entonces el tamaño del problema podría volverse inmanejable
para los recursos computacionales disponibles.

3.2. Indicadores y estimadores de error

Como se mencionara antes, y a pesar de que no permiten obtener una estimación del error en
la solución aproximada, el criterio heurístico de seleccionar los elementos a refinar basado en el
gradiente elemental de la solución aproximada (o una combinación de variables de la solución)
permite detectar adecuadamente las regiones del dominio a refinar. Además, dado que implica
un bajo costo extra en el cálculo de la solución, es que el mismo goza de gran popularidad en
el ambiente de adaptación de mallas en problemas de flujo compresible[LB92, Mav95, BS97,
FLS+97, FLÖ+98, Wal04, YK05]. Ya que el procedimiento de adaptación que se desarrolla en
esta tesis se aplica a la resolución de problemas de flujo compresible, este indicador ha sido el
elegido en la mayor parte de los problemas que se resuelven.

En las regiones del campo de movimiento en las que la solución es suave, el error local del
método de elementos finitos es proporcional al producto de la m-ésima derivada de la solución
multiplicada por una medida representativa del tamaño del elemento (he) elevada a la p-ésima
potencia.

εe ∝ hp
e

∂mu
∂xm (3.1)

donde m denota el mayor orden de las derivadas que aparece en la formulación integral o débil
y p es el orden de las funciones de interpolación del método de elementos finitos. Por lo tan-
to, resulta inmediato ver que las regiones del dominio computacional que requieren un mayor
grado de refinamiento son aquellas en las cuales se presenta una variación grande del campo de
solución.

En la práctica se encuentra que los gradientes de presiones y de densidad permiten detectar
características propias del flujo no viscoso tales como ondas de choque, discontinuidades de
contacto y abanicos de expansión. Por otro lado, el gradiente del campo de velocidades puede
ser utilizado para identificar correctamente estelas y láminas vorticosas.

Para el caso en el que la aproximación por elementos finitos que se utiliza es lineal p = 1
y las derivadas que aparecen en la formulación integral débil del problema de elementos finitos
son a lo sumo de primer orden, el error elemental se puede aproximar de la siguiente manera

εe ' |∇eu| ·he

' ∆ue (3.2)

donde |∇eu| es la magnitud del gradiente elemental del campo de solución u y el operador ∆ no
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es un Laplaciano, sino que representa una diferencia.
El uso del gradiente elemental multiplicado por el tamaño del elemento asegura que el valor

de εe, el cual debería aproximar el error de la solución, disminuye a medida que se reduce el
tamaño de la malla.

3.2.1. Técnicas de recuperación o reconstrucción del gradiente para pro-
blemas de flujo compresible

La técnica de estimación del error propuesta por Zienkiewicz y Zhu[ZZ87] basada en la
reconstrucción del gradiente, tiene su origen en la siguiente observación: si es posible estimar
un gradiente nodal mejorado o recuperado Gu respecto del gradiente ∇uh obtenido en forma
directa a partir de derivar la solución computada mediante el método de elementos finitos (al
cual nos referiremos de ahora en adelante como gradiente de bajo orden), luego es posible
aproximar el error global en el gradiente de la solución evaluado en la norma-L2 de la siguiente
manera

‖ e ‖L2(Ω) = ‖ ∇u−∇uh ‖L2(Ω) (3.3)

' ‖ Gu−∇uh ‖L2(Ω) (3.4)

donde L2(Ω) es el espacio de funciones que son cuadrado integrable en el dominio Ω. Por
definición de la norma-L2 se tiene que

‖ e ‖L2(Ω)=
(Z

Ω

eT · edΩ

)1/2

(3.5)

Si se utilizan elementos finitos cuyas funciones de forma son lineales, el gradiente ∇uh

resulta constante por elemento. Luego, el gradiente recuperado debe ser al menos lineal por
elemento. Si ΩK indica al K-ésimo elemento de la malla entonces una cota (inferior) para el
error global en la solución viene dada por la contribución de los nel elementos

‖ e ‖2
L2(Ω) =

nel

∑
K=1

‖ e ‖2
L2(ΩK) (3.6)

'
nel

∑
K=1

‖ Gu−∇uh ‖2
L2(ΩK) (3.7)

Se han diseñado distintos procedimientos para obtener el gradiente recuperado Gu. Estos
incluyen el promediado y el procedimiento conocido como parche de recuperación supercon-
vergente (Superconvergent Patch Recovery)[ZZ92a, ZZ92b].

Las técnicas de reconstrucción del gradiente por promediado requieren contar con
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información acerca de los elementos de la malla que comparten a un nodo (adyacencias
nodo_elementos). Es decir, dado un nodo A identificar los elementos de la malla que lo
comparten. Estos elementos forman un parche de elementos que se indica como ωA (ver
figura 3.1). Luego, el gradiente recuperado en el nodo A de la malla puede ser computado
mediante un simple promediado de la siguiente manera

Gu(A) =
1

N(A) ∑
K∈ω(A)

∇uh|K (3.8)

siendo N(A) el número de elementos K que constituyen el parche ω(A) y ∇uh|K el gra-
diente de bajo orden en el elemento K. Otra forma usual de reconstruir o suavizar el
gradiente consiste en utilizar como “peso” la inversa de la distancia dK

c,A desde el baricen-
tro del elemento K al nodo A

Gu(A) = ∑
K∈ω(A)

∇uh|K
dK

c,A
/ ∑

K∈ω(A)

1
dK

c,A
(3.9)

Recordar que en el caso de elementos finitos lineales el único punto de Gauss es coin-
cidente con el baricentro del elemento y que el gradiente de bajo orden es constante en
el elemento. El procedimiento de recuperación dado por la Ec.(3.9) también es conocido
como reconstrucción por promediado de Gauss[NS04, Usn98]. Otros autores[Vol00] pro-
ponen utilizar como “peso” a las áreas o los volúmenes de los elementos que forman el
parche en relación al área o volúmen total del parche.

Cuando el nodo A es irregular, el procedimiento de reconstrucción es el mismo que se aca-
ba de explicar, pero ahora se agregan a la lista de adyacencias nodo_elementos aquellos
elementos del parche que comparten al nodo irregular a través de una arista (para ele-
mentos 2-D y tetraedros) o una cara (en el caso de hexaedros). La figura (3.2) ilustra esta
situación para el caso de tetraedros. En ella se indica cuales son los elementos que for-
man el parche de recuperación ω(A). Se observa que si bien el elemento e7 = {2,3,4,5}
no posee al nodo 11 en su lista de conectividades, el mismo es nodo irregular de una de
sus aristas. Luego, el elemento e7 también contribuye en el cálculo del gradiente mejo-
rado en la siguiente forma: a) en primer lugar se deben determinar cuáles son los nodos
“padres” que definen a la arista sobre la cual se encuentra el nodo irregular A, b) luego
se deben calcular los gradientes recuperados en dichos vértices (nodos 3 y 4 de la figura
3.2), c) finalmente el gradiente recuperado en el nodo A se obtiene como el promedio de
los gradientes recuperados en los nodos “padres” de la arista

La estimación del error realizada de esta manera es independiente de la clase de problema
que se resuelve, es decir, en ella no interviene información sobre la ecuación que gobierna
el problema.

Una vez que se obtienen los valores nodales del gradiente recuperado, se procede a inter-
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polar los mismos en el interior de cada elemento haciendo uso de las funciones de forma
elementales utilizadas en la aproximación por elementos finitos. Finalmente se calcula la
contribución al error dada por el miembro derecho de la ecuación (3.7) de la siguiente
manera

‖ Gu−∇uh ‖2
L2(ΩK)=

Z
ΩK

(Gu−∇uh)T · (Gu−∇uh)dΩ (3.10)

‖ Gu−∇uh ‖2
L2(ΩK)=

Z
ΩK

GuT ·GudΩ︸ ︷︷ ︸
I1

−2
Z

ΩK

GuT ·∇uh dΩ︸ ︷︷ ︸
I2

+...

...+
Z

ΩK

(∇uh)T ·∇uh dΩ︸ ︷︷ ︸
I3

(3.11)

Si se indica con Nn(x) a la función de forma asociada al nodo n del elemento K y con
Gun al gradiente recuperado evaluado en el mismo nodo, y teniendo en cuenta que para
un punto x cualquiera de dicho elemento es válida la siguiente expresión

Gu(x) =
nbe

∑
n=1

GunNn(x) (3.12)

Luego la integral I1 se puede expresar como

Z
ΩK

GuT ·GudΩ =
Z

ΩK

[∑
n

GuT
n Nn(x)] · [∑

m
GumNm(x)]dΩ (3.13)

= ∑
n

∑
m

GuT
n ·Gum

Z
ΩK

Nn(x)Nm(x)dΩ (3.14)

donde las sumatorias en n y m se extienden a los nbe nodos del elemento K. Asumien-
do que los elementos finitos son tetraedros lineales (nbe=4) y aplicando integración de
Gauss-Legendre con un único punto de Gauss al término

R
ΩK

Nn(x)Nm(x)dΩ se tiene que

I1 =
1

16
VK

{
4

∑
n=1

4

∑
m=1

GuT
n ·Gum)

}
(3.15)

en la que VK indica el volumen del elemento K. Razonando de manera similar para las
integrales de I2 e I3 se llega a las siguientes expresiones

21



I2 =
VK

2

{
4

∑
n=1

GuT
n

}
·∇uh|K (3.16)

I3 = VK(∇uh)T ·∇uh|K (3.17)

Un análisis de este estimador de error aplicado a problemas de advección-difusión do-
minados por el término advectivo es presentado por Volker[Vol00], donde se lo compara
con otros métodos. En ése análisis se menciona que el mismo no resulta totalmente satis-
factorio para refinar adaptativamente la grilla en problemas advectivos puros. En general
se observa que el estimador de Zienkiewicz y Zhu dado por las ecuaciones (3.7) y (3.9)
no introduce suficiente refinamiento en la malla. Sin embargo, en la práctica (ver sección
7.2) se observa que la selección de elementos a refinar usando este estimador presenta un
mejor comportamiento que el exhibido por el indicador de error basado en el gradiente
dado por Ec.(3.2).

Otra técnica para recuperar el gradiente consiste en aplicar mínimos cuadrados para
ajustar un polinomio de alto orden, restringido al parche de elementos ω(A). Los puntos
de muestreo que se utilizan en el problema de minimización son puntos particulares en
los cuales se demuestra que el gradiente posee una precisión excepcional. Esto quiere
decir que en esos puntos se demuestra que el gradiente de bajo orden posee una precisión
y un orden de convergencia mayor que en cualquier otro lugar del elemento. Estos puntos
son llamados puntos de superconvergencia. La combinación de este ajuste por mínimos
cuadrados en los puntos superconvergentes para reconstruir el gradiente da origen a la
técnica conocida como parche de recuperación superconvergente (SPR). Sin embar-
go, tal como se menciona en [PE01], no se tiene evidencia acerca de la existencia de
esta propiedad de superconvergencia en mallas no estructuradas tridimensionales. Estu-
dios previos[BPR92] muestran que la propiedad de superconvergencia es sensible a la
regularidad local de la solución, a la distorsión de los elementos y a la topología de la
malla. Todos los resultados obtenidos con este método corresponden a ejemplos 1-D y
2-D simples sobre mallas regulares.

El problema de estimar en forma adecuada el error cometido en la aproximación por elemen-
tos finitos para ecuaciones en derivadas parciales hiperbólicas aún se encuentra sin resolver. Sin
embargo, dado que resulta necesario contar con una herramienta para seleccionar los elementos
a refinar y por las razones expuestas respecto del procedimiento de recuperación superconver-
gente, sólo se implementan el indicador de error basado en el gradiente y el estimador de error
basado en la recuperación del gradiente de Zienkiewicz y Zhu que utiliza la recuperación por
promediado.
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Figura 3.1: Recuperación del gradiente por promediado - Parche de elementos cuando el nodo
A no es irregular.

Figura 3.2: Reconstrucción del gradiente por promediado - Parche de elementos cuando el nodo
A es irregular.
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Capítulo 4

Ecuaciones de flujo compresible y el
método SUPG

El presente capítulo tiene por objeto describir las ecuaciones que gobiernan el tipo de pro-
blemas resueltos con la estrategia de adaptación de mallas desarrollada en esta tesis. La depen-
dencia de la estrategia de adaptación en el tipo de problema se manifiesta a través del procedi-
miento de estimación de error utilizado, tal como se menciona en el capítulo 3. Por lo tanto, si
bien en principio el solver de las ecuaciones del flujo ha sido utilizado sin introducir modifica-
ciones, resulta necesario describir algunos aspectos del mismo. Para mayores detalles acerca de
la implementación se remite al lector al manual de PETSc-FEM[SNP+08].

Se presenta el sistema de ecuaciones que gobierna el flujo compresible de fluidos no vis-
cosos. Luego se describe la formulación Streamline Upwind / Petrov Galerkin desarrollada por
Brooks y Hughes[BH82] implementada en el código paralelo multifísica PETSc-FEM para la
resolución de sistemas de ecuaciones del tipo advección-difusión utilizando el método de ele-
mentos finitos, así como el tratamiento de discontinuidades a través de técnicas de shock cap-

turing. La formulación SUPG permite resolver los problemas de estabilización que presenta la
formulación estándar de Galerkin cuando es aplicada a problemas donde el término advectivo
es predominante sobre el término difusivo.

4.1. Ecuaciones de gobierno para flujos no viscosos, no esta-
cionarios y compresibles

El sistema de ecuaciones que describe la conservación de la masa, cantidad de movimiento y
energía para el escurrimiento de flujos compresibles, no estacionarios y no viscosos es conocido
con el nombre de ecuaciones de Euler. Dicho sistema puede ser escrito en forma conservativa
de la siguiente manera
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∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (4.1)

∂(ρu)
∂t

+∇ · (ρu⊗u+ pI) = ρfe, (4.2)

∂(ρE)
∂t

+∇ · (ρuH) = ρfe ·u (4.3)

donde ρ, u = (u,v,w)T , p ,E, H son respectivamente la densidad, el vector velocidad, la presión,
la energía total por unidad de masa y la entalpía total del fluido por unidad de masa. fe e I son
las fuerzas exteriores que actúan sobre el fluido y la matriz identidad 3×3. Este mismo sistema
puede escribirse en forma conservativa y utilizando notación vectorial como

∂U
∂t

+∇ ·F = Q (4.4)

tal que

U =

 ρ

ρu
ε

 , F =

 ρu
ρu⊗u+ pI

ρuH

 , Q =

 0
ρfe

ρfe ·u

 (4.5)

en la cual U es el vector de “variables conservativas”, F es el vector de “flujos convectivos”
y Q el vector de “términos fuentes”. Se indica con ε a la energía total del flujo por unidad de
volumen. Expandiendo al vector de flujos convectivos,

F = [f|g|h] (4.6)

donde los vectores columnas f, g y h están dados por

f =


ρu

ρu2 + p

ρuv

ρuw

ρuH

 , g =


ρv

ρuv

ρv2 + p

ρvw

ρvH

 , h =


ρw

ρuw

ρvw

ρw2 + p

ρwH

 (4.7)

Asumiendo que el fluido es un gas perfecto dichos flujos tienen la propiedad de ser funciones
homogéneas de grado 1 del vector de variables conservativas U[Hir90]. Además, el estado
termodinámico para un gas perfecto está dado por la siguiente ecuación de estado,

p
ρ

= ℜgasT (4.8)

donde T es la temperatura del gas y ℜgas es la constante para el gas considerado. El sistema
de ecuaciones (4.4) representa un sistema puramente advectivo al no existir ningún mecanismo
de difusión (la viscosidad del fluido es nula). Introduciendo las matrices Jacobianas Ai para los

25



flujos convectivos

Ai =
∂Fi

∂U
, i = 1,2,3 (4.9)

el sistema de Ecs.(4.4) se puede reescribir en forma cuasilineal

∂U
∂t

+A ·∇U = Q (4.10)

donde el hiper-vector A esta constituido por las tres matrices Jacobianas Ai[Hir90, Lan98]

A1 =


0 1 0 0 0

−u2 + γ−1
2 u2 (3− γ)u −(γ−1)v −(γ−1)w γ−1

−uv v u 0 0
−uw w 0 u 0

−u[γE− (γ−1)u2] γE− γ−1
2 (u2 +2u2) −(γ−1)uv −(γ−1)uw γu

 (4.11)

A2 =


0 0 1 0 0
−uv v u 0 0

−v2 + γ−1
2 u2 −(γ−1)u (3− γ)v −(γ−1)w γ−1

−vw 0 w v 0
−v[γE− (γ−1)u2] −(γ−1)uv γE− γ−1

2 (u2 +2v2) −(γ−1)vw γv

 (4.12)

A3 =


0 0 0 1 0

−uw w 0 u 0
−vw 0 w v 0

−w+ γ−1
2 u2 −(γ−1)u −(γ−1)v (3− γ)w γ−1

−w[γE− (γ−1)u2] −(γ−1)uw −(γ−1)vw γE− γ−1
2 (u2 +2w2) γw


(4.13)

Se sabe que la formulación de elementos finitos estándar de Galerkin aplicada a la resolu-
ción del sistema de ecuaciones (4.10) produce un esquema numérico que presenta oscilaciones
espúrias en la solución cuando hay presentes discontinuidades tipo saltos. Para evitar dichas os-
cilaciones, se debe recurrir a la estabilización de las ecuaciones discretas. El esquema de solu-
ción para el sistema de ecuaciones de advección-difusión con término advectivo dominante que
implementa PETSc-FEM es el método estabilizado conocido como SUPG (Streamline Upwind

Petrov Galerkin) desarrollado por Brooks y Hughes[BH80, BH82] que introduce difusión a lo
largo de las lineas de corriente.
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4.2. Método de elementos finitos estabilizado SUPG para el
sistema de ecuaciones de Euler

4.2.1. Formulación estándar de Galerkin

A modo de introducción, en esta sección se describe brevemente el método de elementos
finitos que se obtiene a partir de aplicar la formulación estándar de Galerkin a la ecuación de ad-
vección (4.4). Luego, dicha formulación será utilizada para introducir la formulación estabiliza-
da SUPG. Para una mayor comprensión acerca de la formulación de Galerkin estándar aplicada
a la ecuación de advección-difusión se remite al lector al libro de Claes Johnson[Joh95].

Por simplicidad en la presentación se asume que U(x) = 0∀x ∈ Γin
D en el contorno Dirichlet

donde el flujo es entrante y que no se aplican condiciones de borde del tipo Neumann. Luego la
forma débil de la formulación estándar de Galerkin se lee de la siguiente manera: encontrar la
función vectorial U ∈ L2[0,T ]×W tal que se satisface la condición inicial U(x,0) = U0(x) y
además (

V,
∂U
∂t

)
+a(U,V )− l(V ) = 0 ∀V ∈W (4.14)

donde

Ω es la región del espacio en la que se define el problema y [0,T ] es el intervalo de tiempo
para el que se resuelve el problema.

L2(Ω) es el espacio de funciones que son cuadrado integrables en Ω.

L2[0,T ]×W es el espacio de funciones vectoriales U tales que para cada instante t ∈
[0,T ] se tiene que U ∈W y la ‖U ‖W∈ L2[0,T ].

W = H1
0 (Ω) es el espacio de funciones vectoriales V tales que cada una de sus m fun-

ciones componentes Vi y sus correspondientes derivadas primeras pertenecen a L2(Ω) y
donde todas componentes de V se anulan en los tramos del contorno con condiciones de
borde del tipo Dirichlet en los cuales el flujo es entrante (Γin

D) , es decir

W = {V : V (x) ∈ H1(Ω) |V (x) = 0 para x ∈ Γ
in
D} (4.15)

H1(Ω) = {V : Vi(x) ∈ L2(Ω) | ∂Vi

∂x j
∈ L2(Ω), i = 1, . . . ,m y j = 1, . . . ,nsd} (4.16)

indicando con nsd al número de dimensiones espaciales. Observar que el hecho de prescri-
bir condiciones de borde tipo Dirichlet homogéneas para la solución U permite utilizar el
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mismo espacio de funciones W tanto para las funciones de peso como para las soluciones
de prueba.

Se ha utilizado la siguiente notación compacta en la Ec.(4.14)

(
V,

∂U
∂t

)
=

Z
Ω

V T ∂U
∂t

dΩ (4.17)

a(U,V ) =
Z

Ω

V T ∂Fi

∂xi
dΩ (4.18)

l(V ) =
Z

Ω

V T QdΩ (4.19)

Luego, la discretización {Ωe}Nel
e=1 del dominio Ω en Nel elementos introduce el siguiente

problema de elementos finitos: encontrar Uh ∈ L2[0,T ]×Wh tal que(
Vh,

∂Uh

∂t

)
+a(Uh,Vh)− l(Vh) = 0 ∀Vh ∈Wh (4.20)

siendo Wh el espacio de elementos finitos que aproxima a W (Wh ⊂W )

Wh = {V : V (x) ∈ H1(Ω) |V |Ωe ∈ Pk(Ωe)∀e y V (x) = 0 para x ∈ Γ
in
D}

donde Pm(Ωe) es el espacio de polinomios de hasta grado k restringidos al elemento Ωe. Tal
como se menciona en la introducción de este capítulo, la ecuación (4.20) correspondiente a la
formulación estándar de Galerkin de elementos finitos para sistemas advectivos produce oscila-
ciones espúrias en la solución cerca de las discontinuidades (ver Cap.2 - Ref.[DH03] ó Cap.9 -
Ref.[Joh95] para una explicación detallada).

4.2.2. Estabilización SUPG

Brooks y Hughes[BH82] proponen una formulación estabilizada consistente para el proble-
ma de advección-difusión. La misma consiste en agregar en el miembro izquierdo de la ecuación
(4.20) un término de la forma

r(Uh,Vh) =
Nel

∑
e=1

Z
Ωe

P e
SUPG(Vh)T

τ
e
SUPGR e

SUPG(Uh)dΩ (4.21)

definiéndose los siguientes términos,

τe es una matriz de tamaño n× n, siendo n el número de incógnitas. Los elementos de
dicha matriz tienen dimensión de tiempo, por lo cual se lo suele llamar el tiempo carac-

terístico o intrínseco del elemento, definido como

τ
e
SUPG =

he

2· ‖ A ‖
(4.22)
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donde he es una medida del tamaño del elemento y ‖A ‖ es alguna norma del hiper-vector
de las matrices Jacobianas de los flujos convectivos, la cual puede calcularse como

‖ A ‖= máx
i=1,...,3

( máx
k=1,...,nD.O.F.

|λi
k|) (4.23)

siendo λi
k el k-ésimo autovalor de la i-ésima componente (matriz Jacobiana Ai de flujos

convectivos) del hiper-vector A. Esta es la máxima velocidad de propagación de la infor-
mación (perturbaciones) en el flujo, que para el caso del sistema de ecuaciones de Euler
se corresponde con la velocidad de propagación de las ondas de presión en la dirección
del flujo.

P e
SUPG(Vh) es un operador aplicado a la función de prueba Vh que posee la forma

P e
SUPG = Ai

∂Vh

∂xi
(4.24)

R e
SUPG(Uh) es el residuo de la ecuación diferencial resuelta

R e
SUPG(Uh) =

∂Uh

∂t
+

∂

∂xi
(AiUh)−Q (4.25)

Se observa que el término que se adiciona a la formulación estándar de Galerkin es una con-
tribución elemento a elemento (es decir que se evalúa en el interior de cada elemento) cuya
magnitud depende del residuo local de la Ec.(4.4). Este término residual es el que introduce
estabilización ya que si se expande la Ec.(4.21)

r(Uh,Vh) =
Nel

∑
e=1

Z
Ωe

(
Ai

∂Vh

∂xi
,τe

SUPG
∂Uh

∂t

)
+

(
Ai

∂Vh

∂xi
,τe

SUPGAi
∂Uh

∂xi

)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

−
(

Ai
∂Vh

∂xi
,τe

SUPGQ
)

dΩ

(4.26)
se puede apreciar que el término indicado con (*) es el que agrega difusión a lo largo de las lí-
neas de corriente, siempre que la matriz de estabilización τe

SUPG esté diseñada adecuadamente[DH03].

4.2.3. Tratamiento numérico de los choques (shock capturing) en el con-
texto del método SUPG

La estabilización introducida a la formulación estándar de Galerkin dada por el término
(4.26) no es suficiente para eliminar las oscilaciones espúrias que aparecen en las proximidades
de la solución cuando existen gradientes muy grandes. Esto es así porque el esquema SUPG es
un esquema lineal de alto orden de precisión, y por el teorema de Godunov el mismo no puede
ser monótono[DH03]. Por lo tanto, aparecerán oscilaciones en la vecindad de las discontinui-
dades.
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Teorema de Godunov: el mismo afirma que los esquemas numéricos lineales para resolver
ecuaciones en derivadas parciales que tengan la propiedad de ser monótonos, a lo sumo pueden
ser de primer orden de precisión.

Para evitar las oscilaciones, se recurre al agregado de un término de shock capturing que
introduce una difusión no lineal, consistente con la formulación original, además del término
de estabilización estándar que introduce la formulación SUPG. El término de shock capturing

puede ser diseñado para que la difusión que introduzca sea del tipo isotrópica o anisotrópica.
En el primer caso, la difusión no lineal es introducida en todas las direcciones mientras que en
el caso anisotrópico, la difusión no lineal es introducida solamente en la dirección transversal al
flujo. El objetivo de esto último es que la difusión introducida por el término de shock capturing

no afecte a la difusión en la dirección de las lineas de corriente introducida por el término
SUPG. El término de shock capturing isotrópico tiene la misma estructura que el término SUPG
estándar dado por la ecuación (4.21),

Nel

∑
e=1

Z
Ωe

P e
sc(Vh)T

τ
e
scR e

SUPG(Uh)dΩ (4.27)

Hughes y Mallet[HM86] describen el tratamiento para la matriz de estabilización que con-
trola el término de shock capturing τe

sc, la cual depende de la definición de la matriz de esta-
bilización τe

SUPG. Por otra parte, Codina[Cod93] presenta el tratamiento del término de shock

capturing en el caso anisotrópico.
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Capítulo 5

Implementación de la estrategia de
adaptación

Se discuten algunos aspectos relacionados con el desarrollo del código de adaptación de
mallas, el cual fue realizado en dos etapas. De esta manera, se obtiene primero un código “con-
ceptual” en Octave[Eat07] y luego uno de similares características y funcionalidad en C++.
Dividir el desarrollo del trabajo de esta manera tiene como objetivo acelerar la implementa-
ción y prueba de ideas dejando de lado aspectos de programación complicados que afectan a
lenguajes como C++. Por otra parte, la segunda etapa de trabajo tiene como objetivo lograr
una herramienta que sea más eficiente en cuanto al manejo de la memoria y reducir el tiem-
po de ejecución. El principal inconveniente que se encuentra para la implementación realizada
en Octave, en lo que se refiere al uso de la memoria, es que dicho lenguaje representa inter-
namente a un número entero como un número real (8 bytes). Teniendo en cuenta que para la
implementación en Octave todas las estructuras de datos son representadas a través de arreglos
y que a excepción del arreglo de coordenadas de los vértices de la malla el resto de los arreglos
deberían contener números enteros, se observa que los recursos de memoria disponibles son
desaprovechados. Esto hace que el código esté limitado en relación al tamaño de la malla que
permite adaptar. Además, ya que Octave es un lenguaje interpretado, también existe una pena-
lización relacionada con la velocidad de ejecución. Por lo tanto, la implementación en Octave
permite adaptar mallas de hasta un millón y medio de tetraedros en una PC que cuente con 1Gb
de memoria RAM, y ha sido utilizado para resolver los problemas de flujo compresible que se
presentan en las secciones 7.1 (estacionario) y 7.3 (no estacionario).

Un aspecto a tener en cuenta en el desarrollo de códigos de adaptación de mallas son las
estructuras de datos que se utilizan para representar las entidades geométricas de la malla y sus
adyacencias. Determinar cuál es la estructura de datos óptima es una tarea compleja que no fue
considerada en el desarrollo de esta tesis. Aquí sólo se presentan las estructuras de datos que
fueron utilizadas en el momento de la implementación y se justifica el motivo por el cual se las
eligió, si bien es claro que este es un aspecto del trabajo que debe ser revisado a futuro.

31



5.1. Consideraciones previas

Siguiendo el trabajo de Remacle[RKS], se definen algunas cuestiones básicas relacionadas
con la representación de mallas. Una malla consiste en la discretización de un dominio geo-
métrico mediante entidades de malla que poseen una topología simple (triángulo, cuadrángulo,
tetraedro, etc.). Las entidades topológicas básicas en el espacio tridimensional son los vértices
(objetos 0-D), aristas (objetos 1-D), caras (objetos 2-D) y elementos (objetos 3-D).

Por otro lado, al vínculo entre las entidades topológicas de distinta dimensión se lo denomi-
na adyacencias. Las adyacencias describen la topología de la malla y para una entidad de malla
se las puede clasificar de dos maneras: adyacencias hacia arriba y adyacencias hacia abajo. Las
adyacencias hacia arriba son conjuntos no ordenados en el siguiente sentido: por ejemplo, no
tiene importancia el orden de los elementos que comparten a una arista o de las caras que com-
parten a un nodo. Una característica importante de este tipo de adyacencias es que su tamaño es
variable y a priori desconocido, y que además no tiene sentido acceder a ellas en forma aleato-
ria. A diferencia de ellas, las adyacencias hacia abajo sí poseen un tamaño conocido (ejemplo:
las aristas que constituyen a un elemento o las aristas de una cara) y resulta conveniente acceder
a las mismas en forma aleatoria1.

De esta manera se observa que según cual sea el tipo de adyacencia que se desea representar,
resulta más adecuada la utilización de distintas estructuras de datos para representarlas. En
esta tesis, se han utilizado los contenedores que facilita la librería de plantillas estándar STL
(Standard Template Libraries)[Sil06] para representar estas estructuras de datos. Por ejemplo,
para representar las adyacencias caras-aristas (hacia abajo) se observa que resulta conveniente
utilizar contenedores de acceso aleatorio (random access), tales como vector<> . Por otro lado,
en el caso de requerirse las adyacencias nodos-cara (hacia arriba) se cree conveniente utilizar
otro tipo de contenedores, como los multimaps.

La STL es una librería de clases de contenedores, algoritmos e iterators escrita en C++. Es
una librería genérica en el sentido de que la mayor parte de sus componentes son plantillas de
C++ (para una introducción al lenguaje C++, la programación orientada a objetos, funciones y
clases plantillas se recomiendan los libros de Bruce Eckel[Eck00, Eck04]). La elección de la
librería STL se fundamenta en el hecho de que la misma proporciona muchos de los algoritmos
y estructuras de datos requeridos en este tipo de aplicaciones, cuyas implementaciones poseen
una mostrada eficiencia.

1Con el término acceso aleatorio se hace referencia a que el acceso a la adyacencia es una operación O(1), es
decir que no se requiere recorrer las adyacencias desde la primera, una por una, hasta llegar a la deseada.
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5.2. Implementación de las estructuras de datos para las en-
tidades geométricas de la malla

Las estructuras de datos para las entidades geométricas elementos, caras y aristas son im-
plementadas a través de vectores de objetos de C++. Para la implementación de los vectores se
recurre al contenedor vector<> de las STL y los objetos son aristas (edges), caras (faces) y
elementos (elemen) cuyas clases se declaran de la siguiente manera,

#ifndef EDGE_CLASS_H

#define EDGE_CLASS_H

#include<cstdlib>

#include<vector>

class edge{

public:

edge();

~edge();

int middle_node; //nodo medio sobre la arista

std::vector<int>nodes_parent; //nodos de la arista

int parent; //número de la arista madre

std::vector<int>child; //nros de las aristas hijas

int flag; //flag de propiedad

int state; //activa ->1 , inactiva ->0

};#endif // EDGE_CLASS_H ///:~

#ifndef FACE_CLASS_H

#define FACE_CLASS_H

#include<cstdlib>

#include<vector>

class face{

public:

face();

face(int sz);

~face();

int parent; //cara madre

std::vector<int>child; //caras hijas

int flag; //flag de propiedad

int state; //activa ->1 , inactiva ->0

};

#endif // FACE_CLASS_H ///:~

#ifndef ELE_CLASS_H

#define ELE_CLASS_H

#include<cstdlib>

#include<vector>

class ele{

public:
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ele();

~ele();

std::vector<int>child; //elementos hijos

int flag; //flag de propiedad

};

#endif // ELE_CLASS_H ///:~

Tal como se observa en las declaraciones, la clase edge posee los siguientes miembros datos:
el entero middle_node posee la numeración del nodo medio que surge sobre la arista debido
a su refinamiento, el vector de enteros nodes_parent guarda la numeración de los pares de
nodos que definen a la arista, el entero parent posee el número que identifica a la arista madre,
el vector de enteros child guarda la numeración correspondiente a las aristas hijas, el miembro
flag guarda un número entero que sirve para identificar alguna propiedad asignada a la arista
y finalmente, el miembro state indica si la arista está activa o inactiva en el sentido que se
describe luego en la sección 6.2 para la aplicación de la restricción al refinamiento conocida
como criterio de nodo 1-irregular. Las clases face y ele son similares a la clase edge. Luego,
con estas declaraciones, las aristas que constituyen la malla son guardadas en un vector de
aristas vector<edge>aristas, mientras que las caras son guardadas en un vector de caras
vector<face> caras.

5.3. Implementación de las adyacencias

5.3.1. Adyacencias hacia abajo

Las adyacencias hacia abajo son implementadas utilizando arreglos bidimensionales para
permitir el acceso en forma aleatoria. Así, el j-ésimo elemento de la i-ésima fila del arreglo 2D
contendrá la información correspondiente a la adyacencia entre la i-ésima entidad geométrica
de dimensión K y la j-ésima entidad geométrica de dimensión L, donde L < K.

Dado que las STL no proporcionan contenedores para arreglos multidimensionales, se en-
cuentra que una forma de implementarlos es utilizando el contenedor o clase plantilla vector<>
en forma anidada. De esta manera, si se desea declarar un arreglo bidimensional de doubles,
entonces se debe proceder de la siguiente manera,

std::vector< std::vector<double> > Array;

Sin embargo se encuentra que esta implementación presenta un overhead significativo en cuan-
to al manejo de la memoria y que la interfaz resultante puede presentar algunas complicaciones.
Por otro lado, si se utilizan arreglos nativos de C/C++, la reserva y liberación del espacio en me-
moria que requiere el arreglo queda a cargo del usuario, induciendo a errores de programación.
Finalmente, si se utiliza una representación pseudo-bidimensional mediante un bloque contiguo
de elementos, el manejo de índices para acceder a los elementos del arreglo y la aplicación de
los algoritmos de las STL puede volverse una tarea engorrosa para el programador.
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De las alternativas que se presentan para reemplazar la implementación vector<vector<> >
por una más eficiente a la vez que sea sencilla de utilizar y compatible totalmente con los algo-
ritmos y contenedores de las STL, se propone analizar aquella que ofrecen las librerías Boost
para arreglos multidimensionales. Boost es un conjunto de librerías open source escritas en C++
que se incluye como paquete en distribuciones de Linux como Fedora, Debian o Mandriva. La
librería Boost.MultiArray facilita clases plantillas y contenedores para arreglos multidimensio-
nales tal que el diseño de su interfaz sigue los lineamientos que presentan los contenedores
de las STL y por ende son compatibles con sus contenedores y algoritmos. Los arreglos pro-
porcionados por Boost.MultiArray presentan un manejo dinámico de la memoria, pueden ser
accedidos utilizando la sintaxis de los arreglos nativos de C/C++ y permiten modificar el tama-
ño (resize), la forma (reshape) o utilizar “secciones” del arreglo (views). La clase plantilla
está definida en el archivo de cabecera "boost/multi_array.hpp". Para mayores detalles se
remite al lector al manual de la librería [Boo07].

Dado que sólo se van a utilizar arreglos bidimensionales en el código de adaptación de la
malla, a los fines de facilitar la escritura y comprensión del código se definen en el archivo de
cabecera my_typedefs.hpp los siguientes tipos

#ifndef MY_TYPEDEFS_H

#define MY_TYPEDEFS_H

#include"multi_array.hpp"

//Arreglos 2-D de la libreria boost

typedef boost::multi_array<int,2> Arr2Di;

typedef boost::multi_array<double,2> Arr2Dd;

#endif // MY_TYPEDEFS_H ///:~

De esta manera, un arreglo bidimensional de enteros se declara como

Arr2Di my_array(boost::extents[extent1][extent2]);

Se realizó una prueba numérica para evaluar y comparar los requerimientos del espacio en me-
moria que se reserva para arreglos bidimensionales de enteros, implementados como vector<ve
ctor<int> >, como Arr2Di de Boost.MultiArray y como un vector lineal vector<int>. La
prueba indica que un arreglo 2-D de enteros de 20 millones de filas y 5 columnas requiere en el
primer caso 734Mbytes, en el segundo 420Mbytes y en el tercero 393Mbytes. Teniendo en cuen-
ta que teóricamente, para enteros de 4 bytes se requerirían 2.0e+7*5*4/2^20=381.47Mbytes,
entonces se observa que la implementación de Boost.MultiArray requiere un 10 % más de me-
moria que el valor teórico y un 7 % más que la implementación lineal. Observar que la imple-
mentación STL de vector<vector<int> > demanda un 92 % más de memoria que el valor
teórico!!!.

Las adyacencias hacia abajo utilizadas en la representación de la malla son:

Elementos-vértices: utilizada por ambos el procedimiento de adaptación de la malla y el
solver de elementos finitos.
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Elementos-aristas: requerida en la función de refinamiento para:

1. Aplicar la restricción al refinamiento donde:

a) Se construye una lista con las aristas a refinar a partir de la lista de elementos a
refinar.

b) Se construyen las adyacencias arista-elementos mediante un
multimap<int,int>Edges_ele.

c) Se indican las aristas que permanecen activas / inactivas después del refina-
miento.

2. Obtener la diagonal más corta en el particionamiento del octaedro interior.

Elementos-caras: utilizada en la función de refinamiento para aplicar la restricción al
refinamiento donde se requiere:

1. Armar una lista de caras a refinar dada la lista de elementos a refinar.

2. Construir las adyacencias caras-elementos utilizando un
multimap<int,int>Faces_ele.

3. Indicar las caras que permanecen activas / inactivas luego del refinamiento.

Caras-aristas: utilizada en la función de refinamiento para la aplicación de la extensión
al criterio 1-irregular ya que, en el caso que existan elementos con caras triangulares, se
requiere contar con información sobre las adyacencias arista-caras, para lo cual se cons-
truye el multimap<int,int>Edges_face sólo para las caras triangulares que aparecen
en el centro de las caras refinadas.

Aristas-vértices: esta información de adyacencias es guardada en la misma definición de
la entidad arista (ver clase edge).

Caras-vértices: se requiere sólo la primera vez que se adapta la malla base para:

1. Generar la lista de caras y asignarle una única identidad a cada una de ellas.

2. Obtener la lista de caras que pertenecen al contorno del dominio geométrico pa-
ra asignar condiciones de borde a un subconjunto de ellas a partir de una lista de
vértices sobre el contorno.

Además, se utilizan tablas que describen la relación local o el orden local para las adyacencias
hacia abajo de una misma entidad de malla. La primera de estas tablas describe todas las aris-
tas de un elemento en función de sus vértices. Para tetraedros y utilizando base cero para la
numeración local de los vértices,
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ind_local_edges =

[
0 1 0 0 1 2
1 3 3 2 2 3

]T

(5.1)

La segunda tabla describe todas las caras de un elemento en función de sus vértices,

ind_local_ f aces =


0 1 3
1 2 3
0 2 3
0 1 2

 (5.2)

De esta manera, ind_local_edges[i][0] e ind_local_edges[i][1] da la numeración de los vérti-
ces de la i-ésima arista del tetraedro, mientras que ind_local_ f aces[i][0], ind_local_ f aces[i][1]
y ind_local_ f aces[i][2] proporciona la numeración de los vértices de la i-ésima cara del te-
traedro. La figura 5.1 ilustra la numeración local de los vértices, las aristas y caras, utilizando
números romanos para las aristas y las caras.
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(b) Numeración local de caras

Figura 5.1: Numeración local de aristas y caras para tetraedros.

De la misma manera, la numeración local de las aristas y caras para hexaedros se presentan
en la figura 5.2. En este caso, las tablas que describen el orden local de las mismas son las
siguientes,

ind_local_edges =

[
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3
1 2 3 0 5 6 7 4 4 5 6 7

]T

(5.3)

ind_local_ f aces =



0 1 2 3
4 5 6 7
0 1 5 4
1 2 6 5
2 3 7 6
3 0 4 7


(5.4)
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Figura 5.2: Numeración local de aristas y caras para hexaedros.

5.3.2. Adyacencias hacia arriba

La información de las adyacencias hacia arriba es requerida en varias de las etapas que inte-
gran al procedimiento de adaptación. Por ejemplo: en la función de refinamiento, a los fines de
poder aplicar el criterio de nodo 1-irregular (ver sección 6.2), se requiere contar con la informa-
ción correspondiente a las adyacencias caras-elementos y aristas-elementos. Para implementar-
las se utiliza el contenedor asociativo múltiple ordenado multimap de las STL, siendo la clave
el id de la entidad geométrica de menor dimensión y el valor el id de la entidad geométrica de
mayor dimensión. De esta manera se tienen las declaraciones de las siguiente adyacencias,

multimap<int,int> Edges_ele;

multimap<int,int> Faces_ele;

El motivo por el cual se utiliza el contenedor multimap de las STL es que precisamente el
número de elementos que comparten a una arista o cara es desconocido a priori. Por lo tanto,
se requiere asociar un valor a una clave, admitiendo la posibilidad de que la clave se encuentre
repetida un número indefinido de veces. Ya que luego se realiza la búsqueda de claves con las
funciones miembros find(), lower_bound(), upper_bound() ó equal_range() de la clase
multimap, se garantiza que la complejidad algorítmica de dichas operaciones es en el peor caso
logarítmica O(log(N))[Sil06].

En las funciones que asignan flags de propiedades a aristas y caras a partir de una lista de
nodos, también es requerida la información sobre las adyacencias nodos-caras y nodos-aristas.
Esto es así porque se considera que una arista o cara posee una determinada propiedad sólo
si todos los nodos que la forman pertenecen a la lista de nodos ingresada como argumento a
la función de asignación de flags (ver sección 6.4). Por ejemplo: en el caso de asignar un flag
asociado a una condición de borde a caras sobre el contorno a partir de una lista de nodos, es
necesario contar con información acerca de cuales son las caras pertenecientes al contorno tal
que todos sus nodos se encuentran en la lista de nodos que describen ése tramo del contorno. Un
razonamiento similar se puede hacer para un grupo de aristas sobre el contorno si una condición
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de borde en particular debe ser aplicada “por aristas”, o bien para un grupo de elemento que
posean una determinada propiedad. Dado que la asignación de flags de propiedades se realiza
sólo en el primer paso de adaptación, esta información de adyacencias es requerida una sola vez
en todo el procedimiento de solución adaptativa.

Finalmente, en el caso de utilizar los procedimientos de estimación del error mediante la
recuperación del gradiente presentados en la sección 3.2.1, es necesario contar con las adya-
cencias nodos-elementos, ya que se requiere saber cuáles son los elementos que conforman el
parche de elementos que “comparten” a un nodo dado de la malla.

5.4. Descripción del código

En esta sección se describen brevemente los procedimientos más importantes que consti-
tuyen al código de adaptación de mallas. A los fines de facilitar la comprensión por parte del
lector, se prefiere utilizar pseudo-código antes que presentar explícitamente al código en len-
guaje C++. Sin embargo, se asume que el lector posee algún grado de conocimiento sobre dicho
lenguaje, sobre la escritura de archivos Make de GNU, de la implementación MPICH/MPICH2
de la interfaz MPI y sobre el sistema operativo GNU/Linux, ya que ocasionalmente resulta ne-
cesario recurrir a ellos para explicar detalles de la implementación (ver manuales de Make de
GNU[SMS06] y MPICH2[Arg07]).

El código está compuesto por una función principal llamada driver(), la cual gestiona el
procedimiento de solución adaptativo del problema, esto es, tanto las operaciones que compren-
den la adaptación de la malla como la resolución de las ecuaciones del flujo.

Los datos del problema son definidos en un único archivo data_NAME.tmp (donde NAME es
el nombre del problema que se resuelve). Allí se indican tanto las variables involucradas con la
física del problema (longitud de referencia, tiempo final de la simulación o número máximo de
pasos de tiempo, densidad del gas, calores específicos a presión y volumen constante Cp y Cv,
constante del gas ℜGas, etc.) como las variables requeridas por el procedimiento de adaptación
(frecuencia de adaptación de la malla, método de estimación del error, número máximo de
niveles de refinamiento, dimensión geométrica del problema, tipo de elemento utilizado en la
discretización del dominio, flags de propiedades sobre aristas, caras y elementos, etc).

La función driver() se describe mediante el pseudo-código 1. Se observa que la misma
está integrada por las siguientes funciones:

compute_Dt(): calcula el tamaño del paso de tiempo aplicando la condición de Courant,
Friedrich y Lewy (CFL), utilizando información de la malla y del último estado compu-
tado (o el estado inicial cuando se inicia el cálculo de la solución).

adapt(): la misma se describe en el pseudo-código 3, e implementa la estrategia no
estacionaria que se describe en la sección 6.
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Algorithm 1 Pseudo-código de la función driver().
//Lectura de archivo con los datos del problema data_NAME.tmp
//Especificacion de parametros que afectan al solver y al adaptador
int main(int argc, char **argv){

MPI_Init(&argc,&argv);
string cmd; char* cstr;

//Estima el tamaño del paso de tiempo (cond. CFL) para iniciar
//el calculo a partir de la condicion inicial.
Dt=compute_Dt(.......);

//acc_time: tiempo de simulacion acumulado
//final_time: tiempo final para la simulacion
//nstep: frecuencia de adaptación

//Lazo sobre el tiempo
while(acc_time<=final_time){

//Incrementa el tiempo acumulado
acc_time=acc_time+Dt*nstep;
//Llamada via el sistema operativo al solver PETSc-FEM
cmd="nohup make run >nohup.log";
cstr = new char [cmd.size()+1];
strcpy (cstr, cmd.c_str());
system(cmd));

//Adapta la malla
adapt(..........);

//Estima el tamaño del paso de tiempo (cond. CFL) para reiniciar
//el calculo a partir del ultimo estado computado.
Dt=compute_Dt(.......);
//Incrementa el paso de tiempo
step+=nstep;

}
MPI_Finalize();

}

40



Se observa que se hace uso de las directivas MPI_Init() y MPI_Finalize(). Esto no sig-
nifica que la implementación del código de adaptación se realiza en paralelo. Sólo se recurre a
estas directivas de MPI para que la adaptación de la malla, que se realiza en forma secuencial,
pueda ser ejecutada en un nodo cualquiera del cluster de PC con el objeto de no “cargar” el
servidor. Por esta razón, el código de adaptación de mallas es compilado con las librerías de
MPICH2 y la ejecución del mismo se invoca mediante el target driver del archivo makefile
incluido en 2.

El solver del flujo se lanza desde la función driver() utilizando la función system()

de C/C++, mediante la cual se invocan las instrucciones especificadas en el archivo makefile
correspondiente. La función system() forma parte de la librería estándar de C y su léxico es el
siguiente,

#include<cstdlib>

int system(const char *str);

La función system() pasa la cadena de caracteres apuntada por str como un comando al
procesador de comandos del sistema operativo, que en este caso es alguna distribución de
GNU/Linux. system() no retorna el control a la función driver hasta que no se termine de
ejecutar el comando al cual se ha invocado, en este caso, la ejecución del solver durante nstep
pasos de tiempo. El comando que se invoca al llamar a make es el target run del archivo ma-
kefile y el uso del comando nohup que forma parte de las utilidades del sistema GNU permite
redireccionar la salida que muestra el solver al archivo nohup.log. El target run dentro del
archivo makefile está especificado por las correspondientes líneas en 2.

Algorithm 2 Líneas del archivo Makefile para ejecutar el solver del flujo y la adaptación de la
malla.

##Adaptacion de la malla
driver:

$(MPI_HOME)/bin/mpiexec −machinefile ./machi.dat −n −1 driver.bin

##Solver del flujo PETSc-FEM
NP:=10
run:

make-depl $(CASE).epl $(CASE).depl

time $(MPI_HOME)/bin/mpiexec −1 −machinefile ./machi.dat −n $(NP)
$(PROG) −case $(CASE).depl

donde la variable CASE contiene el nombre del caso (por ejemplo CASE:=nozzle), NP indica
el número de procesos que ejecutan en paralelo al solver del flujo cuyo nombre es especificado
en la variable PROG. PETSc-FEM realiza la lectura de un archivo con extensión .depl el cual
cuenta con información necesaria para lanzar la corrida (ver manual de PETSc-FEM[SNP+08]).
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Algorithm 3 Pseudo-código de la función adapt().
void adapt(...,step,Nlevelref,...){
//Nlevelref: numero maximo de refinamientos permitidos.
//eles2ref: lista de elementos a refinar
//step: paso de adaptacion

if(step==1){//Si se adapta la malla base por 1ra vez.

//Lazo sobre los niveles de refinamiento.

for (int level_ref=0; level_ref<Nlevelref; level_ref++){

//Selecciona elementos a refinar y los guarda en la
//lista eles2ref.
select_eles2ref(...,eles2ref,...);
if(!eles2ref.empty()) //Si la lista no esta vacia

//Adapta la malla
proc(....,eles2ref,......);

else

//Sale del lazo de refinamiento.
break;

}

}else{

//Selecciona elementos a refinar sobre la ultima
//malla con mayor refinamiento.
select_eles2ref(...,eles2ref,...);
if(!eles2ref.empty()){

//Busqueda de padres en forma recursiva. search_fathers()
//devuelve en eles2ref la lista a refinar en la malla base.
search_fathers(....,eles2ref,.....);
//Lazo sobre los niveles de refinamiento.
for (int level_ref=0; level_ref<Nlevelref; level_ref++){

if(level_ref>0)

//Actualiza lista de elementos a refinar escritas en

//provisoriamente en archivos por search_fathers().
update(.....,eles2ref,......);

//Adapta la malla sobre la lista actualizada.
proc(....,eles2ref,......);

}

}

}

//Renombra archivos para relanzar el calculo de la solucion.
rename_files(...);

}
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proc(): en la misma se llevan a cabo las siguientes tareas: generación de las estructuras
de datos que representan a las entidades geométricas de la malla y sus adyacencias (sólo
la primera vez que se adapta la malla base), asignación de flags identificadores de propie-
dades sobre aristas, caras y elementos (sólo la primera vez que se adapta la malla base),
particionamiento de los elementos, caras y aristas. Luego, en la etapa de pos-refinamiento:
se actualizan las condiciones de borde, se proyecta el estado sobre la malla adaptada y
se actualiza la lista de nodos irregulares. Finalmente se escribe en archivos los datos re-
queridos por el solver del flujo para reiniciar el cálculo de la solución (ver pseudo-código
4).

search_fathers(): la misma implementa un algoritmo que permite limitar el número
máximo de niveles de refinamiento en la estrateagia de adaptación para problemas no
estacionarios. Una descripción detallada de la misma y el correspondiente pseudo-código
se presentan en la sección 6.3.2.

update_eles2ref(): esta función implementa un algoritmo que permite mapear la nu-
meración de los elementos seleccionados para refinar en la estrategia de adaptación para
problemas no estacionarios. La misma se describe en la sección 6.3.2.

select_eles2ref(): selecciona los elementos a refinar aplicando el criterio de selección
indicado por el usuario (ver sección 3.2).
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Algorithm 4 Pseudo-código de la función proc().
void proc(eles2ref,...){

//inicia: indica si la función se aplica a la malla base
//o si se aplica a una malla que ya está adaptada.
//step: paso de adaptación.
if(inicia==1){ //Si se refina la malla base.

//Carga coordenadas, conectividades, condiciones de borde, etc.
if(step==1){ //Si es el primer paso de adaptación.

//Genera estructura de datos y adyacencias de la malla base.
//Asigna flags de propiedades a entidades geométricas de la malla.

}else{

//Cargo estructura de datos malla base desde archivo.

}

}

//Apendiza elementos seleccionados por otros criterios a
//la lista de elementos a refinar eles2ref (ver refinamiento
//selectivo impuesto por el usuario en la seccion 6.4).

//Refinamiento de los elementos en eles2ref.
refine(eles2ref,...);

//Pos-refinamiento
//Actualización de condiciones de borde sobre malla refinada.
//Interpolación lineal del estado sobre la malla refinada y
//actualización lista de nodos irregulares.
//Escritura de archivos para el solver del flujo.

}

44



Capítulo 6

Esquemas de refinamiento y estrategia de
solución adaptativa para problemas no
estacionarios

En este capítulo se presentan el esquema de refinamiento implementado en el código de
adaptación de mallas, se discuten sus ventajas y desventajas frente a otros esquemas y se des-
cribe la forma en que se extiende la restricción al refinamiento conocida como criterio de nodo
1-irregular a mallas de elementos tridimensionales. Luego se presenta la estrategia que se pro-
pone para aplicar el procedimiento de adaptación de mallas a problemas cuya solución es depen-
diente del tiempo. Finalmente, se expone el procedimiento que permite gestionar propiedades
sobre las entidades geométricas de la malla. Este último permite el tratamiento de condiciones
de borde, el refinamiento en zonas selectivas del dominio computacional, el refinamiento sobre
contornos curvos y el tratamiento de propiedades elementales.

6.1. Descripción del refinamiento

La estrategia de refinamiento que se implementa en esta tesis corresponde al tipo de estra-
tegias basadas en elementos. En este tipo el criterio de selección se aplica a nivel de elementos.
Luego los elementos seleccionados son particionados utilizando patrones preestablecidos para
cada tipo de elemento. Esto difiere del tipo de estrategia de refinamiento basada en aristas,
en las que el criterio de selección se aplica sobre las aristas para luego determinar en función
de reglas de compatibilidad para el refinamiento, cuál es el patrón de subdivisión que se debe
aplicar al elemento. Las reglas de compatibilidad en el refinamiento se utilizan a los fines de
restringir los posibles casos de refinamiento que se pueden presentar debido al “marcado” de
aristas, de manera que dichos casos se ajusten a los patrones de particionamiento preestableci-
dos para el elemento en cuestión. Esto es, si se aplica el criterio de selección a aristas, entonces
puede resultar que la combinación de aristas marcadas para refinar en un elemento no se corres-
ponda con ninguno de los patrones de refinamiento indicados para ese tipo de elemento. De esta
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forma, se deben agregar / quitar aristas de la lista de aristas seleccionadas mediante el criterio
de selección[LB92, Mav95].

En el caso de elementos bidimensionales, los patrones de refinamiento consisten en la par-
tición regular 1:4 tanto para triángulos como para cuadrángulos. Estos patrones se observan en
las figuras 6.1.a) y 6.1.b). Para triángulos, el particionamiento consiste en agregar nodos en las
mitades de las aristas del elemento, los que se unen agregando tres aristas en su interior. A los
fines de su representación en la estructura de datos, estas nuevas aristas no son hijas de ninguna
de las aristas del elemento de partida. De esta manera se cuentan 3+6 aristas nuevas por cada
elemento refinado. Para elementos cuadriláteros, el particionamiento comprende además la in-
serción de un nodo en el centro geométrico del elemento y la unión de éste con los nodos que
se insertan en las mitades de las aristas agregando 4 aristas nuevas, con lo cual el número de
aristas que se generan por cada elemento refinado es igual a 4+81.

Para los elementos tridimensionales tratados en esta tesis (tetraedros, hexaedros y prismas
triangulares) el tipo de particionamiento que se aplica también es el regular o isotrópico 1:8,

Tetraedros: el refinamiento consiste en la inserción de 6 nodos, uno en la mitad de cada
una de las aristas del elemento de origen. Luego, en función de lo expuesto en las seccio-
nes 2.2.1 y 2.2.2, se selecciona la diagonal más corta para refinar al octaedro que surge
en el interior del tetraedro refinado. De esta manera, por cada tetraedro refinado surgen
13+12 aristas nuevas y 8+16 caras nuevas (figura 6.2.a).

Hexaedros: la partición regular 1:8 comprende la inserción de 19 nodos nuevos. Los pri-
meros 12 nodos se ubican en las mitades de las aristas del elemento de origen. Los 7 que
queda se ubican, uno en el centro geométrico del elemento y los restantes en los centros
geométricos de las caras. De esta forma, se agregan 30+24 aristas nuevas y 12+24 caras
nuevas por cada elemento refinado, tal como se observa en la figura 6.2.b).

Prismas triangulares: el refinamiento se obtiene insertando 12 nodos nuevos. 9 de ellos se
ubican en las mitades de las aristas del elemento de origen y los 3 restantes en los centros
geométricos de las caras cuadrangulares. Así se obtiene el patrón de particionamiento que
se observa en la figura 6.2.c). Se agregan 21+18 aristas nuevas y 20+10 caras nuevas por
cada prisma triangular refinado2.

El hecho de utilizar únicamente el esquema de particionamiento regular 1:8 para tetraedros
plantea algunas cuestiones que pueden ser consideradas como ventajas o desventajas frente a es-
quemas que utilizan otro tipo de particionamiento. El refinamiento 1:8 implica que cada vez que
se refina, el tamaño de los elementos disminuye más rápido que si se utilizaran refinamientos
1:2 ó 1:4 (ver figura 6.3).

1Se indica en negrita el número de entidades geométricas que surgen por el refinamiento y que no son hijos/as
de ninguna entidad geométrica correspondiente.

2Si bien el esquema de particionamiento que se presenta para prismas triangulares ya está implementado en el
código, aún no ha sido aplicado a ningún caso práctico, relacionado principalmente con una capa estructurada de
prismas en contacto con un contorno sólido.
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(a) Triángulos

(b) Cuadrángulos

Figura 6.1: Patrones de refinamiento regulares 1:4 para elementos bidimensionales.

(a) Hexaedro (b) Prisma triangular

(c) Tetraedro

Figura 6.2: Patrones de refinamiento regulares 1:8 para elementos tridimensionales.
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Figura 6.3: Refinamientos 1:4 y 1:2 para tetraedros.

Teniendo en cuenta la ecuación (3.2), esto puede ser considerado ventajoso desde el punto
de vista de la rápida reducción del error en la aproximación. Sin embargo, resulta desventajoso
si se considera que en el caso de problemas de flujo compresible el paso de tiempo se ve redu-
cido notablemente por la aplicación de la condición de Courant-Friedrich-Lewy que afecta la
estabilidad en el cálculo de la solución. Si el programa que resuelve el flujo utiliza un único paso
de tiempo para avanzar la solución en todo el dominio computacional, entonces el tamaño del
paso de tiempo se ve innecesariamente restringido en aquellos elementos de la malla que poseen
un tamaño considerablemente mayor, y el costo de cálculo de la solución para evolucionar has-
ta un determinado instante de tiempo aumenta. Además, el esquema 1:8 agrega más grados de
libertad al problema que los esquemas 1:2 y 1:4, con lo cual el tamaño del problema y el costo
de solución también crece más rápido. Por otro lado, los esquemas de refinamiento regulares o
isotrópicos no suelen ser adecuados cuando la solución exhibe una fuerte anisotropía. En estos
casos resulta necesario agregar más elementos para “capturar adecuadamente” las característi-
cas del flujo que si se utilizaran refinamientos direccionados o alineados perpendicularmente al
gradiente máximo de la solución (refinamiento anisotrópico).

Entre las ventajas del particionamiento elegido se considera que los esquemas regulares ase-
guran que la calidad de la malla adaptada es aceptable a partir de la calidad de la malla original.
Dada la relación que existe entre el número de condición de la matriz global del método de
elementos finitos con la calidad de los elementos, el mal condicionamiento debido a elementos
de baja calidad puede hacer que la velocidad con la que convergen los métodos de solución
iterativos se vea afectada en el sentido de volverse más lenta (por ende costosa) o que incluso
no se llegue a dar. Por lo tanto, este aspecto del esquema de particionamiento resulta funda-
mental. Además, el uso de una única secuencia de refinamiento para cada elemento simplifica
la lógica del refinamiento ya que evita el uso de reglas de compatibilidad tanto en la etapa de
refinamiento como en la de desrefinamiento.
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6.2. Extensión del criterio de nodo 1-irregular a mallas 3-D

La restricción al refinamiento conocida como criterio de nodo 1-irregular[BR78] asegura
que en el caso de mallas 2-D no exista más que un nivel de refinamiento de diferencia entre
elementos vecinos. Para ello basta con exigir que “no exista más de un nodo irregular sobre

una arista compartida”. En este caso, el criterio de vecindad se da a través de las aristas.
El objetivo de aplicar esta restricción al refinamiento es tener un control sobre la variación

en el tamaño de los elementos al atravesar zonas con distinto grado de refinamiento. Así se
asegura que no habrá diferencias arbitrariamente grandes entre los tamaños de los elementos
vecinos en la malla, ya que la máxima relación de longitudes entre aristas compartidas es igual
a dos.

Para poder describir el procedimiento de refinamiento que asegura el cumplimiento de la
restricción al refinamiento, se deben tener en cuenta las siguientes definiciones:

Cara / arista activa: se dice que una cara o arista está activa si al menos uno de los
elementos que son vecinos a través de la misma no ha sido refinado. En caso contrario, se
dice que la cara / arista ha dejado de existir o está inactiva.

La madre de una cara / arista es aquella de la cual esta última ha surgido por aplicación
del refinamiento. Es de observar, sin embargo, que en tres dimensiones la aplicación de
un patrón de refinamiento a un elemento dado genera aristas y/o caras que no son hijas de
ninguna de las que forman al elemento que se refina. Por ejemplo: la arista que se inserta
en el centro del octaedro en el esquema de particionamiento propuesto en la sección 2.2
para tetraedros, no posee madre ya que no proviene de ninguna de las aristas del tetraedro
al que se le aplica el refinamiento (ver figura 6.5.b). Lo mismo sucede con las caras 6-11-
7, 6-11-8, 6-11-10, 6-11-9, 8-11-10, 6-7-8, 7-9-11 y 6-9-10.

Todos los elementos que se refinan pasan al estado inactivo.

Se observa, para las secuencias de particionamiento regulares que se proponen, que las
aristas, caras y elementos refinados poseen 2, 4 y 8 hijos/as respectivamente. En el caso de
mallas 2-D los esquemas de refinamiento que se aplican a los elementos son los mismos
que se aplican a las caras en 3-D.

Una entidad geométrica posee una jerarquía menor que la de su madre y una mayor que
la de sus hijos/as.

La figura 6.4 presenta un ejemplo de la restricción al refinamiento para una malla de cuadrán-
gulos. En ella se indica en color verde al elemento que se desea refinar y con puntos de color
rojo a los nodos irregulares. Tal como lo menciona el criterio, para poder refinar al elemento
que se indica en la figura 6.4.c), primero se debe refinar al elemento indicado en color gris en la
figura 6.4.e), perteneciente a un nivel mayor en la jerarquía de elementos. Esto es así porque la
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arista rp es madre activa de la arista rs y por ende el elemento en color gris debe ser refinado
antes de proceder con el elemento en color verde. Una vez refinado el elemento en color gris,
la arista rp pasa a estar inactiva (o deja de existir como tal) y por ende el nodo s deja de ser
irregular.

El criterio se puede extender a mallas tridimensionales si se tiene en cuenta que los ele-
mentos son vecinos no sólo a través de sus aristas sino también a través de sus caras. Esto es
así porque en el caso tridimensional no es suficiente con exigir que no exista más de un nodo

irregular sobre una arista y/o sobre el centro de una cara compartida. Esto es suficiente para
que el criterio se satisfaga sólo cuando los elementos son vecinos a través de aristas y/o caras
cuadrangulares. Sin embargo, si los elementos son vecinos a través de caras triangulares, en-
tonces se debe tener en cuenta la situación particular representada en la figura 6.5. El ejemplo
consiste en refinar en primer lugar al elemento 1-2-3-4 de la malla original - Fig.6.5.a) - con lo
cual se obtiene la malla de la figura 6.5.b). Luego, se refinan los elementos 8-7-1-6 y 10-9-11-6.
El refinamiento del elemento 8-7-1-6 no representa ninguna complicación, pero el refinamiento
del 10-9-11-6 requiere un cuidado especial. Esto es así porque los elementos 2-5-3-4 y 6-9-
10-11 no comparten aristas (las aristas 9-10, 10-11 y 11-9 no tienen madres) y tampoco existe
un nodo irregular sobre la cara que comparten (la cara 9-10-11). Si sólo se tiene en cuenta la
existencia de nodos irregulares sobre aristas y/o caras compartidas, entonces puede ocurrir la
situación que se presenta en la figura 6.5.c). Se observa en este caso que puede haber más de un
nivel de refinamiento entre elementos vecinos.

Luego, la función que aplica la secuencia de refinamiento a los elementos de la malla y
que además satisface la restricción de nodo 1-irregular es diseñada en forma recursiva y se
resume en el pseudo-código del algoritmo (5). La lógica del algoritmo es la siguiente: en una
primera instancia se genera una lista edges2ref con las aristas que pertenecen a los elementos
que se van a refinar (ingresada como argumento a la función). Cuando la función refine()

es llamada por primera vez, la lista de elementos se corresponde con aquellos indicados por el
estimador de error. De la lista de aristas edges2ref, sólo se retienen aquellas que aún no han
sido refinadas. Luego, sobre este grupo, se realiza la búsqueda de las aristas madres que aún se
encuentran activas. Si existen aristas en esta condición, eso significa que antes se debe refinar a
los elementos a los cuales pertenecen estas aristas madres activas para no violar la restricción
al refinamiento. Utilizando la información en las adyacencias aristas-elementos se genera la
nueva lista de elementos que se deben refinar eles2refNEW en el nivel de recursión actual. Un
razonamiento semejante se aplica a las caras. Finalmente, si la lista eles2refNEW no está vacía
se vuelve a llamar a la función refine() con esta lista como argumento. Evidentemente, la
recursión se detiene cuando ya no es necesario que se agreguen elementos en la lista a refinar
para que se satisfaga el criterio 1-irregular. Las adyacencias aristas-elementos y caras-elementos
son implementadas en la forma que se describe en la sección 5.3.2.

Por otro lado, la figura 6.5.d) presenta la solución al caso particular para elementos vecinos
a través de una cara triangular. Tal como se describe en el algoritmo (5), si se presenta este caso
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entonces se debe agregar a la lista de caras a refinar faces2ref a las caras que se encuentran

en el centro de las caras triangulares (cara 9-10-11) y que tienen al menos una arista en la lista
de aristas a refinar edges2ref. Luego, la madre de la cara 9-10-11 es la cara 2-3-4. Como la
misma se encuentra activa, ya que no todos los elementos que la comparten se han refinado,
entonces se busca cuales son los elementos de los cuales forma parte. Se encuentra que este
elemento es el 2-5-3-4 y por ende se lo agrega a la lista eles2refNEW.

Algorithm 5 Pseudo-código de la función refine(). Fragmento correspondiente a la aplica-
ción recursiva de la restricción al refinamiento.

refine(eles2ref,...){

//Refinamiento de aristas
//. Busca las aristas de los elementos eles2ref que NO tienen hijas y
// las guarda en edges2ref.
//. Busca las aristas madres activas de las aristas en edges2ref y
// las guarda en ActParentEdges2ref.
//Refinamiento de caras
//. Busca las caras de los elementos eles2ref que NO tienen hijas y las
// guarda en faces2ref.
if (caras triangulares){ //Caso particular figura (6.5.d)

//Agrega a faces2ref las caras que se encuentran en el centro
//de las caras triangulares refinadas y que tienen al menos una
//arista en edges2ref.

}
//. Busca las caras madres activas de las caras en faces2ref y
// las guarda en ActParentFaces2ref.

//Arma la lista de elementos que se agregan por
//restricción al refinamiento.
//. Busca elementos a los que pertenecen las ActParentEdges2ref y
// los agrega a eles2refNEW (requiere adyacencias hacia arriba
// aristas-elementos).
//. Busca elementos a los que pertenecen las ActParentFaces2ref y
// los agrega a eles2refNEW (requiere adyacencias hacia arriba
// caras-elementos).
if (!eles2refNEW.empty()) refine(eles2refNEW,...);
//Aplica refinamiento a los elementos y actualiza estructuras
//de datos.
....
....
....

}

6.3. Adaptación de la malla en problemas dependientes del
tiempo

La estrategia de adaptación para problemas no estacionarios se diseña considerando como
factor principal al costo de adaptación de la malla. En problemas no estacionarios la malla debe
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Figura 6.4: Aplicación de la restricción 1-irregular al refinamiento de una malla de cuadrángu-
los.

ser adaptada frecuentemente a los fines de poder “seguir” con el refinamiento / desrefinamien-
to el desplazamiento de las estructuras del flujo en el dominio del problema. Por lo tanto, el
costo de adaptación de la malla puede representar un porcentaje considerable del costo total de
solución del problema. Waltz[Wal04] indica que en procedimientos de solución adaptativos par-
cialmente paralelizados (lo cual significa que la resolución de las ecuaciones fluido-dinámicas
se lleva a cabo en forma distribuida mientras que la adaptación de la malla se realiza en forma
secuencial, tal cual es el caso del procedimiento implementado en esta tesis) aplicados a pro-
blemas de flujos compresibles, no estacionarios y tridimensionales, la adaptación de la malla
demanda aproximadamente el 10 % del tiempo computacional.

En el esquema de solución que se propone en esta tesis, la solución en todos los elementos
de la malla es avanzada utilizando un único paso de tiempo. Es decir que no se realiza una
adaptación del problema en la variable temporal. En problemas de flujo compresible, el tamaño
del paso de tiempo está limitado por la condición de Courant-Friedrichs-Lewy[Hir90],

∆t = K mı́n
e

(
he

(λmax)e

)
(6.1)

donde (λmax)e es la velocidad de la onda más rápida, calculada en función del estado en alguno
de los nodos del elemento e, he es una medida del tamaño del elemento y K es el número de
Courant.
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(a) Malla original (b) Primer refinamiento

(c) Refinamiento no permitido (d) Segundo refinamiento

Figura 6.5: Restricción 1-irregular al refinamiento para una malla de tetraedros - caso particular.
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6.3.1. Frecuencia de adaptación

Una cuestión crítica cuando se resuelven problemas no estacionarios es aquella relacionada
con la frecuencia de adaptación de la malla. Se observa que algunos autores [BC89, LB92,
BBJW94, Wal04, YK05] no actualizan la malla en todos los pasos de tiempo, mientras que
otros [Bod97, Qui91, OE04] proponen adaptar la malla cada vez que sea posible. El criterio
que define inclinarse a favor de una u otra alternativa depende del costo relativo de adaptar la
malla en relación al costo de cálculo de la solución. En teoría, los algoritmos de adaptación de
mallas deberían demandar sólo una pequeña fracción del tiempo total requerido para calcular la
solución. Si así no fuera, entonces al no modificar la estructura de datos que se utiliza para la
representación de la malla cada vez que fuera posible, se pensaría que el algoritmo de solución
adaptativa aumenta su eficiencia (es decir, dedica menos tiempo para adaptar la estructura de
la malla en comparación al tiempo requerido para calcular la solución sobre la misma). Sin
embargo, en este caso las regiones con mayor grado de refinamiento deberían extenderse más
allá de la vecindad inmediata de las estructuras del flujo que se desean resolver en forma precisa
gracias al refinamiento, con el objeto de asegurar que las mismas quedasen contenidas en las
zonas refinadas mientras se desplazan en el lapso de tiempo durante el cual la malla no es
modificada. Así se observa que a menor frecuencia de actualización de la malla, mayor es la
proporción del dominio computacional que debe ser refinada y por ende mayor es el costo en el
cálculo de la solución.

Por el contrario, si el costo de adaptación de la malla es relativamente bajo en comparación al
costo de cálculo de la solución, entonces puede resultar conveniente actualizar la malla con una
frecuencia mayor y trasladar el esfuerzo computacional a la etapa de adaptación. En resumen

Costo relativo bajo

Mayor frecuencia

de adaptación.

Mayor esfuerzo en

la adaptación.

Menor frecuencia

de adaptación.

Mayor esfuerzo en el

cálculo de la solución.

Costo relativo alto

En esta tesis se considera que la frecuencia de actualización de la malla se mantiene cons-
tante durante todo el procedimiento de cálculo de la solución. En general se observa[LB92]
que frecuencias de actualización de la malla de 5~10 pasos de tiempo resultan adecuadas. Sin
embargo, la frecuencia de adaptación de la malla, medida en pasos de tiempo de avance de la
solución, debe ser un compromiso entre todos los factores mencionados anteriormente. A estos
factores se agrega el hecho de que los esquemas de refinamiento propagan, debido a la aplica-
ción del criterio de nodo 1-irregular, la zona refinada más allá de lo estrictamente indicado por
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el estimador / indicador de error utilizado.

6.3.2. Descripción del procedimiento de adaptación no estacionario

La adaptación de la malla en función de la información provista en la etapa de estimación
del error se realiza aplicando sucesivos refinamientos a partir de una malla base, tal como se
observa en el esquema de la figura 6.6. La malla base no debe ser una malla cualquiera, sino
que debe presentar una distribución adecuada de sus elementos. Al momento de generar la
malla se deben tener en cuenta la geometría del dominio y si se dispone, de alguna información
acerca de la solución, de las condiciones iniciales y de condiciones de borde del problema. La
importancia que adquiere la generación de una malla base o de partida adecuada es tal por los
siguientes motivos:

El algoritmo de refinamiento no permite desrefinar la malla base. Luego, si esta presenta
una distribución inadecuada en el tamaño de los elementos debido a la presencia de ele-
mentos pequeños en regiones del dominio que no lo requieren, el costo en el cálculo de
la solución implicado por dichos elementos no podrá ser reducido por el procedimiento
de adaptación.

La malla base debe poseer una distribución de sus elementos tal que sea factible resolver
sobre ella todas las estructuras del flujo que resultan de interés en los primeros pasos de
tiempo, hasta que la misma sea adaptada por primera vez. De otra manera, puede resul-
tar que el procedimiento de indicación/estimación de error no sea capaz de determinar
adecuadamente las regiones que deben ser refinadas porque dichas estructuras del flujo ni
siquiera forman parte de la solución computada sobre la malla base.

La predicción adecuada en la distribución del tamaño de los elementos en la malla base
contribuye a reducir el costo de adaptación de la malla. En caso contrario se deberá re-
finar más veces sobre determinadas regiones del dominio para reducir el error hasta las
cotas deseadas, con lo cual el costo de adaptación se incrementa. Dado que los elementos
de las mallas adaptadas se encuentran anidados en los elementos de la malla base, si esta
última posee elementos grandes en regiones del flujo donde se puede predecir que existi-
rán discontinuidades, entonces el procedimiento de adaptación deberá introducir muchos
elementos hasta que la solución exhiba la precisión deseada.

A la aplicación de sucesivos refinamientos a partir de la malla base se la indica como un paso de

adaptación. Para cada paso de adaptación (excepto la primera vez que se adapta la malla base) se
aplica el criterio de estimación del error (ver sección 3.2) y se indican los elementos que deben
ser refinados. Si se analiza el paso de adaptación n, la estimación del error se realiza utilizando el
último estado computado sobre la malla más refinada obtenida en el paso de adaptación previo,
indicado como n−1 en la figura 6.6.
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Numerosos autores [LB92, BS97, Wal04, YK05] proponen limitar el número máximo de
niveles de refinamiento. El objetivo que se persigue es no refinar un número indefinido de veces
a los elementos que ocupan una misma región en la malla. Esta situación se presenta cuan-
do existen gradientes muy grandes en la solución. En estos casos el indicador o estimador del
error elemental predice que los elementos seleccionados para refinar son siempre aquellos que
se encuentran sobre las discontinuidades. Luego estos elementos pueden volverse demasiado
pequeños y el tamaño del problema crece en forma indefinida, con lo cual el costo en el cálculo
de la solución se ve comprometido. Teniendo en cuenta que la estructura de datos utilizada para
representar a los elementos de la malla no cuenta con información relativa al nivel de refina-
miento al que pertenece cada elemento, la restricción sobre el número de niveles de refinamiento
se realiza mediante las siguientes operaciones:

1. Se obtiene una lista de elementos seleccionados para refinar sobre la malla con el máximo
nivel de refinamiento permitido, la cual es guardada en list2search.

2. Se recupera la estructura de datos ele_ref de la malla correspondiente al nivel de refina-
miento actual. ele_ref posee, para un elemento dado, información sobre los elementos
hermanos, el elemento padre y una propiedad elemental asignada.

3. Dado que al ser refinado un elemento deja de existir como tal, el primer hijo de ése
elemento refinado pasa a tener el mismo número de identificación que su padre. Luego si
el elemento-i posee el máximo nivel de refinamiento permitido por el usuario, entonces
posee hermanos en ése nivel. De lo contrario la lista de hermanos para el elemento, en
ése nivel de refinamiento, se encuentra vacía. Con este criterio se generan dos listas: una
con los elementos que no tienen hermanos (ind_no_brothers) y que por lo tanto no
pertenecen al nivel de refinamiento actual y otra con los que sí (ind_brothers).

4. Se obtienen la numeración de los elementos padres de aquellos elementos que se encuen-
tran tanto en list2search como en ind_brothers y se construye una lista fathers_num.
Si estos elementos no tienen padres en este nivel de refinamiento, entonces se los guarda
en una lista de elementos que no tienen padres eles_without_fathers. El número de
identificación del padre de un elemento es directamente el índice en el vector de elemen-
tos ele_ref.

5. Se construye una lista de elementos list2search para generar el nivel de refinamiento
actual (con la misma profundidad) en el próximo paso de adaptación. Esta lista resulta
de la unión de las listas fathers_num y eles_without_fathers (recordar que estas
operaciones se realizan sobre la estructura de datos pertenecientes al paso de adaptación
n-1).

6. Se guarda en archivo la lista list2search.
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7. Se repite el procedimiento desde el ítem 2, subiendo un nivel en la profundidad del refi-
namiento pero utilizando ahora la lista list2search para identificar a los elementos que
tienen hermanos de los que no, hasta llegar al nivel de refinamiento cero (malla base).

Como se observa, la lógica que se describe en los ítems 2-7 se repite en forma recursiva. Las
listas list2search que se guardan en archivo en los pasos 5 y 6 del procedimiento descripto
son “preliminares”, en el sentido de que las mismas deberán ser modificadas en la siguiente
etapa de la adaptación. El procedimiento descripto es representado por flechas de color azul en
el diagrama de la figura 6.6 y es implementado en la función search_fathers() cuyo pseudo-
código se presenta en 6.

Algorithm 6 Pseudo-código de la función search_fathers().
void search_fathers(step2search, list2search, ref_level, nstep){

//Variables
//step2search: paso de adaptacion en el que se aplica la busqueda.
//list2search: lista de elementos cuyos padres se desea encontrar.
//ref_level: nivel de refinamiento. La primera vez que se llama a
//la funcion es el maximo nivel permitido.
//nstep: frecuencia de adaptacion.

//Recupera la estructura de datos ele_ref para el nivel
//de refinamiento ref_level y paso de adaptacion step2search dados.

//Busca en ele_ref los elementos que no tienen hijos/hermanos en el
//ref_level actual y los guarda en la lista ind_no_brothers.

//Obtiene por complemento la lista ind_brothers con los indices en
//ele_ref de los elementos que poseen hermanos.

//Busca los padres de los elementos que se encuentran en ele_ref,
//que poseen hermanos (ind_brothers) y que estan en list2search a la
//vez y genera la lista fathers_num.

//Obtiene por complemento entre list2search y fathers_num los
//elementos que no tienen padres en este nivel de refinamiento y
//genera eles_without_fathers.

//Actualiza list2search como la union de fathers_num y
//eles_without_fathers.

if(ref_level==0)

//Escribe list2search en archivo.

else{

//Escribe list2search en archivo.
//Sube un nivel de refinamiento en la jerarquia.
ref_level=ref_level-1;
//LLamada recursiva a la funcion.
search_fathers(step2search,list2search,ref_level,nstep);

}

}
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Una vez construidas las listas de elementos a refinar, se inicia un lazo sobre los niveles de re-
finamiento el cual comienza con la aplicación de la lista list_level_0 a la malla base. Luego,
para avanzar a los niveles de refinamiento 1,2, ... , max_level se debe actualizar la numera-
ción de los elementos a refinar que se guardaron en las listas correspondientes list_level_1,
list_level_2, ... , list_level_max, ya que para un dado nivel de refinamiento r la numera-
ción de los elementos de la malla en el paso de adaptación n no se corresponde con la nume-
ración de los elementos en el paso de adaptación n− 1. La actualización de la numeración se
realiza comparando las estructuras de datos ele_ref para las mallas en el nivel de refinamiento
r en los pasos de adaptación n y n− 1. Se debe determinar cuál es la numeración de los hijos
de los elementos previamente refinados para reemplazar la vieja numeración por la nueva. Por
ejemplo, en la figura 6.6 se observa para la lista level_ref_2, que los hijos del elemento 3 en
la malla correspondiente al paso de adaptación n−1 son los elementos {3,4,5,6}. Pero como
en el paso de adaptación n se refinan elementos que no se refinaron en el n− 1 (se refinan los
elementos {1,2}), entonces estos elementos poseen en el paso de adaptación n la numeración
{3,10,11,12}. Luego, si bien el elemento 3 sigue siendo el mismo en ambas mallas, el elemento
4 (que debe ser refinado) ahora es el elemento 10.

Por otro lado, se debe observar que a la lista level_ref_2 actualizada se agregan todos
los hijos de los elementos {1,2}, ya que si no se lo hiciera, es posible que la zona finalmente
refinada no incluya a las estructuras del flujo que se desean capturar con el mayor grado de
refinamiento. De esta forma, al elemento 1 se le agregan los elementos {4,5,6} y al 2 se le
agregan los {7,8,9}. Este procedimiento se aplica siempre que se utiliza más de un nivel de
refinamiento y se encuentra implementado en la función update_eles2ref().

Actualizada la numeración de los elementos a refinar, se aplica la lista correspondiente al
nivel r para luego avanzar al nivel r + 1 dentro del paso de adaptación n, hasta que se llega
al máximo nivel permitido. La actualización de la numeración de los elementos a refinar es
representada por las flechas de color verde en la figura 6.6.

6.3.3. Proyección del estado

Una vez que se alcanza el máximo nivel de refinamiento admitido se debe reiniciar el cálculo
de la solución sobre la malla adaptada. En esta instancia se deben proporcionar un estado inicial
y las condiciones de borde correspondientes a la nueva malla al solver de las ecuaciones del
flujo. Aquí se presenta el esquema utilizado para proyectar el estado, mientras que el tratamiento
de las condiciones de borde se describe en la sección 6.4. La proyección del último estado
computado sobre la nueva malla se realiza de la siguiente manera:

En el primer paso de adaptación, el estado computado sobre la malla base es interpolado
linealmente para obtener el estado sobre la malla más refinada. Dado que en el cálculo
de la solución se utilizan elementos finitos cuyas funciones de forma son bilineales (2-D)
ó trilineales (3-D) y dado que los nodos introducidos por el refinamiento se posicionan
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Figura 6.6: Estrategia de adaptación para problemas no estacionarios.
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siempre en las mitades de las aristas o en los centros geométricos de las caras o de los
elementos refinados (esto ocurre sólo en cuadrángulos y hexaedros), el cálculo del estado
en los nuevos nodos como el promedio de los estados en los nodos que definen a la arista,
cara o elemento en los que surgen (ver figura 6.7) no viola la conservación de las variables
del flujo.

Figura 6.7: Interpolación lineal del estado para el primer paso de adaptación de la malla base.

En los pasos de adaptación siguientes, el estado inicial para reiniciar el cálculo de la
solución sobre la nueva malla adaptada se obtiene de la siguiente manera: a) en primera
instancia se plantea determinar la posición del vértice V introducido por el refinamiento
en el paso de adaptación actual (n) con respecto de los elementos de la malla adaptada
perteneciente al paso de adaptación anterior (n− 1), b) luego se utilizan los valores que
adoptan en el vértice V las funciones de forma del elemento en cuyo interior se encuentra
el vértice. Con esta información, el estado en V se puede computar de la siguiente manera

U(n)
V =

nbe

∑
j=1

N(ei)
j (xV ) ·U(n−1)

j (6.2)

donde U(n)
V es el estado en el vértice V en el paso de adaptación n, nbe es el número de

vértices que definen al elemento ei de la malla perteneciente al paso de adaptación n−1
en cuyo interior se determina que se encuentra el vértice V (por ejemplo: nbe es igual
a 4 para tetraedros y 8 para hexaedros), N(ei)

j (xV ) es el valor que la función de forma

elemental asociada al nodo local- j adquiere en el vértice V, mientras que U(n−1)
i es el

estado computado en el nodo local-j en el paso de adaptación n− 1 (observar la figura
6.8).
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(a) Posición del vértice V para la malla en el
paso de adaptación n

(b) Posición del vértice V para la malla en el
paso de adaptación n-1

Figura 6.8: Proyección del estado - Determinación de la posición del vértice V en la malla
correspondiente al paso de adaptación anterior.

Para resolver el problema de encontrar al elemento de la malla obtenida en el paso de
adaptación n-1 en cuyo interior se encuentra el vértice V se recurre al siguiente procedi-
miento

1. Se construye una lista con los centroides de los elementos que forman la malla en
el paso de adaptación n-1. Para la malla de la figura 6.8.b) se tiene una lista con
dos centroides: g1 asociado al elemento e1 = {1,2,3,4} y g2 asociado al elemento
e2 = {2,3,4,5}.

2. Se realiza un búsqueda aproximada de los k-elementos vecinos más cercanos al vér-
tice V, determinando para ello los k-centroides más cercanos. Se obtiene así una
lista con la numeración de los k-elementos vecinos más cercanos ordenada crecien-
temente según la distancia de los centros geométricos al vértice V. Para la malla de
la figura 6.8.b) la lista encontrada para el vértice V es lV = {e1,e2}.

3. Se recorre la lista de los elementos vecinos más cercanos encontrados para determi-
nar en el interior de cuál de ellos se encuentra el vértice V. Para ello, es necesario
evaluar las coordenadas de área o de volúmen del elemento ei, i = 1, . . . ,k en el vér-
tice V. Si se consideran los valores de las coordenadas de volúmen de los nodos del
elemento e1 evaluadas en el vértice V se tiene: N1(V ) = N3(V ) = 0.25, N2(V ) = 0.5
y N4(V ) = 0. Luego, el vértice V está en el interior de e1.

4. Si se encuentra que el vértice V está en el interior de un elemento, se interrumpe el
lazo que recorre la lista de elementos y se utilizan los valores de las coordenadas de
área para computar el estado mediante la ecuación 6.2. Si alguna de las coordenadas
de área es negativa, entonces se sigue recorriendo la lista de elementos más cercanos
hasta que se satisface la condición para la cual el vértice está en el interior de alguno
de los elementos o bien hasta agotarla.
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La búsqueda aproximada de los k-elementos vecinos más cercanos al vértice V se
lleva a cabo con un algoritmo de búsqueda eficiente implementado en la librería
ANN (Aproximate Nearest Neighbour). ANN es una librería Open Source desa-
rrollada por David Mount y Sunil Arya. La misma se encuentra escrita en C++ y
permite resolver el problema de la búsqueda aproximada o exacta de los k-vecinos
más cercanos a un punto en el espacio realizando una descomposición ortogonal del
mismo a través de la implementación de estructuras de datos del tipo kd-tree y box-

decomposition trees. Arya y Mount muestran que la utilización de esta estructura
de datos en combinación con la posibilidad de admitir que los puntos encontrados
no sean los vecinos más cercanos, pero que tampoco están significativamente le-
jos de serlo, permite reducir sensiblemente los tiempos de ejecución a O(log(n)).
Esta complejidad del algoritmo de búsqueda unida al hecho de que el problema es
fácilmente paralelizable (básicamente a través de un paralelismo de datos) permi-
te resolver el problema de la proyección del estado sin comprometer los recursos
computacionales ni el tiempo de ejecución. Para mayores detalles sobre la imple-
mentación de ANN se remite al lector al manual de usuario de la librería[AM06].

Se observa que al utilizar las funciones de forma elementales para calcular el estado
en el vértice V, se asegura que el estado proyectado no viole la conservación de las
variables del flujo.

Sin embargo existen inconvenientes vinculados a la conservación debidos al desrefina-
miento de la malla. En este caso, no es tenida en cuenta la contribución al estado proyec-
tado de aquél computado sobre un vértice V de la malla en el paso n− 1 que no existe
como tal en la malla obtenida en el paso de adaptación n. En esta situación es claro que
no se respeta la conservación de las variables del flujo. Este problema no ha sido resuelto
en la estrategia implementada. A pesar de ello, se piensa que si la regiones refinadas son
suficientemente extensas en relación a las dimensiones de las discontinuidades del flujo
capturadas con el refinamiento y si el desrefinamiento se presenta en aquellas regiones
del flujo alejadas de las discontinuidades, en las cuales la solución es suave, los efectos
debidos a la no conservación pueden ser atenuados[LB92]. Si bien no se han realizado
evaluaciones en este sentido, los resultados que se obtienen en los ejemplos de flujos
no estacionarios que se resuelven en esta tesis parecen confirmar estas suposiciones (ver
secciones 7.3 y 7.4).

La figura 6.9 presenta la estrategia de adaptación descripta mediante un diagrama de flujo en el
que se incluyen todas las operaciones comentadas. El procedimiento difiere únicamente cuando
se realiza la adaptación de la malla por primera vez. En este caso, el problema se resuelve sobre
la malla base, obteniéndose un estado sobre el cual se aplica el indicador o estimador de error.
Luego se refina hasta que se alcanza la cota del error propuesta para el estimador de error o
bien el máximo nivel de refinamiento indicado por el usuario. Luego se reinicia el cálculo de la
solución. Por simplicidad, este caso no se incluye en el diagrama de la figura 6.9.
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Figura 6.9: Diagrama de flujo para la estrategia de adaptación en problemas no estacionarios.
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6.4. Tratamiento de propiedades sobre entidades geométri-
cas

Se describe un procedimiento que permite asociar propiedades a las entidades geométricas
de la malla. El procedimiento es implementado en la estrategia de refinamiento por medio de un
grupo de funciones flagsforedges(), flagsforfaces() y flagsforeles() que permiten
asignar propiedades a aristas, caras y elementos respectivamente. Esta técnica permite gestionar
durante la adaptación de la malla las siguientes situaciones:

Condiciones de borde

Las condiciones de borde que usualmente se aplican al resolver problemas de flujos com-
presibles son:

Condición de deslizamiento o velocidad normal nula sobre contornos sólidos cuando se
resuelven flujos no viscosos.

Fijaciones de las variables del flujo en algún tramo del contorno.

Restricciones periódicas y condiciones de simetría.

Condiciones de borde dinámicas: con ello se hace referencia al procedimiento que utili-
za información proveniente de la solución computada el interior del dominio (la cual se
propaga a lo largo de las curvas características) hacia los contornos para ajustar en for-
ma dinámica el número y tipo de condiciones de borde que deben ser impuestas en los
mismos. Cuando se resuelven problemas de flujos compresibles, es posible que en algún
contorno o tramo de contorno el régimen del flujo cambie de subsónico a supersónico
o viceversa, o bien es posible que se produzca la inversión del flujo. En estos casos, el
número y tipo de condiciones de borde deben ser ajustados dinámicamente para que el
problema esté bien planteado. Por ejemplo, en el modelado del arranque del flujo en el
interior de una tobera las condiciones de borde en la sección de salida cambian de sub-
sónico a supersónico una vez que la onda de choque alcanza dicha sección (ver sección
7.3).

Por otro lado, se debe garantizar la no reflexión de perturbaciones sobre los contornos
“ficticios” utilizados en una simulación para representar una condición en el infinito o
en una zona muy alejada de la región de interés. Condiciones de borde que satisfacen
este requerimiento son conocidas con el nombre de “absorbentes” o “no reflectivas” y la
ventaja que presentan es la de poder posicionar estos contornos ficticios cerca de la región
de interés, con lo cual se reduce el costo computacional de la simulación.

En problemas de flujos compresibles y no viscosos (Euler), la determinación del núme-
ro y tipo de condiciones de borde adecuadas que deben aplicarse en el contorno puede
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realizarse por medio de un análisis de los autovalores de la matriz Jacobiada de los flu-
jos convectivos dada por la Ec.(4.9). En esta tesis se utiliza el método presentado en
[SNPD08] para manejar condiciones de borde de este tipo.

Contornos curvos

El mismo procedimiento puede ser aplicado para corregir las coordenadas de nodos que
por el refinamiento surgen sobre tramos curvos del contorno. Inicialmente, las coordenadas de
uno cualquiera de estos vértices son calculadas como el promedio de las coordenadas de los
nodos que definen a la arista sobre la que surge el vértice. La implementación desarrollada sólo
permite llevar a cabo esta tarea si los contornos pueden ser representados analíticamente por
una función (es decir, superficies cónicas, esféricas, cilíndricas, etc.) de la forma F(x,y,z) = 0.

Luego, para un vértice o nodo en particular, los pasos que se aplican son los siguientes:
a) se calcula la normal en el vértice como el “promedio” de las normales de las caras que lo
comparten (en el caso de hexaedros se debe tener en cuenta que si el nodo cuya coordenada se
debe corregir surge en el centro de la cara cuadrangular, entonces la normal es directamente la
normal a la cara), b) mediante el método de Newton se resuelve el problema de encontrar la
intersección de la recta normal que pasa por el vértice con la superficie descripta por la función
F , para lo cual se debe contar además con información sobre el gradiente de la función ∇F3,
c) finalmente se accede al arreglo de coordenadas y se reemplazan las coordenadas del nodo en
cuestión.

En el caso 2-D el contorno es descripto por una línea curva F(x,y) = 0 y el problema que
se resuelve es la intersección de la recta normal en el punto V a la arista ĀB con la curva F = 0.
La figura 6.10 ilustra esta situación para una malla de triángulos.

A B
F(x,y)=0

V

V

Figura 6.10: Corrección coordenadas de nodo perteneciente a un contorno curvo.

3Si no es posible calcular las componentes del ∇F requeridas por el método de Newton, entonces se puede
aplicar algún método que aproxime las derivadas, como el método de la secante.
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Refinamiento selectivo impuesto por el usuario

Finalmente, otra aplicación de la gestión de propiedades sobre entidades geométricas con-
siste en refinar una capa formada por todos los elementos que se encuentran en contacto con
un contorno o tramo de contorno. La figura 6.11 presenta un ejemplo en el cual se aplican dos
niveles de refinamientos a todos los tetraedros que se encuentran en contacto con el contorno
sólido de un cuerpo. Esta aplicación requiere asignar un flag de propiedad a todos los elementos
que “tocan” al cuerpo en la malla de partida con al menos uno de sus vértices.

Implementación

La implementación del procedimiento de gestión de propiedades sobre las entidades geo-
métricas de la malla puede describirse en las siguientes etapas:

1. Asignación de un flag (un número de indentificación) que permite asociar una propiedad
a una entidad geométrica: la asignación del flag a la entidad se realiza a partir de deter-
minar que todos los vértices que definen a la entidad geométrica pertenecen a una lista de
vértices proporcionados como argumento a la función que realiza la asignación del flag.
El flag es implementado como un miembro dato en las clases que representan a las dis-
tintas entidades geométricas (observar las declaraciones de las clases edge, face y elem

en la sección 5.2).

2. Heredado del flag de propiedad en la etapa de refinamiento: se lleva a cabo asignando a
las hijas de una entidad geométrica el mismo flag que su madre, tal cual se observa en la
figura 6.14. De esta forma, por ejemplo, si el flag f1está asociado a la fijación del valor
de algún grado de libertad del problema sobre la arista e = n1n2, entonces dicha fijación
se hereda a las aristas hijas e2 = mn2 y e1 = n1m mediante la asignación del mismo flag

f1. Un tratamiento idéntico se realiza en la etapa de refinamiento de caras y elementos.
La figura 6.14 representa esta situación.

3. Identificación en la etapa de pos-refinamiento de todas las entidades geométricas que
poseen una misma propiedad asignada. Para ello se realiza una búsqueda por medio de
los miembros datos flags correspondientes a las entidades geométricas activas en el nivel
de refinamiento actual (el concepto de entidad activa / inactiva es el aquél dado en la
sección 6.2).

4. Aplicación de una operación o conjunto de operaciones sobre dichas entidades en fun-
ción del significado del flag: el usuario del código es quien asigna un significado al flag

y por lo tanto sabe como procesar a las entidades correspondientes. En este sentido la
implementación de la estrategia de adaptación proporciona funciones que realizan las
operaciones usualmente utilizadas, por ejemplo: ajustar las coordenadas de los nodos que
surgen sobre las aristas que se encuentran sobre un contorno curvo, generar los archivos
con información sobre las condiciones de borde requeridas por el solver del flujo, etc.
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(a) Malla sin refinar

(b) Malla con dos niveles de refinamiento

Figura 6.11: Refinamiento de la capa de elementos que están en contacto con un cuerpo cónico
truncado. Corte de la malla en el plano de simetría.
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Por otro lado, caben explicarse algunas situaciones vinculadas con la corrección de las coorde-
nadas de los vértices que surgen sobre contornos curvos sólo en el caso de mallas tridimensio-
nales. Cuando el refinamiento introduce un nodo sobre una arista (o en el centro de una cara
para elementos hexaédricos) perteneciente o asociada a un contorno curvo, si el nodo es irre-
gular entonces sus coordenadas no deben ser ajustadas al contorno. Esto sólo es permitido si
el nodo deja de ser irregular, ya que de lo contrario se presentaría la situación que se observa
en la figura 6.13. En ella se aprecia que la malla de superficie ha quedado con una “abertura”
debido al desplazamiento del nodo irregular I hacia la superficie curva asociada con la arista
āb. Esta situación es contemplada en la lógica del posrefinamiento. Para determinar si el nodo
I es irregular o no, se verifica el estado (miembro state de la clase edge - sección 5.2) de la
arista āb. Si el estado de la arista es activo entonces el nodo medio que la misma posea es nodo
irregular.

Por otro lado, se observa que al modificar las coordenadas de los vértices ajustándolas al
contorno, ya no es posible asegurar el comportamiento de la calidad elemental que se menciona
en las secciones 2.2.1 y 2.2.2. Además, se debe tener en cuenta que si la discretización inicial
que aproxima al contorno curvo no es la adecuada, es factible que el procedimiento de ajuste
de coordenadas produzca elementos con volumen cero o que se encuentran “invertidos” (el de-
terminante de la matriz Jacobiana del elemento es menor o igual a cero - ver sección 2.1.1). La
figura 6.12 muestra esta situación para el triángulo t = {1,2,3} que aproxima al contorno curvo
C. El refinamiento de este triángulo genera los triángulos t1, t2, t3 y t4. Luego, el desplaza-
miento del vértice V hacia el contorno hace que los triángulos t1, t2 y t3 queden invertidos. Esta
situación impide avanzar con el cálculo de la solución y puede ser solucionada aplicando téc-
nicas de untangling luego de ajustar las coordenadas del vértice C al contorno. Procedimientos
de este tipo aún no han sido incluidos en la estrategia de adaptación, pero se contempla dicha
posibilidad a través de las estrategias de untangling y smoothing simultáneos presentadas en
[LNS06], la cual forma parte del código PETSc-FEM utilizado en esta tesis.
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RefinamientoC

t

v

t1t2 t3

t4

Ajuste coordenadas

vertice Vv

1 2

3

Figura 6.12: Generación de elementos invertidos producido por el ajuste de coordenadas sobre
un contorno curvo.

Figura 6.13: Situación no permitida - Proyección de nodo irregular sobre una superficie.
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(b) Herencia de propiedades sobre caras.

Figura 6.14: Gestión de propiedades sobre aristas y caras.
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Capítulo 7

Aplicaciones

Se presentan distintas aplicaciones de la estrategia de adaptación de mallas desarrollada en
esta tesis. Las aplicaciones que se resuelven corresponden a problemas típicos de la dinámica de
gases. Es decir, son problemas de flujos compresibles, no viscosos, estacionarios o dependien-
tes del tiempo, bidimensionales, axisimétricos o tridimensionales. Las técnicas desarrolladas se
utilizan para adaptar mallas bidimensionales y tridimensionales. Para cada ejemplo se descri-
ben brevemente la física del problema, las condiciones de borde, la condición inicial (cuando
corresponda), las características de la malla, los parámetros utilizados por el código que resuel-
ve las ecuaciones del flujo y el criterio de selección de los elementos a refinar. Los resultados
obtenidos en forma numérica se evalúan desde el punto de vista de la precisión en el cálculo. Si
el problema se resuelve sobre mallas de tetraedros entonces también se analiza la calidad de las
mallas obtenidas por la adaptación. Finalmente, cuando es posible, se analiza la performance
del código de adaptación. Cada ejemplo permite evaluar distintas características de la estrate-
gia de adaptación desarrollada y los resultados obtenidos en relación al campo de solución son
comparados con aquellos provenientes del área experimental y de la teoría de la dinámica de
gases.

7.1. Flujo transónico bidimensional estacionario sobre una
cuña

Se propone resolver el flujo transónico que se desarrolla cuando una corriente libre supersó-
nica impacta sobre una cuña. Se asume que el flujo es bidimensional, compresible y no viscoso.
También se considera que el fluido se comporta como un gas perfecto. La hipótesis de flujo
bidimensional implica que la longitud de la cuña es infinita en la dirección perpendicular a la
corriente libre. Las condiciones del problema son tales que se genera una onda de choque curva
despegada del vértice de la cuña. Por detrás de dicha onda el Mach del flujo varía desde el régi-
men subsónico al supersónico. El criterio que controla la adaptación de la malla es el indicador
de error basado en el gradiente elemental de la presión. Se comparan, sobre el eje de simetría,
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los valores de las variables del flujo inmediatamente detrás de la onda de choque con los valores
teóricos correspondientes a un choque recto y se analiza la posición de la onda de choque.

7.1.1. Descripción del problema

La teoría de la dinámica de gases[Sha53] y los ensayos experimentales en túneles de viento
determinan que la naturaleza del flujo y el patrón de ondas de choque que se desarrollan alre-
dedor de una cuña bidimensional dependen principalmente de tres parámetros: el número de
Mach de la corriente libre M1, el ángulo con el cual el flujo incide sobre la cuña α y el ángulo
de desviación del flujo o ángulo de la cuña θ. Dados los valores de α y θ, se sabe que a partir
de un determinado Mach del flujo y para valores menores a este, no existe una solución que
se corresponda con un choque fuerte o débil. Esta situación es representada en el diagrama de
la figura 7.1 si se considera que estos parámetros adquieren los siguientes valores: M1 = 1.5,
α = 0o y θ = 25o. Tal cual se ve en la figura 7.1, una onda de choque oblicua pegada al vértice de
la cuña no es capaz de desviar el flujo en estas condiciones (no existe un ángulo de inclinación
de la onda β factible como solución). En estos casos los ensayos en túneles de viento [Bry51]
permiten determinar que la única solución posible está dada por la existencia de una onda de
choque curva, despegada del vértice de la cuña. Por detrás de la onda se distinguen claramente
dos regiones del flujo: una de régimen subsónico y otra de régimen supersónico. La región de
flujo subsónico está limitada por la onda de choque, el contorno de la cuña y la línea sónica.
Esta última indica la posición, siguiendo una línea de corriente, a partir de la cual el flujo es
acelerado de subsónico a supersónico. Ya que la onda de choque es curva, el flujo no es unifor-
me detrás de ella. Luego la línea sónica no será recta sino curva. La onda de choque es normal
a la dirección de la corriente libre por delante del vértice, pero a medida que nos alejamos del
cuerpo la onda de choque se va curvando. A una distancia considerable del cuerpo la onda de
choque se debilita lo suficiente como para ser considerada una onda de Mach (adquiriendo su
inclinación) en vez de una onda de choque. El vértice de la cuña es punto de impacto ya que el
flujo es subsónico inmediatamente delante de él.

Desde el punto de vista analítico existen varias dificultades para resolver este problema.
Una de ellas es que las ecuaciones diferenciales que gobiernan el flujo transónico son del tipo
mixto, es decir, son elípticas en la región de flujo subsónico e hiperbólicas en la región de flujo
supersónico. Además, las ecuaciones diferenciales son no lineales, parte del contorno (onda de
choque y línea sónica) que determina la región de flujo subsónico es parte de la solución y el
flujo por detrás de la onda de choque es rotacional. Las soluciones analíticas que se han encon-
trado implican asumir una serie de hipótesis y resolver el problema en el plano hodógrafo, lo
cual elimina algunas de las complicaciones. Las hipótesis que se asumen conducen a la teoría de
pequeñas perturbaciones para flujo transónico. Bryson[Bry51] compara los resultados analíti-
cos obtenidos en [VW52] por medio de dicha teoría con aquellos obtenidos experimentalmente.
De dicho trabajo se ha extraido la figura 7.2, la cual presenta el comportamiento de la distancia
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Figura 7.1: Angulo β de inclinación de la onda de choque vs. ángulo θ de desviación del flujo,
parametrizados en el Mach de la corriente libre (γ = 1.4).

de separación δ de la onda de choque con respecto al vértice de una cuña de cuerda c como
una función del número de Mach reducido de la corriente libre ξ∞ o parámetro de similaridad
transónica

ξ∞ =
M2

∞−1
[(γ+1) t/c]2/3 (7.1)

donde t/c = tan(θ). Se observa que la distancia de separación de la onda de choque crece
rápidamente para valores de ξ∞ . 1.2. Por otro lado, para los tres semiángulos de cuña que
se muestran en la figura 7.2 se observa que no existen diferencias notables en la distancia de
separación para el rango 1.0 . ξ∞ . 1.3. Teniendo en cuenta dicha apreciación y que el valor
del Mach reducido para las condiciones del flujo que se resuelven es ξ∞ ' 1.16, se puede inferir
que la distancia de separación es (δ/c)exp ' 0.4.

7.1.2. Solución numérica

Si se tiene en cuenta que el ángulo de ataque α es nulo, el problema puede ser resuelto
considerando simetría del flujo. La precisión en el cálculo de la solución obtenida en la vecindad
de la onda de choque puede ser evaluada, donde esta es normal a la corriente libre, por medio de
las relaciones de Rankine-Hugoniot. Estas relaciones vinculan las variables del flujo por delante
y por detrás de una onda de choque recta, normal u oblícua. De esta manera, las variables del
flujo inmediatamente detrás de la onda de choque (indicadas con el subíndice 2) sobre el eje de
simetría (y = 0) poseen los siguientes valores:
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Figura 7.2: Distancia de separación δ/c entre la onda de choque y el vértice de la cuña como
función del Mach reducido del flujo sin perturbar ξ∞.

M2(y = 0) = 0.701088 (7.2)
p2

p1
(y = 0) = 2.458333 (7.3)

ρ2

ρ1
(y = 0) = 1.86 (7.4)

Para resolver el problema numéricamente, resulta necesario imponer las siguientes condi-
ciones de borde (ver figura 7.3)

En la sección ĀB donde el flujo es entrante se fijan los valores de la presión p = 0.3176,
la densidad ρ = 1 y las componentes de la velocidad u = 1 y v = 0 . Observar que los
valores de las variables del flujo se encuentran escalados por conveniencia para realizar la
simulación. Los valores de referencia son: ρre f = 1.225kg/m^3, ure f = 340m/s y pre f =
101325Pa.

Los contornos B̄C y C̄D del dominio computacional donde el flujo es saliente quedan
libres, es decir que no se impone condición de borde alguna en ellos.

Sobre el tramo del contorno D̄E que representa al contorno sólido de la cuña se impone
la condición de no penetración del flujo. Esto significa que la componente de la velocidad
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normal a la superficie de la cuña, evaluada sobre los puntos del contorno ΓD̄E debe ser
cero (Ṽ ·n) |ΓD̄E

= 0.

La condición de simetría a lo largo del contorno ĒA implica que no puede existir flujo en
la dirección normal a la línea de simetría, es decir (Ṽ ·n) |ΓĒA

= 0.

Si E es punto de impacto, entonces ~V (E) = 0.

Para la discretización inicial del dominio se utiliza una malla de elementos cuadriláteros que
consta de 496 nodos y 450 elementos. Dicha discretización se observa en la figura 7.3.

Figura 7.3: Discretización inicial del dominio computacional y condiciones de borde.

Los elementos a refinar se seleccionan utilizando como criterio al indicador de error basado
en el gradiente de la solución discreta dado por la Ec.(3.2). Como variable indicadora se elige a
la presión. Luego, los elementos seleccionados para refinar son aquellos tales que

c1 ·máx
e

(‖ ∇e p ‖ ·he)≤‖ ∇p ‖ ·h (7.5)

donde el máximo se aplica a todos los elementos presentes en la discretización. El valor de la
constante c1 es ajustado ad-hoc a medida que se adapta la malla.

El criterio de selección anterior es complementado por aquél en el cual se tienen en cuenta
los valores nodales de la presión. Dado que las regiones de flujo transónico por detrás de la onda
de choque despegada se corresponden a valores de presión (escalados) mayores a 0.7, bajo este
criterio se seleccionan todos los elementos tales que sus cuatro vértices poseen un valor de la
presión mayor al indicado. El objetivo de esto es tratar de refinar, en las primeras adaptaciones,
una región del dominio más extensa y no sólo en la vecindad de la onda de choque. Esta región
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incluye a la línea sónica, a través de la cual el flujo vuelve a ser supersónico. Los resultados
experimentales [Bry51] indican que la línea sónica debe ubicarse inmediatamente antes del
punto de finalización del plano inclinado de la cuña. Por otro lado, en el último refinamiento
se seleccionan sólo los elementos que se encuentran sobre la onda de choque seleccionando los
elementos con el indicador del gradiente de presiones. Tanto la adaptación de la malla como el
flujo son resueltos secuencialmente.

7.1.3. Resultados

El procedimiento de solución adaptativo controlado por los criterios mencionados genera
las siguientes mallas1:

Primer refinamiento: 1141 nodos y 1044 elementos (Fig.7.4) - c1 ' 0.1 y pV ≥ 0.7.

Segundo refinamiento: 2851 nodos y 2670 elementos (Fig.7.5) - c1 ' 0.14 y pV ≥ 0.7.

Tercer refinamiento: 3251 nodos y 2991 elementos (Fig.7.6) - c1 ' 0.18.

Figura 7.4: Malla adaptada - Primera iteración.

La solución estacionaria para los campos de presión y número de Mach se presentan en las
figuras 7.7.a) y 7.7.b). Por otro lado, las soluciones correspondientes sobre el eje de simetría se
observan en las figuras 7.8.a) y 7.8.b).

Si se comparan los valores de las variables del flujo que se obtienen numéricamente con
aquellos que indican las relaciones de choque recto, se observa una buena concordancia entre

1Se indica el valor de la constante c1 utilizado para elegir los elementos en la malla previa.
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Figura 7.5: Malla adaptada - Segunda iteración.

Figura 7.6: Malla adaptada - Tercera iteración.
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Figura 7.7: Solución computada para la tercera iteración en el refinamiento.
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(a) Distribución de presiones sobre el eje de simetría.

(b) Distribución del número de Mach sobre el eje de simetría.

Figura 7.8: Soluciones sobre el eje de simetría hasta el punto de impacto de la cuña.

79



ambos resultados. Las relaciones entre los valores de las variables del flujo por delante y por
detrás de la onda de choque obtenidos numéricamente son los siguientes

p2

p1
' 0.795

0.32
= 2.484

ρ2

ρ1
' 1.9

M2 ' 0.685

Los errores porcentuales, calculados en relación a los valores teóricos, son: para la relación
de presiones 1 %, para la relación de densidades 2.1 % y para el Mach detrás de la onda 2.3 %.
En función de estos errores se puede inferir que al menos en esta región del campo de movi-
miento el flujo es resuelto con precisión. Por otro lado, en las figuras 7.8.a) y 7.8.b) se aprecia
que la onda de choque es resuelta en un espesor menor a 4 elementos de tamaño 1/16 el tamaño
de los elementos en la misma región de la malla de partida. Finalmente, si se analiza la posición
de la onda de choque sobre el eje de simetría, la distancia de separación obtenida en la simu-
lación es (δ/c)sim ' 1.0/2.65 = 0.377. Comparando este valor con aquél obtenido a partir de
los datos experimentales de la figura 7.2, se observa que la posición de la onda obtenida en la
simulación es correcta.

eδ =
(δ/c)sim− (δ/c)exp

(δ/c)exp
' 5.75% (7.6)
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7.2. Flujo transónico tridimensional estacionario alrededor
de un cuerpo cónico

En esta ocasión, se aplica el esquema de solución adaptativo al cálculo del flujo transónico
tridimensional, no viscoso y estacionario de un gas perfecto sobre un cuerpo cónico. Las carac-
terísticas del flujo que se desarrolla en la cercanía del cuerpo son tales que se presentan regiones
con carácter supersónico y subsónico. El objetivo que se plantea al resolver este ejemplo con-
siste en evaluar el estimador de error basado en la reconstrucción del gradiente que se describe
en la sección 3.2.1 de esta tesis. En principio, se desea determinar si el método implementado
permite detectar adecuadamente las regiones de la malla que deben ser refinadas. Para evaluar la
precisión en el cálculo de la solución computada se recurre a resultados procedentes de ensayos
experimentales.

7.2.1. Descripción del problema

El problema del flujo supersónico alrededor de cuerpos geométricos simples ha sido bien
analizado, en sus inicios por experimentos en túneles de viento y luego por métodos teóricos
como el método de las características y el plano hodógrafo[Sha53]. Sin embargo, el método
teórico no permite resolver todos los regímenes posibles del flujo transónico. En [Sol54] se
presentan resultados de una investigación experimental del flujo transónico sobre cuerpos que
poseen una punta cónica y que continuan en forma cilíndrica, tal como el ilustrado en la figura
7.9.

Se ha determinado que es posible encontrar una solución al problema del flujo supersónico
sobre un cuerpo cónico aplicando el método de las características, pero la misma deja de ser
válida cuando el flujo sobre la superficie del cono es subsónico. Es más, para un ángulo dado
del cono θc no existe una solución teórica si el Mach de la corriente libre M∞ disminuye por
debajo de un determinado valor. Este valor de M∞ se corresponde con la condición para la cual
la onda de choque que se forma en el vértice del cono comienza a despegarse. Varios resultados
experimentales sobre la distancia de despegue de la onda de choque han sido recopilados en
[Sol54] y son reproducidos en la figura 7.10. En la misma se observa que la posición de la
onda de choque despegada depende solamente del diámetro d del cono cuando la distancia que
separa a la onda del vértice es grande. Por otro lado, cuando la onda de choque se encuentra
cerca del vértice del cono, entonces también existe una dependencia en el ángulo del cono θc.
Además, los resultados experimentales determinan que existen situaciones en las cuales una
onda de choque curva pegada al vértice del cono es capaz de proporcionar los gradientes de
presiones necesarios como para desviar el flujo cerca del vértice del cono y que esto ocurre a
valores de M∞ menores a los que indica la teoría para que ocurra el despegue de la onda de
choque. En definitiva, los experimentos permiten afirmar únicamente que el despegado de la
onda de choque, para un ángulo dado del cono, no puede ocurrir para valores de M∞ mayores
a los que indica la teoría. O bien, para un M∞ dado, la separación de la onda de choque puede
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ocurrir para ángulos del cono algo más grandes a los que indica la teoría, pero no menores.
El régimen del flujo transónico que se pretende resolver en forma numérica es aquél indica-

do en línea de trazo discontinuo en la gráfica de la figura 7.10. Por lo tanto, es de esperar que el
choque se encuentre despegado del vértice del cono, tal como lo muestran las figuras 7.9 ó 7.11.
Estas figuras se incluyen sólo a los fines de mostrar cuál es el patrón del flujo que se espera.

Figura 7.9: Patrón del flujo para un cuerpo cónico-cilíndrico en una corriente libre supersónica
en el infinito obtenido con la técnica de interferograma - Ref [Sol54].

7.2.2. Solución numérica

El cálculo de la solución en forma adaptativa se inicia a partir de una malla no estruc-
turada de tetraedros que posee 165688 elementos y 30873 nodos, generada con el software
Netgen[SGG04]. Esta malla posee una distribución en el tamaño de sus elementos tal que los
mismos se hacen más pequeños en la vecindad del vértice del cono. Se destaca que el cuerpo
cónico no continua en un cilindro, tal cual se muestra en la figura 7.11, sino que la base del cono
es coincidente con la sección de salida del flujo. De esta manera, la expansión que se observa
cuando el flujo pasa del tramo cónico al cilíndrico no estará presente en la simulación numérica.

El dominio computacional es cilíndrico y su eje de simetría es coincidente con el eje del
cono. La figura 7.12 presenta el detalle de un corte de la malla de partida en la región del cono.
El semiángulo del cono es θc = 35o, el Mach del flujo en la corriente libre es M∞ = 1.4 y el cono
presenta un ángulo de incidencia α = 0o. Para estas condiciones del problema los resultados de
los ensayos experimentales que se observan en las figuras 7.9 y 7.10 permiten evaluar ciertas
características del flujo tales como el patrón de ondas que se desarrolla alrededor del cuerpo y
la posición de la onda de choque despegada.
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Figura 7.10: Posición δ de la onda de choque respecto del punto sónico para distintas configu-
raciones θc y Mach de la corriente libre. Resultados experimentales.

Figura 7.11: Campo de Mach obtenido del análisis posterior de un ensayo interferométrico -
Ref [Sol54].

83



Figura 7.12: Corte de la malla de partida sobre un plano de simetría.

El flujo es resuelto en forma tridimensional aún cuando presenta simetría axial. Las ecua-
ciones de Euler 3-D se resuelven en paralelo, utilizando 15 procesadores, con el código de
advección-difusión implementado en PETSc-FEM. Las condiciones de borde que se imponen
para resolver el problema son las siguientes:

Dado que el flujo en la sección de entrada es supersónico, se fijan los valores de todas
las variables en dicha sección. Estos valores, escalados por conveniencia, son los siguien-
tes: densidad ρ = 1, componente de la velocidad en la dirección del eje de simetría (eje
X) u = 1, componentes de la velocidad en las direcciones perpendiculares (ejes Y y Z)
v = 0, w = 0, presión p = 0.364. Los valores de referencia son: ρre f = 1.225kg/m^3,
pre f = 101325Pa, y Tre f = 288K y Vre f ' 340m/s. Por otro lado, dado que los resultados
experimentales indican que el flujo subsónico se ve confinado a aquella región limitada
por la superficie sónica y el vértice del cono, la sección de salida del flujo debería ser to-
talmente supersónica. Por este motivo en la sección de salida no se fija el valor de ninguna
variable del flujo.

Ya que se asume que el flujo es no viscoso, se impone la condición de deslizamiento
~V ·~n = 0 sobre la superficie del cono. Para gestionar dicha condición de borde, el proce-
dimiento de adaptación requiere la lista de nodos que se encuentra sobre la superficie del
cono (ver sección 6.4). Esta lista de nodos también es utilizada para modificar las coor-
denadas de los nodos que surgen sobre las aristas que pertenecen a la superficie del cono
en la etapa de pos-refinamiento.

Las condiciones iniciales para las variables del flujo en todo el dominio son coincidentes con
los valores fijados en la sección de entrada. El criterio de selección de los elementos a refinar
utiliza la norma-L2 del error en el gradiente, es decir que se refinan todos aquellos elementos
tales que
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0.15 ·
Nel

máx
K=1

(‖ e ‖L2(ΩK)) ≤ ‖ e ‖L2(ΩK) (7.7)

≤ ‖ Gu−∇uh ‖2
L2(ΩK) (7.8)

donde la variable del flujo u elegida para evaluar el error en el gradiente es el número de Mach.
Se estipula un máximo de 3 niveles de refinamiento.

7.2.3. Resultados

Se analiza si el patrón de ondas obtenido en la simulación numérica se corresponde con los
resultados experimentales que se presentan en las figuras 7.9 y 7.11. La figura 7.14 presenta la
solución estacionaria para el número de Mach sobre la malla más refinada. En ella se observa
que efectivamente se establece una onda de choque curva que se encuentra despegada del vértice
del cono. Tal como lo indican los resultados experimentales, para esta condición del flujo el
Mach sobre toda la superficie del cono es subsónico. La región de flujo subsónico se ve limitada
por la superficie sónica (M = 1) y la superficie del cono. Sin embargo, a diferencia de lo que
indican los resultados experimentales para las condiciones dadas del flujo (patrón de flujo dado
en la figura 7.11), la superficie sónica no se origina en la onda de choque sino que parte desde el
vértice del cono y finaliza en la intersección de la superficie cónica con la sección de salida de
flujo. Luego existe una región de flujo supersónico entre la onda de choque y la superficie sónica
que se asemeja más al cuadro que se presenta en la figura 7.13. Dicho patrón para la línea sónica
se corresponde con la situación donde la onda de choque curva se encuentra pegada al vértice

del cono. Los resultados experimentales que se presentan en Ref.[Sol54] permiten determinar
la existencia de este flujo, en el que ocurre una compresión del flujo de supersónico a subsónico
entre la onda de choque y la superficie sónica sin la presencia de choques (esta situación se
conoce con el nombre de shock-free compression) y se corresponde con un número de Mach
de la corriente libre mayor al utilizado en la simulación pero a la vez menor al que predicen
los resultados experimentales de la figura 7.10, a partir del cual la onda de choque se pega al
vértice del cono y comienza a ser válida la solución teórica de flujo cónico (M∞,attachment '
1.67). Además, y coincidiendo con las observaciones experimentales, la compresión shock-free
ocurre precisamente cuando la región de flujo subsónico está completamente encerrada por la
superficie sónica y la superficie del cuerpo.

La figura 7.15 presenta las isosuperficies de Mach para los valores M = 1.39 y M = 1.0
correspondientes a la solución computada sobre la malla con mayor refinamiento, indicando
respectivamente las posiciones de la onda de choque y de la superficie sónica. También se
observa la simetría del flujo obtenida en la simulación.

Por otro lado, se evalúa la posición de la onda de choque sobre el eje de simetría. Para ello
se cuenta con información obtenida a partir de ensayos experimentales, la cual es resumida en
la figura 7.10. En ella se indica que para un ángulo del cono θc = 35o y para un número de
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Figura 7.13: Posición de la línea sónica para la onda de choque curva pegada al vértice del cono
- Ref [Sol54].

Figura 7.14: Líneas de contorno para el número de Mach - Solución correspondiente al máximo
nivel de refinamiento.
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Figura 7.15: Isosuperficies de Mach para la superficie sónica M = 1.0 y el frente de onda M =
1.39 - Solución correspondiente al máximo nivel de refinamiento.

Mach de la corriente libre igual a M∞ = 1.4, el parámetro δ/d ' 0.8, donde δ es la distancia
medida desde la base del cono hasta la posición de la onda de choque sobre el eje de simetría y
d es el diámetro de la base del cuerpo cónico. Dado que el cono que se utiliza en la simulación
numérica posee un diámetro d = 0.8, entonces se tiene que δ ' 0.64. El detalle del flujo en el
vértice del cono que presenta la figura 7.16 permite observar que la posición de la onda obtenida
en forma numérica es δnum ' 0.625, donce se considera que la posición de la onda está dada por
la isolínea de Mach correspondiente al valor 1.39. En este sentido, se observa que existe una
buena concordancia entre los resultados numéricos y experimentales.

En las figuras 7.17, 7.18 y 7.19 se pueden observar los cortes en el plano xz de las mallas
obtenidas con el procedimiento de adaptación. Si estas se comparan con las figuras 7.20, 7.21 y
7.22, correspondientes al gradiente de Mach reconstruido con el procedimiento que se describe
en la sección 3.2.1, se concluye que el refinamiento localizado de la malla no se produce úni-
camente en las regiones con los gradientes más grandes. Dado que el criterio de selección no
es el indicador de error basado en el gradiente sino aquél dado por la Ec.7.7, se concluye que
este último resulta más efectivo que el primero. A los fines de poder comparar ambos criterios
se incluyen las figuras 7.23, 7.24 y 7.25. En ellas se presentan en mapas de colores la norma-L2
del error local en el gradiente de Mach para las soluciones obtenidas sobre la malla base, con
uno y dos niveles de refinamiento respectivamente. Observar en las escalas de colores de dichas
figuras que el valor máximo de la ‖ e ‖L2(ΩK) disminuye a medida que aumenta el grado de refi-
namiento de la malla. Por otro lado, si se hubiera utilizado el indicador basado en el gradiente,
entonces los elementos seleccionados para refinar se hubiesen concentrado preferentemente en

87



Figura 7.16: Detalle de las líneas de contorno de Mach en el vértice del cono.

la vecindad del vértice del cono, mientras que la región del flujo transónico más alejada de la
onda no hubiese sido refinada (tener en cuenta que en la escala de colores del gradiente de Mach
se ha utilizado un valor de corte igual a 1.0e+5 y que la misma ha sido saturada en los valores
más bajos de la escala para poner en evidencia las regiones del flujo donde el gradiente de Mach
posee valores pequeños).

Finalmente, las figuras 7.26 y 7.27 permiten comparar los cambios que se obtienen en los
campos de Mach y presiones cuando se calcula la solución estacionaria sobre una malla idéntica
a la malla base utilizada en el procedimiento adaptativo y cuando se aplica dicho esquema de
adaptación con tres refinamientos. En ambos casos el flujo es resuelto con mayor precisión si se
utiliza el esquema adaptativo, especialmente en la región comprendida entre la onda de choque
y la línea sónica.

7.2.4. Calidad de la mallas adaptadas

La calidad de las mallas obtenidas con el procedimiento de adaptación es evaluada siguiendo
los lineamientos que se describen en la sección 2.2. De esta manera, se considera que la distri-
bución de la calidad de los elementos evaluada mediante la métrica de calidad η(T ) dada por la
ecuación (2.14) sigue una distribución normal. Luego, la tabla 7.1 presenta un resumen de los
valores que caracterizan a estas distribuciones. Se observa que la calidad mínima de las mallas
no disminuye con los refinamientos, por lo cual esta medida no es suficiente para caracterizar la
calidad de las mallas en este caso. Sin embargo, tanto los valores de la calidad media como los
de la desviación estándar mejoran respecto de los de la malla de partida (aproximadamente 2 %
de incremento para η̄ y 9 % de disminución en la ηStd). Las figuras 7.28 a), b), c) y d) presentan
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Figura 7.17: Corte en un plano de simetría de la malla adaptada - Primer refinamiento.

Figura 7.18: Corte en un plano de simetría de la malla adaptada - Segundo refinamiento.
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Figura 7.19: Corte en un plano de simetría de la malla adaptada - Tercer refinamiento.

Figura 7.20: Gradiente de Mach reconstruido sobre la malla base.
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Figura 7.21: Gradiente de Mach reconstruido sobre la malla con un nivel de refinamiento.

Figura 7.22: Gradiente de Mach reconstruido sobre la malla con dos nivel de refinamiento.
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Figura 7.23: ‖ e ‖L2(ΩK) obtenida por reconstrucción del gradiente sobre la malla base.

Figura 7.24: ‖ e ‖L2(ΩK) obtenida por reconstrucción del gradiente sobre la malla con un refina-
miento.
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Figura 7.25: ‖ e ‖L2(ΩK) obtenida por reconstrucción del gradiente sobre la malla con dos refi-
namientos.

los histogramas con las distribuciones de la métrica de calidad de los elementos para las cua-
tro mallas utilizadas, a los cuales se superponen las curvas que representan las correspondientes
distribuciones normales. Por lo tanto, se concluye que en este ejemplo y respondiendo al criterio
de calidad de malla que aquí se utiliza, la calidad de la malla se conserva.

Malla Nro de nodos Nro de elementos η̄ ηmin ηStd

partida 30873 165688 0.8109 0.3673 0.1080
primer refinamiento 37024 190566 0.8113 0.3673 0.1071

segundo refinamiento 76090 371782 0.8175 0.3672 0.1026
tercer refinamiento 209264 1035585 0.8261 0.3672 0.0982

Cuadro 7.1: Análisis estadístico sobre de calidad de las mallas - Flujo transónico alrededor de
un cono.
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(a) Malla fija.

(b) Malla con 3 refinamientos.

Figura 7.26: Comparación de las soluciones para el número de Mach.
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(a) Malla fija.

(b) Malla con 3 refinamientos.

Figura 7.27: Comparación de las soluciones para la presión.
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(d) Tercer refinamiento

Figura 7.28: Histogramas con la distribución de la métrica de calidad η para los elementos de
las mallas utilizadas en la simulación.
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7.3. Arranque del flujo axisimétrico en una tobera acampa-
nada

En este ejemplo se aplica la estrategia de adaptatividad desarrollada para problemas no es-
tacionarios en la simulación del flujo transitorio que se desarrolla en el interior de una tobera
cuyo contorno posee una forma campanada, tal como la que se presenta en la figura 7.29. El
objetivo que tiene este ejemplo es comprobar si la mencionada estrategia es capaz de “seguir”
con el refinamiento / desrefinamiento el desplazamiento de las onda de choque que se forman en
el divergente de la tobera. Luego se comparan los resultados obtenidos con resultados corres-
pondientes a otra simulación en la cual se utiliza una malla fija “equivalente”. Se analiza la
estabilidad en la solución y la precisión con la que se definen las discontinuidades. También se
comparan ambos procedimientos de solución desde el punto de vista del esfuerzo computacio-
nal requerido.

Figura 7.29: Tobera acampanada de un motor cohete de propulsión líquida.

7.3.1. Descripción del problema

La teoría de la dinámica de gases establece que para ciertas condiciones de los valores de
estancamiento en la cámara de combustión y en la atmósfera de descarga, se alcanza la condi-
ción sónica en la sección de garganta de la tobera. Si además la tobera se encuentra funcionando
en la condición de diseño o se halla sub-expandida, entonces el flujo que se desarrolla en todo
el divergente de la tobera es supersónico y no se presentan ondas de choque estacionarias. En
este caso, las variables del flujo responden únicamente a la relación que existe entre el área de
la sección transversal al flujo considerada y el área de la sección de garganta (sección crítica).

En el transitorio, durante el arranque del propulsor, se genera un patrón de ondas de cho-
que no estacionarias que se desplazan hacia la sección de salida de la tobera. Estas ondas son
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las que inician el flujo en el interior de la tobera. Resulta de interés en estudios aeroeslásticos
(no incluidos en esta tesis) estudiar la evolución del flujo en el transitorio, ya que a los fines
de reducir el daño estructural los diseñadores de toberas para este tipo de propulsores desean
reducir al mínimo posible el tiempo de arranque del flujo en la tobera. Asumiendo que el arran-
que del motor cohete se produce casi instantáneamente, entonces los fenómenos que ocurren
se asemejan a los que aparecen en las toberas utilizadas en tubos de choque, es decir, se gene-
ra una onda de choque primaria que se propaga por el interior de la tobera con una velocidad
que va en disminución como resultado del aumento de la sección transversal en el divergente.
A su vez, se genera una expansión aguas abajo de la sección de entrada del flujo. Luego se
forma un choque secundario entre el choque primario y la sección crítica de la tobera, que se
mueve aguas arriba en relación al flujo. Dicha onda aparece para empalmar dos regiones del
flujo, una con alto número de Mach y baja presión generada en la zona donde se produce la
rápida expansión del flujo, y otra con un flujo a bajo número de Mach y alta presión que se
genera detrás del choque primario. Debido a que el choque primario se desacelera, las carac-
terísticas en el flujo pos-choque primario se vuelven convergentes resultando en la formación
del choque secundario[CS04]. El arranque exitoso de la tobera y el establecimiento del flujo
cuasi-estacionario ocurre cuando este choque secundario es arrastrado aguas abajo, afuera de la
tobera. Si esto no ocurre por no ser suficientemente elevada la velocidad del flujo entrante, el
arranque de la tobera falla y el choque secundario puede retroceder hasta la sección de garganta
de la tobera. En este caso no se tiene más la condición de flujo sónico en la garganta y el flujo
es completamente subsónico en la tobera.

7.3.2. Solución numérica

Se propone resolver el problema aplicando ambas la estrategia de adaptación de mallas para
problemas no estacionarios y una malla fija. A los fines de comparar las soluciones y el costo
computacional involucrado en la resolución del problema, la malla fija se genera de forma tal
que su tamaño sea aproximadamente igual al de la malla adaptada que posee mayor número
de elementos. El costo computacional se analiza desde el punto de vista del tiempo reloj que
demanda el cálculo de la solución.

El problema es modelado bajo la hipótesis de flujo axisimétrico. Dado que el solver resuelve
las ecuaciones de Euler en 3-D, se deben imponer restricciones que garantizan la simetría axial
del flujo. La malla que discretiza al dominio computacional se obtiene a partir de la extrusión en
la dirección circunferencial en un ángulo φ, de una malla de cuadriláteros en el plano xy. Luego
la malla sobre la que se resuelve el flujo está formada por hexaedros, con un único hexaedro en
la dirección circunferencial. Los elementos que se encuentran sobre el eje de simetría poseen
forma de cuñas debido al colapsado de las aristas que coinciden con el eje de simetría. La figura
7.30 presenta un esquema del problema.

Además, se asume que el flujo es compresible y no viscoso, aún cuando se sabe que la
viscosidad juega un papel importante en la evolución de la capa límite que se desarrolla sobre
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Figura 7.30: Disposición esquemática del problema.

el contorno de la tobera. Pero ya que el propósito principal de este ejemplo es determinar si la
estrategia de adaptación es capaz de seguir las ondas de choque en su desplazamiento por el
divergente de la tobera, se admite que el flujo sea no viscoso.

Por otro lado, las condiciones iniciales para las variables del flujo en todo el dominio compu-
tacional son (ρini = 0.0018kg/m3, uini = 0m/s, pini = 143Pa, Tini = 262K), mientras que el coefi-
ciente isoentrópico del gas es γ = 1.17. La simetría axial del campo de movimiento se garantiza
imponiendo las siguientes condiciones de borde,

Condición de no penetración ~V ·~n = 0 sobre el contorno sólido (pared de la tobera) DC y
sobre el eje de simetría AB.

Condiciones de borde dinámicas [SNPD08] en la sección BC de salida de la tobera.

Flujo axial en la sección de la garganta (la componenteVx = 0 en la sección AD).

Presión y densidad constantes sobre la sección de garganta. Ambas se incrementan lineal-
mente en el tiempo, desde los valores ambientes hasta los valores ρ0 = 0.47541kg/m3 ,
p0 = 0.6MPa y T0 = 4170K. Se asume que el transitorio hasta alcanzar dichos valores
tiene una duración igual a t = 5µs.

Se considera que no existe flujo en la dirección circunferencial (Vφ = 0).

Existe periodicidad circunferencial de todas las variables del flujo en todos los puntos
del dominio. Esto significa que las variables escalares tales como la presión y densidad
deben ser iguales para los puntos F y F ′ de la figura 7.30, mientras que las cantidades
vectoriales como la velocidad se encuentran afectadas por la matriz de rotación que se
utiliza para rotar la malla de cuadriláteros en el plano xy por el ángulo φ.

Las condiciones de la simulación se corresponden con el funcionamiento de la tobera en el régi-
men sub-expandido, por lo cual se espera que ambas ondas de choque se desplazen rápidamente
hacia la sección de salida. Durante el transitorio para los valores de las variables del flujo en la
sección de garganta, el cálculo del flujo se realiza con un número de Courant relativamente bajo
(Cou = 0.2). Una vez que se ha establecido el flujo en la garganta de la tobera y que la onda de
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choque ha viajado una distancia considerable aguas abajo en el divergente, el valor del Courant
se incrementa a Cou = 1.

Los elementos que se seleccionan para refinar se eligen utilizando del indicador de error
basado en la magnitud del gradiente elemental de la velocidad. Para ello se calcula el módulo
de la velocidad U =

√
u2 + v2 + y2 y se computa la magnitud del gradiente elemental de dicho

campo escalar ‖∇eU ‖. Luego, los elementos que se seleccionan para refinar son aquellos tales
que

c1 ≤
‖ ∇eU ‖

máxe=1...Nel ‖ ∇eU ‖
(7.9)

donde Nel es el número de elementos que discretizan el dominio del problema y el valor
de c1 ' 0.1 permanece constante durante todo el procedimiento de solución. Se utiliza una
frecuencia de adaptación de la malla igual a nstep=5 pasos de tiempo, es decir que cada 5
pasos de tiempo la malla es adaptada sobre último estado obtenido por el solver.

Finalmente, teniendo en cuenta las condiciones iniciales del problema y los valores de las
variables del flujo en la sección de garganta, se puede estimar el tiempo que demorará la onda
de choque primaria en salir del divergente. De esta manera, si se plantea el problema de una
onda de choque no estacionaria con los valores de las variables del flujo por delante de la onda
ρ1 = 0.0018Kg/m^3, u1 = 0m/s, p1 = 143Pa, T1 = 262K y aguas abajo de la misma ρ2 =
0.475Kg/m^3, p2 = 0.6MPa, T2 = 4170K, M2 = 1, se obtiene una velocidad de desplazamiento
de la onda US ' 2430m/s. Luego, teniendo en cuenta que la longitud de la tobera es L' 1.775m
se determina que la onda demorará aproximadamente 0.73ms en alcanzar la sección de salida.
Evidentemente, por las explicaciones dadas en la descripción del problema, la onda de choque se
desacelera a medida que viaja por el divergente y tampoco se tiene en cuenta en dicha estimación
la presencia de la onda de choque secundaria. Sin embargo, la estimación resulta útil a los fines
de tener una idea acerca del tiempo de simulación.

Las ecuaciones de Euler son resueltas en PETSc-FEM utilizando 10 procesadores del cluster

Aquiles y se prescribe un único nivel de refinamiento para toda la simulación.
La malla base que se utiliza en el procedimiento de solución adaptativo está constituida por

9330 elementos y 9672 nodos. La misma es generada prescribiendo elementos más pequeños
en la región de la garganta de la tobera, siendo que el tamaño de los elementos se estima como
el radio del círculo circunscrito para el cuadrilátero en el plano xy. La figura 7.31 presenta la
distribución del tamaño de los elementos para la malla base.

Por otro lado, la malla fija sobre la que se calcula la solución sin utilizar el procedimiento
adaptativo presenta una distribución en el tamaño de sus elementos similar a la de la malla base,
pero posee 11430 elementos y 11842 nodos. El tamaño de la malla fija es igual al tamaño de
la malla más grande obtenida durante el cálculo adaptativo de la solución. Los criterios por los
cuales se utiliza una malla fija de este tamaño son costo y precisión en el cálculo de la solución.
Es decir, se desea utilizar una malla fija tal que la precisión con la que se resuelve el flujo y el
costo computacional sean comparables a los que se obtienen con el procedimiento de solución
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adaptativo. Luego, se tienen en cuenta los siguientes aspectos: a) si bien el mayor tamaño de la
malla implicaría un mayor costo de solución de las ecuaciones del flujo, los costos asociados a
la adaptación de la malla y a reiniciar el cálculo de la solución cada nstep pasos de tiempo no
están presentes cuando se utiliza la malla fija, b) si bien el número de elementos en la simulación
adaptativa es siempre menor o igual que el de la malla fija, en la primera los elementos que se
agregan se localizan en las regiones de interés (sobre las ondas de choque) mientras que en la
segunda se encuentran distribuidos en toda la malla, c) finalmente, si se utilizara una malla fija
que con el mismo grado de refinamiento que el que se obtiene adaptando la malla base, entonces
la malla fija debería poseer 37320 elementos, lo que penalizaría en un costo mayor respecto del
cálculo adaptativo.
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Figura 7.31: Distribución del tamaño de los elementos en la malla base sobre el plano xy.

7.3.3. Resultados

Se comparan los perfiles de la velocidad axial sobre el eje de simetría de la tobera corres-
pondientes a distintos instantes de tiempo, obtenidos con ambos procedimientos de solución.
En primera instancia, se observa en la figura 7.32 que se obtiene una mejor definición de ambos
choques cuando se utiliza el procedimiento adaptativo. También se ve que el overshoot en la
velocidad axial que ocurre inmediatamente detrás de la onda de choque secundaria para los ins-
tantes t=0.5ms y t=0.6ms en la solución obtenida con la malla fija no se observa en la solución
obtenida con la malla adaptada. Se menciona que debido al escalado de las variables del flujo
utilizado para resolver el problema numéricamente, la magnitud de la velocidad en la figura
7.32 debe ser multiplicada por el valor de referencia Vre f = 1215.16m/s para obtener los valores
reales (esta velocidad de referencia es igual a la velocidad del sonido para las condiciones del
flujo en la sección de garganta).

Si se analiza el campo de movimiento en su totalidad, se puede ver que también existen
diferencias en el flujo. Las figuras 7.33 y 7.34 presentan el campo para el módulo de la velocidad
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Figura 7.32: Comparación de la velocidad axial sobre el eje de la tobera.

en los instantes t = 0.35ms y t = 0.6ms. De ambas figuras se puede concluir que los choques son
resueltos con mayor precisión cuando se utiliza el procedimiento adaptativo. La región indicada
en color blanco sobre el choque secundario, en las figuras correspondientes a las soluciones
obtenida con la malla fija, indica la zona donde ocurre el overshoot en el módulo de la velocidad.
En este sentido, se podría pensar que el procedimiento de solución adaptativo agrega difusión
al esquema numérico. Sin embargo, las discontinuidades son resueltas con mayor precisión.

Las figuras 7.35.a) y 7.35.b) presentan el detalle de la malla adaptada para ambos instantes
de tiempo. En la figura correspondiente al instante de tiempo t=0.35ms se observa que el gra-
diente del módulo de la velocidad sobre el choque secundario no es lo suficientemente grande,
en relación a la cota impuesta por la constante c1 utilizada en la ecuación (7.9) a los fines de
disparar el refinamiento sobre dicha discontinuidad en el flujo.

La simulación adaptativa utiliza 2280 pasos de tiempos hasta que la solución alcanza el
estado cuasi-estacionario (para que la onda de choque secundaria salga del divergente de la
tobera), mientras que la solución obtenida con la malla fija requiere 2219 pasos de tiempo. El
hecho de que la solución obtenida con el procedimiento adaptativo requiera una mayor cantidad
de pasos de tiempo se debe a la restricción en el tamaño del paso de tiempo por el uso de la
condición CFL y al refinamiento en las regiones del flujo donde la velocidad de propagación
de las perturbaciones es más grande (ondas de choque). Luego, para ambas simulaciones se
encuentra que la onda de choque primaria alcanza la sección de salida para t ' 0.6ms mientras
que la onda de choque secundaria lo hace para t ' 0.7ms. Si se tiene en cuenta el tiempo
estimado de t = 0.73ms se puede concluir que existe una buena concordancia entre estos valores,
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(a) Solución adaptativa.
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(b) Solución malla fija.

Figura 7.33: Comparación del módulo de la velocidad para t=3.5e-4s.
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(b) Solución malla fija.

Figura 7.34: Comparación del módulo de la velocidad para t=6.0e-4s.

104



y

x

1 1.2 1.4
0

0.2

0.4

0.6

(a) Malla adaptada en t=3.5e-4s.

y

x

1.2 1.4 1.6 1.8
0

0.2

0.4

0.6

(b) Malla adaptada en t=6.0e-4s.

Figura 7.35: Malla adaptada para distintos instantes de tiempo.
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aunque la onda de choque primaria en la simulación ha viajado con una velocidad media mayor
a la estimada en los cálculos previos.

Por otro lado, a los fines de evaluar si presenta alguna ventaja utilizar el procedimiento de
cálculo adaptativo, se miden los tiempos reloj requeridos por ambos procedimientos de solu-
ción, los cuales se resumen en la tabla 7.2.

tiempo hh:mm Sol. Adaptativa Sol. Malla Fija
flujo 7:49 9:06

adaptación 0:48 —–
total 8:37 9:06

Cuadro 7.2: Comparación del tiempo reloj requerido para resolver el flujo axisimétrico en una
tobera.

Se observa que el tiempo reloj demandado por el procedimiento de solución adaptativo es
~30 minutos inferior al requerido por el procedimiento que utiliza la malla fija, mientras que el
tiempo para adaptar la malla representa aproximadamente el 10 % del tiempo total de solución.
Luego, el costo para resolver el flujo, realizar la adaptación de la malla, más el overhead para
reiniciar el cálculo de la solución cada nstep pasos de tiempo (incluido en el tiempo para
resolver el flujo) en el procedimiento adaptativo es menor al costo para resolver el flujo con una
malla fija “comparable”.
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Figura 7.36: Evolución del tamaño del problema para el procedimiento adaptativo.

El comportamiento en el número de elementos de la malla se adjudica a la geometría del
problema, a la distribución no uniforme en el tamaño de los elementos y a la evolución misma
de las estructuras del flujo que modifican la cantidad de elementos seleccionados para refinar
en cada paso de adaptación.
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7.4. Onda explosiva esférica (Problema de Taylor-Sedov)

La aplicación del esquema de solución adaptativo al siguiente problema persigue dos obje-
tivos. El primero consiste en evaluar la performace del código implementado en C++ en refe-
rencia al tiempo de procesamiento para un problema no estacionario 3D. Para ello, se analiza en
qué medida el algoritmo de refinamiento de mallas (ver figura 6.9) escala respecto del tamaño
del problema y cuál es el esfuerzo computacional requerido por dicho procedimiento.

El segundo objetivo consiste en analizar si existen beneficios en cuanto a la precisión en
el cálculo de la solución con esta estrategia de adaptación. De forma similar al problema del
arranque del flujo en la tobera, se utilizan: a) el procedimiento de adaptación propuesto y b)
una malla fija. Se analiza si la estrategia de adaptación de mallas introduce inestabilidades en la
solución y en qué medida permite resolver las discontinuidades del flujo con precisión.

Se elige el problema de la explosión esférica por haber sido extensamente estudiado y resuel-
to en forma analítica y mediante métodos aproximados[Fre74, VLB96, Hut00, Rem03, Wal04,
KAKY06]. Además, el mismo no presenta complejidad en cuanto a la geometría involucrada.

7.4.1. Descripción del problema

Se describe el problema que plantea el cálculo del flujo generado por la propagación de una
onda explosiva esférica originada por una fuente explosiva puntual, en un medio con condicio-
nes de presión y densidad uniformes. Al producirse una explosión, inicialmente se genera y se
propaga una onda de choque debido al salto abrupto en las condiciones de presión y densidad
entre el foco donde se origina la explosión y el medio circundante. A esto le sigue la genera-
ción de una expansión en el foco de la explosión. El campo de movimiento está caracterizado
por una onda de choque esférica que viaja a velocidad supersónica en el medio y por un flujo
subsónico detrás de la misma, seguida de una expansión. De esta manera, se define como onda

explosiva a la estructura del flujo que se forma cuando la expansión que se genera en el centro
de la explosión evoluciona de tal forma que alcanza y supera a la onda de choque, haciendo que
esta se debilite y finalmente desaparezca a medida que se propaga en el medio. Existen varias
causas por las cuales se puede producir este fenómeno. En el caso particular de análisis, la cau-
sa se corresponde con el aporte de energía en forma limitada. Fenómenos de este tipo ocurren
frecuentemente en la naturaleza. Ejemplos de ello son:

Supernova remnants: si bien inicialmente producen frentes de choques y no ondas explo-
sivas, cuando la presión interior se reduce y el material interestelar acumulado o barrido
por el frente de choque excede a la masa de la estrella misma, los restos de la supernova
desarrollan una estructura del tipo onda explosiva esférica.

La descarga de energía producida por un rayo durante una lapso de tiempo muy breve en
el trayecto recorrido por el mismo. En este caso se puede considerar que la onda explosiva
posee simetría cilíndrica en vez de esférica.
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Explosiones en la atmósfera (figura 7.37) o de cargas de profundidad.

Figura 7.37: Explosión esférica en la atmósfera.

Las ondas explosivas esféricas también se conocen con el nombre de ondas explosivas de
Taylor-Sedov ya que ambos, los físicos G.I. Taylor y L.I. Sedov, fueron los primeros en analizar
el comportamiento de las mismas[Tay46, Tay50a, Tay50b, Sed59]. A partir de dichos análisis,
proponen que la solución del problema sea del tipo auto-similar. Esto quiere decir que los per-
files de la solución son independientes del tiempo y que sólo se ven afectados por una escala
espacial que es función del tiempo. En este caso la escala espacial elegida es la posición radial
R(t) del frente de la onda de choque. Luego, la variable de similaridad que se utiliza es ξ = r/R

donde 0≤ ξ≤ 1.
Las ecuaciones que describen este movimiento son las de continuidad, cantidad de movi-

miento y energía (ecuaciones de Euler) para un flujo no viscoso y compresible expresadas en
coordenadas radiales. Si además se considera que el gas se comporta como un gas perfecto,
entonces se tiene para el caso esférico que las ecuaciones se reducen a la siguiente forma

∂ρ

∂t
+

1
r2

∂

∂r

(
r2

ρu
)

= 0 (7.10)

∂u
∂t

+u
∂u
∂r

+
1
ρ

∂p
∂r

= 0 (7.11)

∂p
∂t

+u
∂p
∂r
− c2

s

(
∂ρ

∂t
+u

∂ρ

∂r

)
= 0 (7.12)
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donde cs =
√

γℜT es la velocidad del sonido en el medio, γ es el coeficiente isoentrópico del
gas, ℜ = 287J/Kg K es la constante del gas, u la velocidad en la dirección radial, ρ la densidad
y p la presión.

Interesa encontrar soluciones en las cuales un sólo parámetro ξ describe la forma o el “perfil”
de la solución para todo instante y en todo el espacio. Para lograr esto, el sistema de ecuaciones
en derivadas parciales 7.10, 7.11 y 7.12 debe transformarse en un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias que involucre funciones adimensionales que dependan exclusivamente del
parámetro ξ. A tal fin, Taylor y Sedov proponen expresar las variables del flujo u, ρ y p de la
siguiente manera

u = ṘU(ξ), ρ = ρ0(r, t)Ω(ξ), p = ρ0(r, t)Ṙ2P(ξ) (7.13)

en las que el punto indica derivada respecto del tiempo y se observa que la densidad inicial en el
medio no perturbado, ρ0, es por ahora una función general de la posición y del tiempo. Observar
que la solución para la densidad no depende ni de la posición de la onda R ni de su velocidad
Ṙ. Esto quiere decir si la distribución ρ0(r, t) = cte es constante, entonces los valores de la
densidad se obtienen escalando el perfil Ω(ξ) por la constante ρ0. En el caso de la velocidad
radial y de la presión, sí hay una dependencia respecto de la velocidad del frente de choque
esférico. Considerando que la variable h es una función de la variable ξ, entonces aplicando la
regla de la cadena se pueden expresar las derivadas respecto de la variable temporal y espacial
como

∂h
∂t

=−ξ
Ṙ
R

h′(ξ) y
∂h
∂r

=
1
R

h′(ξ) (7.14)

siendo h′(ξ) = ∂h/∂ξ. Utilizando las ecuaciones (7.14) cuando correspondan, es posible obtener
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver apéndice B), las cuales dependen
exclusivamente del tiempo y del espacio en algunos términos

ρ̇0

ρ0

Ṙ
R

Ω(ξ)+
ρ′0R
ρ0

U(ξ)Ω(ξ)+ [U(ξ)−ξ]Ω′(ξ)+U ′(ξ)Ω(ξ)+
2U(ξ)Ω(ξ)

ξ
= 0(7.15)

ρ′0R
ρ0

P(ξ)+
RR̈
Ṙ2 U(ξ)Ω(ξ)+ [U(ξ)−ξ]U ′(ξ)Ω(ξ)+P′(ξ) = 0(7.16)

ρ̇0

ρ0

R
Ṙ

(1− γ)P(ξ)+
ρ′0R
ρ0

U(ξ)(1− γ)P(ξ)+2
RR̈
Ṙ2 P(ξ)+ . . . (7.17)

· · ·+[U(ξ)−ξ]
(

P′(ξ)− γP(ξ)
Ω′(ξ)
Ω(ξ)

)
= 0(7.18)

Para que la solución exhiba un comportamiento auto-similar, se debe cancelar la dependen-
cia temporal y espacial en estas ecuaciones. La dependencia temporal se elimina si la posición
del frente de onda R y la densidad inicial del medio ρ0(r, t) exhiben un comportamiento en ley
de potencias respecto del tiempo. Esto quiere decir que
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R = R0tα y ρ0(r, t) = ρ0(r)tβ (7.19)

Si además se debe eliminar la dependencia espacial en las ecuaciones (7.15), (7.16) y (7.17),
la cual se manifiesta en la presencia del término ρ′0R/ρ0, siendo ρ′0 = ∂ρ0/∂r, entonces ρ0 debe
ser una ley de potencia de la posición r, es decir

ρ0(r) = ρ̂rδ = ρ̂ξ
δRδ (7.20)

De esta forma se tiene que

ρ′0(r)R
ρ0

=
ρ′0(ξ)R

ρ0R
=

δ

ξ
(7.21)

Sin embargo, si el problema involucra un segundo parámetro físico tal como la energía
de la explosión, entonces se tiene un comportamiento auto-similar en el cual la definición del
parámetro ξ debe estar relacionada con este parámetro físico[Sed59]. Por ejemplo, si tengo un
mayor aporte de energía, entonces se producirá un movimiento más rápido, correspondiente a
valores más grandes de Ṙ. De esta manera, si está especificada la energía aportada al sistema, la
misma debe intervenir en la definición de R y por ende de ξ. Así se puede definir, a menos de una
constante de proporcionalidad, la posición del frente R como una combinación adimensional de
las cantidades físicas conocidas, además de r y t.

El problema de la explosión puntual posee solamente restricciones que involucran cantida-
des físicas. Estas son la energía de la explosión Ex y la densidad inicial del medio circundante,
la cual se asume que es constante ρ0 = cte (δ = 0 en la ecuación 7.20). Luego, la posición radial
del frente de onda esférico es definida como una ley de potencias respecto del tiempo

R(t) ∝

(
Ex

ρ0

)1/5

t2/5 (7.22)

donde la constante de proporcionalidad depende de la ecuación de estado del gas. Teniendo en
cuenta las expresiones anteriores y reemplazando en el sistema de ecuaciones (7.15), (7.16) y
(7.17) se llega al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias planteado por Taylor y Sedov

[U(ξ)−ξ]ξΩ
′(ξ)+ [ξU ′(ξ)+2U(ξ)]Ω(ξ) = 0 (7.23)

−3
2

U(ξ)Ω(ξ)+ [U(ξ)−ξ]U ′(ξ)Ω(ξ)+P′(ξ) = 0 (7.24)

−3Ω(ξ)P(ξ)+ [U(ξ)−ξ][Ω(ξ)P′(ξ)− γP(ξ)Ω′(ξ)] = 0 (7.25)

La integración de este sistema de ODEs entre 0 ≤ ξ ≤ 1 se puede realizar utilizando un
método de integración para problemas de valores iniciales tal como el método Runge-Kutta de
cuarto orden. Para ello se deben especificar las condiciones iniciales para cada una de las va-
riables V = (U,Ω,P)T = (V1,V2,V3)T . Estas condiciones se obtienen a partir de asumir que la
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onda de choque es fuerte (M � 1). Las ecuaciones de Rankine-Hugoniot que permiten relacio-
nar la variables del flujo y termodinámicas a uno y otro lado de una onda de choque para el caso
de un gas perfecto (relación constante de calores específicos del gas) pueden escribirse como

M2
2 =

2+(γ−1)M2
1

2γM2
1 − (γ−1)

(7.26)

ρ1

ρ2
=

γ−1
γ+1

+
2

(γ+1)M2
1

(7.27)

p2

p1
=

2γM2
1

γ+1
− γ−1

γ+1
(7.28)

Luego, en el límite de choque fuerte las relaciones (7.26), (7.27) y (7.28) permiten expresar
las variables del flujo inmediatamente detrás de la onda de choque de la siguiente manera

U(ξ = 1) =
2

γ+1
, Ω(ξ = 1) =

γ+1
γ−1

, P(ξ = 1) =
2

γ+1
(7.29)

Reordenando el sistema de Ecs.(7.23), (7.24) y (7.25) de la siguiente manera

V ′
1 =

3V2V3− 3
2V 2

2 V1[V1−ξ]−2γ/ξV1V2V3

γV2V3− [V1−ξ]2V 2
2

(7.30)

V ′
2 =

−[ξV ′
1 +2V1]V2

[V1−ξ]ξ
(7.31)

V ′
3 =

3
2

V2V1− [V1−ξ]V2V ′
1 (7.32)

puedo expresar a V ′
1 = f1(V1,V2,V3,ξ), V ′

2 = f2(V1,V2,V3,ξ) y V ′
3 = f3(V1,V2,V3,ξ). Llevando

a cabo la integración numérica del sistema con el método de Runge-Kutta de cuarto orden
(asumiendo que γ = 1.4), se obtienen los perfiles auto-similares para las variables del flujo que
se presentan en la figura 7.38.

Finalmente, para determinar la posición del frente de onda esférico en el tiempo resulta
necesario determinar el valor de la constante de proporcionalidad en la Ec.(7.22). Si se indica
con Q a la constante de proporcionalidad, se puede evaluar la energía total en el perfil auto-
similar, que debe ser igual a la energía liberada por la explosión Ex. Para ello, se debe plantear
la integral de la energía por unidad de volumen en el diferencial de volumen dV = 4πr2dr,
donde la energía del flujo está dada por

E = e+
ρ

2
u2 (7.33)

= CvρT +
ρ

2
u2 (7.34)
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Figura 7.38: Perfiles auto-similares para las variables del flujo Ω, U, P en el problema de Taylor-
Sedov esférico.

Teniendo en cuenta la ecuación de estado del gas y la relación que existe entre los calores
específicos Cv, Cp y la constante del gas ℜ, se llega a

E =
p

γ−1
+

ρ

2
u2 (7.35)

Luego, la energía de la explosión puede expresarse de la siguiente manera

Ex =
Z

E dV (7.36)

=
Z R

0

(
p

γ−1
+

ρu2

2

)
4πr2dr (7.37)

Haciendo el cambio de variables de r a ξ, teniendo en cuenta las Ecs.(7.22) y (7.13), y
despejando para la constante de proporcionalidad Q

Q =
(

16π

25

Z 1

0

(
P(ξ)
γ−1

+
Ω(ξ)U(ξ)2

2

)
ξ

2dξ

)−1/5

(7.38)

la que por integración numérica de los perfiles auto-similares P(ξ), Ω(ξ) ,U(ξ), se determina
que posee el valor Q' 1.1653[Hut00, Tho02].
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7.4.2. Solución numérica

Setup del problema

Se propone resolver el flujo generado por una explosión esférica en una atmósfera con con-
diciones uniformes. La explosión es causada por la liberación de energía en forma localizada en
una zona del dominio computacional centrada en el origen (0,0,0) cuyo radio es R0' 0.25m. La
energía liberada por la explosión es tal que la presión alcanza el valor pblast = 105 · patm , siendo
patm el valor de la presión en la atmósfera. Se considera que la atmósfera donde ocurre la explo-
sión se encuentra en condiciones estándar, es decir que la densidad del aire es ρ0 = 1.225kg/m3

y la presión patm = 101325Pa. El gas se encuentra en reposo en todo el dominio.
También se asume que la explosión inicial (no simulada) es una transformación que ocurre

instantáneamente a volumen constante. De esta manera, la densidad del gas en el volumen que
representa al foco de la explosión es igual a la densidad ambiente ρ0. Se debe tener en cuenta
que la condición inicial utilizada para el cálculo de la solución es una salto abrupto de la presión
y la temperatura al pasar del interior al exterior de la esfera de radio R0 ' 0.25m. Dado que en
los instantes iniciales los perfiles de la solución no poseen la forma de los perfiles autosimilares,
en realidad la comparación de la posición de la onda de choque esférica en el tiempo obtenida
mediante las simulaciones y la solución analítica son realizadas a partir de un cierto instante
para el cual se observa que la solución numérica sí desarrolla un perfil similar al analítico.

La ecuación de estado que relaciona las variables termodinámicas del gas es la ecuación
de estado para gases perfectos. El coeficiente isoentrópico del gas es igual a γ = 1.4 y el calor
específico a volumen constante cv = 717J/(Kg K). Finalmente, la constante del aire es ℜaire =
287J/(Kg K).

El problema es resuelto utilizando una malla no estructurada de tetraedros, sobre un dominio
esférico de radio Rext = 5m. La figura 7.39 presenta un corte de la malla base en el plano X−Z,
en la cual se observa el campo de presiones para la condición inicial y el detalle de la malla en el
foco de la explosión. La malla base es generada con el software netgen[SGG04], y presenta una
mayor concentración de elementos hacia el centro del dominio con un gradiente en el tamaño
de los mismos igual a ∇h = 0.2. El mallador permite prescribir el tamaño aproximado de los
elementos en las cercanías de un punto, en este caso el centro de la explosión. El tamaño que
se prescribe es h' 0.03m, con el objeto de que la zona inicial de la explosión esté representada
con precisión. Así la malla base está constituida aproximadamente por 421.000 elementos y
76.500 nodos.

La única condición de borde que se impone al problema es la fijación de la presión al valor
ambiente p |Γ= patm en la superficie esférica Γ que limita al dominio computacional. Se puede
utilizar esta condición de borde dado que el problema se deja evolucionar hasta un instante
de tiempo para el cual el frente de la onda de choque esférica se encuentra suficientemente
lejos del contorno con esta condición de borde. Las ecuaciones de Euler en 3-D son resueltas
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Figura 7.39: Detalle de la condición inicial para la presión en un corte de la malla base sobre el
plano X −Z para el problema de Taylor-Sedov esférico.

con PETSc-FEM utilizando 15 procesadores del cluster Aquiles, utilizando un esquema de
integración temporal Backward-Euler.

Solución adaptativa

El paso de tiempo es estimado cada vez que se adapta la malla. Dadas las características del
problema, se elige un Courant variable para estimar el paso de tiempo. En los primeros pasos
de la simulación (hasta aprox. t ' 1.0e− 5s) se considera Cou = 0.8 dado que la intensidad
de la onda de choque es mayor. Luego, la restricción en el paso de tiempo puede ser relajada,
prescribiéndose un Courant igual a Cou = 2. Las regiones del dominio computacional que re-
quieren ser refinadas / desrefinadas son seleccionadas en función de la magnitud del gradiente
elemental de la densidad ∇ρ(T). Esto quiere decir que si la densidad en el elemento T es tal que

‖ ∇ρ(T) ‖ ·h(T) > c1 ·máx
Ti∈τ

(‖ ∇ρ(Ti) ‖ ·h(T)) (7.39)

entonces el elemento T es seleccionado para ser refinado. El valor de la constante c1 ' 0.15
en todo el procedimiento de cálculo y el tamaño del elemento es calculado como el radio de la
esfera circunscripta en el elemento.

Se prescriben dos niveles de refinamiento como máximo y la frecuencia de adaptación de la
malla se estima en 10 pasos de tiempo, teniendo en cuenta el criterio mencionado en el capítulo
6. El tiempo final para la simulación es de t f ' 0.001s. Este tiempo final se estima en función
de la solución que proporciona la ecuación 7.22 para la posición de la onda de choque, teniendo
en cuenta que la misma debe encontrarse lejos del contorno donde se mantiene fijada la presión.
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Solución sin adaptación de la malla

En este caso la solución se resuelve sobre la malla base utilizada en el procedimiento adap-
tativo. De manera semejante a la solución obtenida en forma adaptativa, hasta el instante (aprox.
t ' 4.0e−5s) la solución se calcula con Cou = 0.6, para luego mantenerse constante e igual a
Cou = 2.0 hasta el tiempo final t f ' 0.001s.

7.4.3. Resultados

Se analiza la posición de la onda de choque esférica en el tiempo y se comparan los resulta-
dos obtenidos en las simulaciones con y sin el procedimiento de adaptación de mallas con aquél
que se obtiene de evaluar la Ec.(7.22), teniendo en cuenta el valor de la constante de proporcio-
nalidad dado por la ecuación (7.38). Para el caso de las soluciones obtenidas numéricamente, la
posición de la onda de choque esférica se determina a partir de considerar la solución a lo largo
de una línea en la dirección radial y asumiendo que la onda de choque ha llegado a la posición
indicada cuando el incremento en la densidad ambiente es mayor al 5 %. De esta manera, se
confecciona el gráfico de la figura 7.40, donde se observa que las soluciones obtenidas con y sin
adaptación de la malla prácticamente no difieren una de otra. Sin embargo, tal como se observa
en la figura 7.40 y se resume en la tabla 7.3, la posición de la onda de choque para las soluciones
obtenidas en las simulaciones presentan un retraso si se las compara con la posición dada por la
Ec.(7.22).

t[seg] (Ranalit −Radapt)/Ranalit (Ranalit −Rno−adapt)/Ranalit

0.0001 0.06 0.08
0.00025 0.12 0.09
0.00045 0.16 0.12

Cuadro 7.3: Posición de la onda de choque para distintos instantes de tiempo - Comparaciones
entre las soluciones numéricas y analítica.

Sólo a los fines ilustrativos, la figura 7.41 presenta las caras expuestas de la malla adaptada
para el instante de tiempo t = 0.645ms. Dado que se utilizan dos niveles de refinamiento, las
caras que se observan en dicha figura corresponden a los elementos pertenecientes al primer
nivel de refinamiento. Para este paso de tiempo, la malla posee 2341440 elementos y 427972
vértices.

Las figuras 7.42 presentan el estado para la densidad y la malla para el instante t = 0.645ms.
En la figura 7.42.a) se puede ver que tal como lo indica el perfil analítico para la densidad de la
figura 7.38, la mayor parte del material barrido por la onda de choque esférica es comprimido
y se encuentra formando una cáscara delgada inmediatamente por detrás de la onda de choque.
Por otro lado, en la figura 7.42.b) se observa que la onda de choque es capturada efectivamente
por el procedimiento de adaptación de la malla. Las figuras 7.43 presentan el campo de pre-
siones y del número de Mach para el mismo instante. El Mach del flujo detrás de la onda es
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Figura 7.40: Posición de la onda de choque en función del tiempo - Comparación entre la
solución teórica dada por la Ec.(7.22) y las soluciones obtenidas con y sin el procedimiento de
adaptación de la malla.
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Figura 7.41: Caras expuestas de la malla adaptada para t = 0.645ms.
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subsónico mientras que la presión es prácticamente uniforme en la misma región. Observar que
el valor de la presión en el centro de la explosión es aproximadamente igual a la mitad del valor
máximo de la presión inmediatamente detrás de la onda de choque, lo cual concuerda con la
solución autosimilar para la presión dada por la figura 7.38. Teniendo en cuenta la posición de la
onda de choque para el instante t = 0.5ms, se puede indicar que en promedio, hasta ese instante,
la onda de choque ha viajado a una velocidad aproximada de 3000m/seg.

Finalmente, a los fines de evaluar la capacidad del procedimiento adaptativo para mejorar la
precisión con la cual se resuelve el campo de movimiento, se presentan los perfiles de densidad
y número de Mach para distintos instantes de tiempo sobre el eje Z en la figura 7.44. Se observa
para ambas variables que en los primeros instantes de tiempo (t ' 10µs) la onda de choque
es resuelta con mayor precisión (y su intensidad es mayor) si se la compara con la solución
obtenida sobre la malla no adaptada. El refinamiento permite resolver la onda de choque en
una zona más delgada al tiempo que la fuerte expansión que se genera por detrás de la onda de
choque también es resuelta sin presentar oscilaciones en la solución. Estas oscilaciones espúrias
pueden atribuirse a la falta de estabilización de la solución. Sin embargo, no debe confundirse
este hecho con el hecho de pensar que la solución adaptada es más difusa, ya que tal cual
se observa, tanto la onda de choque como la expasión son resueltas más abruptamente con este
procedimiento. Finalmente, observar que el salto en el número de Mach que ocurre en las curvas
correspondientes para la solución sin adaptar en la zona de la expansión no se presenta cuando
el flujo se resuelve adaptativamente.

Calidad de las mallas

La calidad de las mallas obtenidas durante el cálculo adaptativo de la solución se analiza
utilizando la métrica de Liu (ver ecuación 2.14). Además, tal como se menciona en el capítulo
2, se asume que la distribución de los valores de la métrica de calidad para los elementos de
la malla responden a una distribución normal. Luego, la tabla 7.4 resume los datos estadísticos
para la malla base y para dos mallas adaptadas.

STEP η̄ ηmin ηstd

0 (malla base) 0.8911 0.5416 0.0561
550 0.8841 0.5416 0.0571
1240 0.8833 0.5416 0.0573

Cuadro 7.4: Datos estadísticos sobre la calidad de las mallas para el problema de la explosión
esférica.

Se observa que la calidad mínima no disminuye, lo cual se debe a que el elemento de peor
calidad de la malla nunca fue refinado. Se concluye entonces que en este caso ηmin no es sufi-
ciente para caracterizar la calidad de las mallas obtenidas con el refinamiento. Por otro lado, se
ve que la calidad media η̄ y la desviación estándar ηstd permiten detectar pequeños cambios en
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(a) Isolíneas de densidad.

(b) Corte de la malla adaptada.

Figura 7.42: Solución en el plano XZ para la densidad y malla adaptada - t = 0.645ms.
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(a) Isolíneas de Mach.

(b) Isolíneas de Presión.

Figura 7.43: Solución en el plano XZ para el número de Mach y la presión - t = 0.645ms
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Figura 7.44: Perfiles de densidad y Mach sobre el eje Z para distintos instantes de tiempo.
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la calidad de las mallas adaptadas. En función de estos valores se concluye, para este problema,
que la calidad de las mallas adaptadas es prácticamente igual a la de la malla base ya que la
disminución en la calidad media es menor al 1 % mientras que el incremento en la desviación
es aproximadamente del 2 %. La figura 7.45 presenta un histograma con la distribución de la
métrica η para la malla adaptada en el paso de tiempo 1240. Se superpone en la misma figura
la curva que representa a la distribución normal.

Figura 7.45: Histograma con la distribución de η(T ) para los elementos de la malla adaptada
step=1240.

7.4.4. Costo relativo de la estrategia de adaptación de mallas

Se realiza un análisis sobre el tiempo requerido para realizar la adaptación de la malla en
relación al tiempo necesario para resolver las ecuaciones del flujo en el problema de la explo-
sión esférica, teniendo en cuenta que el flujo es resuelto en paralelo utilizando 15 procesadores
del cluster de PC, mientras que la adaptación de la malla se lleva a cabo secuencialmente. En lo
que se refiere al tiempo de adaptación de la malla (tadapt) se incluyen todas las tareas necesarias
para adaptar la malla y generar los archivos requeridos para reiniciar el cálculo de la solución.
Estas tareas incluyen la selección de los elementos a refinar, el refinamiento propiamente di-
cho, la actualización de las condiciones de borde, la proyección del último estado computado
sobre la malla nueva y la estimación del paso de tiempo (ver diagrama 6.9). Por otro lado, den-
tro del tiempo requerido por el solver de la ecuaciones (tsolver) se incluye el overhead o costo
adicional para reiniciar la corrida cada nstep pasos de tiempo además del tiempo necesario
para avanzar la solución. La gráfica de la figura 7.46 presenta los resultados obtenidos para la
relación tadapt/ttotal , donde ttotal = tadapt + tsolver. Se observa que dicha relación se mantiene
prácticamente constante y que el procedimiento de adaptación de la malla demanda aproxima-
damente el 4 % del tiempo total requerido para resolver el problema. Dados los comentarios
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que Waltz[Wal04] realiza sobre este aspecto, se concluye que el procedimiento de adaptación
de la malla tiene un costo relativo pequeño en relación al tiempo requerido para resolver el pro-
blema y que se encuentra en el rango de valores típicos para códigos de solución adaptativos
parcialmente paralelizados (ver sección 6.3). Por lo tanto, a menos del costo adicional en el que
se incurre cada vez que se reinicia el cálculo de la solución, el procedimiento de adaptación en
sí mismo permite utilizar una frecuencia de adaptación de la malla elevada.

Figura 7.46: Costo relativo para la adaptación de la malla en el problema de la explosión esfé-
rica.

7.4.5. Escalabilidad del algoritmo de refinamiento

Una característica importante de todo algoritmo es su escalabilidad, haciendo referencia con
ello al comportamiento del algoritmo frente al incremento en el tamaño del problema que debe
resolver. Para un algoritmo de refinamiento de mallas, el tamaño del problema está dado por
el número de elementos que deben ser refinados / desrefinados. Un comportamiento ideal del
algoritmo implicaría una relación lineal entre el número de elementos que son procesados y el
tiempo de cálculo requerido. Con el objeto de analizar la escalabilidad del algoritmo de refina-
miento de mallas implementado en esta tesis, se evalúa el tiempo reloj que requiere la rutina
de refinamiento de la malla en un problema práctico tal como el de la explosión esférica de
Taylor-Sedov presentado anteriormente. Ya que la onda de choque esférica incrementa su su-
perficie a medida que el tiempo evoluciona, el tamaño del problema crece con dicha evolución.
La figura 7.47 permite mostrar que el procedimiento de refinamiento presenta un comporta-
miento casi lineal, al menos en el rango de número de elementos refinados que se presenta
(50.000 < Nelere f < 240.000). Realizando un ajuste por mínimos cuadrados, se determina que
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la recta que mejor ajusta a los puntos datos relevados en las mediciones, la cual se indica en tra-
zo rojo continuo, posee una pendiente α = 1.2285e−4 (segundos por elemento), por lo tanto se
puede inferir que una medida aproximada de la velocidad de refinamiento es de 8140 tetraedros
por segundo en un procesador Intel Pentium 4 3.0GHz.
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Figura 7.47: Escalabilidad del algoritmo de refinamiento.
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Capítulo 8

Conclusiones, Contribuciones y Trabajos a
Futuro

8.1. Conclusiones

Se ha desarrollado una estrategia que permite realizar adaptación tipo-h de mallas no estruc-
turadas de elementos finitos bidimensionales y tridimensionales, orientada a la resolución de
flujos compresibles. El código que implementa a dicha estrategia permite mejorar la precisión
en el cálculo de la solución utilizando eficientemente los recursos computacionales disponibles
y sin comprometer la calidad de las mallas adaptadas. Se comprueba que las discontinuidades
en el flujo son resueltas de manera precisa. También se observa en la práctica que el esquema
de adaptación para problemas no estacionarios no introduce inestabilidades en la solución, aún
cuando los parámetros de estabilización utilizados para resolver el flujo son de menor magnitud
que los utilizados cuando el problema se resuelve sobre una malla fija. Tampoco se observa que
el refinamiento agregue difusión numérica a la que de por sí introduce el método SUPG + shock

capturing utilizado. A pesar de ello, cuestiones de este tipo requieren de un análisis teórico para
ser respondidas desde un punto de vista formal, por lo cual es necesario trabajar en este aspecto.

Por otro lado, se considera que si bien los indicadores de error que utilizan el gradiente de
la solución son efectivos, fáciles de utilizar y permiten capturar correctamente las discontinui-
dades en el flujo, requieren un ajuste ad-hoc por parte del usuario que puede atentar contra la
aplicación efectiva del procedimiento de adaptación. Estos métodos para indicar la regiones a
refinar son muy populares, pero es necesario contar con estimadores de error elaborados desde
el punto de vista formal para poder evaluar los beneficios reales en cuanto a la reducción del
error local en la solución debido a la adaptación de la malla. En este sentido, el estimador de
error basado en la reconstrucción del gradiente permite detectar otras regiones del dominio que
deben ser refinadas además de las regiones con gradientes más grandes. Sin embargo, resulta
necesario fijar criterios en cuanto a cómo evaluar los procedimientos de estimación de error
para poder determinar cuál es el más conveniente.

Las evaluaciones de performance realizadas a través de mediciones de tiempo y el moni-
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toreo de recursos requeridos por la implementación de la estrategia de adaptación en lenguaje
C++ permiten determinar que la etapa de cálculo del flujo demanda un esfuerzo computacional
notablemente mayor que la de adaptación de la malla, aún en el caso de esta tesis en donde la
adaptación se realiza secuencialmente. Por lo tanto, se puede concluir en este sentido que en el
caso de problemas no estacionarios resulta conveniente adaptar la malla cada pocos pasos de
tiempo. También se ha mostrado que el uso de la estrategia de adaptación permite reducir el
tiempo de cálculo. Sin embargo, dicha reducción es dependiente del problema que se resuelve.

La implementación de la estrategia de adaptación en lenguaje C++ y haciendo uso de las
librerías MPICH2, STL y Boost tiene como objeto facilitar la continuidad en el desarrollo del
trabajo realizado según la lista de trabajos a futuro que se plantean en la correspondiente sec-
ción.

8.2. Contribuciones

Las contribuciones del trabajo desarrollado en el transcurso de la tesis son las siguientes

La estrategia desarrollada y su implementación amplian la capacidad del software PETSc-
FEM[SNP+08], permitiendo resolver problemas de mayor tamaño y complejidad en cuan-
to a los fenómenos físicos que puedan presentar.

La estrategia desarrollada permite adaptar mallas no estructuradas de elementos finitos
sin comprometer la calidad geométrica de la mismas.

La extensión a 3-D del criterio de nodo 1-irregular permite obtener un algoritmo de refi-
namiento simple, que escala casi linealmente con el tamaño del problema de adaptación.

La implementación modular de la estrategia facilita su aplicación a otra clase de pro-
blemas, modificando en principio sólo el procedimiento de estimación del error en la
solución aproximada.

8.3. Trabajos a futuro

Evidentemente el desarrollo de un software de adaptación de mallas es una tarea compleja
y multidisciplinaria, que involucra varios aspectos, entre ellos el análisis riguroso del método
de elementos finitos utilizado para resolver las ecuaciones de gobierno con el objeto de obtener
un procedimiento de estimación del error adecuado, el análisis de las estructuras de datos más
convenientes para representar la malla y sus adyacencias, los algoritmos que operan sobre las
estructuras de datos, y la evaluación de la calidad de la malla. Considerando las dificultades
encontradas y las exigencias a un código de tales características, se considera que los aspectos
más urgentes a atender en el futuro son:
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Revisar la estructura de datos utilizada para representar las entidades geométricas de la
malla y sus adyacencias.

Analizar otros procedimientos para estimar el error cuando la ecuación de advección-
difusión posee término advectivo dominante. En este sentido se cree que sería valioso
realizar algunas experiencias más con el estimador de error basado en la reconstrucción
del gradiente.

Además, se deberían probar / introducir esquemas de refinamiento que contemplen la
posibilidad de refinar en una dirección preferencial.

Dada la necesidad de resolver problemas de mayor tamaño, se propone desarrollar un
código que implemente una estrategia similar a la desarrollada pero aprovechando el po-
tencial del cálculo en paralelo. Esto involucra que la revisión de la estructura de datos que
se plantea en el primer ítem de esta lista presente características adecuadas para el cálculo
distribuido. La implementación del código en paralelo se realizaría utilizando la librería
MPICH2 [Arg07] y ParMetis [Kar05].

En problemas no estacionarios, analizar la posibilidad de realizar adaptación en la varia-
ble temporal.

Iniciar un análisis teórico que permita responder si el esquema de adaptación propuesto
modifica la estabilidad del esquema SUPG.

Incorporar la estrategia de untangling y smoothing desarrollada en [LNS06] para resolver
el problema de inversión de los elementos cuando se proyectan vértices sobre contornos
curvos.
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Apéndice A

Propiedades asociadas a la métrica η

Se demuestra la relación que existe entre la métrica η con el volumen v y las longitudes li j de
las aristas de un tetraedro. La independencia de la métrica con respecto del nodo de referencia
utilizado para calcularla ha quedado demostrada en la sección 2.1.1, a partir de mostrar que la
matriz Jacobiana A es nodalmente invariante.

En primera instancia se definen los elementos necesarios para llevar a cabo la demostración.
Sea el tetraedro regular R definido por los vértices (r0,r1,r2,r3) de coordenadas

r0 = (−
√

3a/2,0,0)

r1 = (0,−a/2,0)

r2 = (0,a/2,0)

r3 = (−
√

3a/6,0,−
√

6a/3)

que se presenta en la figura A.1. Sea T un tetraedro cualquiera definido por los vértices (t0, t1, t2, t3).
Se indica con R a la matriz Jacobiana del tetraedro R referenciada al vértice r0 y con T a la ma-
triz Jacobiana del tetraedro T referenciada a su vértice t0. Luego,

R = [r1− r0|r2− r0|r3− r0] (A.1)

es decir que

R = a


√

3/2
√

3/2
√

3/3
−1/2 1/2 0

0 0
√

6/3

 , R−1 =
1
a

 1/
√

3 −1 −1/
√

6
1/
√

3 1 −1/
√

6
0 0 3/

√
6

 (A.2)

Bajo la condición de que ambos T y R deben tener el mismo volumen v, es decir

v =
1
6

det(R) (A.3)
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se obtiene el valor de a

a = (6
√

2v)1/3 (A.4)

Figura A.1: Tetraedro regular R

Además se denota con el escalar di j = (t j − ti)T · (t j − ti) al cuadrado de la longitud de la
arista definida por los nodos i j.

Relación con el volumen y longitudes de las aristas

Para ello se debe desarrollar tanto la expresión del det(A(R,T)) como de la traza Tr(A(R,T)).
Por definición (ver sección 2.1.1) se sabe que

A(R,T) = MT (R,T)M(R,T) (A.5)

= (R−1)T T T T R−1 (A.6)

y por propiedad del determinante

detA(R,T) = det(MT M) (A.7)

= det(MT )det(M) (A.8)

= det(M)2 (A.9)

pero dado que se impone la condición de que R y T deben tener el mismo volumen,
entonces

det(M) = det(T )det(R−1) (A.10)

= 1 (A.11)
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Con lo cual se concluye que

det(A(R,T)) = 1 (A.12)

Por otra parte

T T T =

 d01 (d01 +d02−d12)/2 (d01 +d03−d13)/2
(d01 +d02−d12)/2 d02 (d02 +d03−d23)/2
(d01 +d03−d13)/2 (d02 +d03−d23)/2 d03

 (A.13)

Luego de Ecs.(A.2) y (A.13) se obtiene

A(R,T) =

 (2d01 +2d02−d12)/3 . . . . . .

. . . d12 . . .

. . . . . . 1
2(d03 +d13 +d23)− 1

6(d01 +d02 +d12)


(A.14)

de donde

Tr(A(R,T)) =
1

2a2 (d01 +d02 +d03 +d12 +d13 +d23) (A.15)

=
3

∑
i, j=0,i6= j

l2
i j (A.16)

Reemplazando los valores para el det(A) y la Tr(A) en la Ec.(2.13)

η(T) =
3 3
√

λ1λ2λ3

(λ1 +λ2 +λ3)
(A.17)

se obtiene

η(T) =
3 3
√

1
1

2a2 ∑
3
i, j=0,i6= j l2

i j
(A.18)

=
6a2

∑
3
i, j=0,i6= j l2

i j
(A.19)

Reemplazando el valor de a dado por la Ec.(A.4) en esta última ecuación se llega a la
Ec.(2.14)
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η(T) =
6(6

√
2v)2/3

∑
3
i, j=0,i6= j l2

i j
(A.20)

=
12(3v)2/3

∑
6
i=1 l2

i j
(A.21)
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Apéndice B

Sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de Taylor-Sedov

En este apéndice se deriva el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a partir del cual
se obtienen los perfiles auto-similares que describen el comportamiento de las variables del flujo
en el problema de la onda explosiva esférica o problema de Taylor-Sedov. A tal fin, se parte de
las ecuaciones (7.10), (7.11) y (7.12) y se hace uso de las definiciones para las variables del
flujo dadas por las ecuaciones (7.13) y sus derivadas (7.14).

Para operar sobre la ecuación de continuidad (7.10) es necesario calcular las siguientes
derivadas parciales

∂ρ

∂t
=

∂ρ0

∂t
Ω(ξ)+ρ0

(
−ξ

Ṙ
R

Ω
′(ξ)

)
(B.1)

∂ρ

∂r
=

∂ρ0

∂r
Ω(ξ)+ρ0

1
R

Ω
′(ξ) (B.2)

∂u
∂r

=
Ṙ
R

U ′(ξ) (B.3)

Reemplazando las ecuaciones (B.2), (B.1) y (B.3) en la Ec.(7.10) se obtiene la siguiente

ρ̇0Ω(ξ)−ρ0ξ
Ṙ
R

Ω
′(ξ)+ ṘU(ξ)

(
ρ
′
0Ω(ξ)+ρ0

Ω′(ξ)
R

)
+ ... (B.4)

...+
Ṙ
R

U ′(ξ)ρ0Ω(ξ)+2
ρ0Ω(ξ)ṘU(ξ)

ξR
= 0

Multiplicando por el factor R/(ρ0Ṙ) y agrupando términos se llega a la Ec.(7.15). De manera
similar, introduciendo las derivadas parciales
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∂u
∂t

= R̈U(ξ)−ξ
Ṙ2

R
U ′(ξ) (B.5)

∂p
∂r

=
∂ρ0

∂r
Ṙ2P(ξ)+ρ0

Ṙ2

R
P′(ξ) (B.6)

en la ecuación de momento (7.11) se llega a que

R̈U(ξ)−ξ
Ṙ2

R
U ′(ξ)+

Ṙ2

R
U(ξ)U ′(ξ)+

1
ρ0Ω(ξ)

[
ρ
′
0Ṙ2P(ξ)+ρ0

Ṙ2

R
P′(ξ)

]
= 0 (B.7)

Multiplicando por el factor RΩ(ξ)/(Ṙ2) se obtiene la ecuación (7.16). Finalmente, si se tiene
en cuenta que el cuadrado de la velocidad del sonido cs se expresa en función de las definiciones
para p y ρ dadas por las ecuaciones (7.13) como

c2
s = γṘ2P(ξ)/Ω(ξ) (B.8)

y que la derivada parcial de la presión respecto del tiempo está dada por

∂p
∂t

= ρ̇0Ṙ2P(ξ)+2ρ0ṘR̈P(ξ)−ξρ0
Ṙ3

R
U ′(ξ) (B.9)

Reemplazando las ecuaciones (B.8), (B.9), (B.6), (B.2) y (B.1) en la ecuación de la energía
(7.12) se obtiene la siguiente

ρ̇0Ṙ2P(ξ)+2ρ0ṘR̈P(ξ)−ξρ0
Ṙ3

R
P′(ξ)+ ṘU(ξ)

[
ρ
′
0Ṙ2P(ξ)+ρ0

Ṙ2

R
P′(ξ)

]
− ...

...− γṘ2 P(ξ)
Ω(ξ)

[
ρ̇0Ω(ξ)−ξρ0

Ṙ
R

Ω
′(ξ)

]
− γṘṘ2 P(ξ)U(ξ)

Ω(ξ)

[
ρ
′
0Ω(ξ)+ρ0

Ω′(ξ)
R

]
= 0 (B.10)

Multiplicando por el factor R/(ρ0Ṙ3) y agrupando términos se llega a la ecuación (7.17).
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