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Abstract: This paper shows the application of the Laplace Transform and uses MATLAB like
a tool of Calculus. This method lets find the amplitude of oscillation about different levels in
structures with several degrees of freedom, when it is excited from foundation with a sine
signal and structural damping is present.

Resumen: La metodologia desarrollada, utilizando la Transformada de Laplace y como
herramienta de calculo MATLAB, permite encontrar las amplitudes de oscilacion de los
distintos niveles en estructuras con multiples grados de libertad, teniendo en cuenta su
amortiguamiento estructural, cuando es solicitada sinusoidalmente desde su fundacion.
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METODOLOGIA

Dado que la metodologia utiliza la Transformada de Laplace, el modelo matematico del
sistema abordado debe cumplir con los siguientes requisitos:

o Las variables y sus derivadas e integrales de los diversos Ordenes deben tener
exponentes unitarios.
o Los términos no deben presentar operaciones entre variables.
o Los coeficientes de las variables deben ser constantes.
En un sistema de 1 grado de libertad, si se desea conocer la respuesta referida a la
excitacion, es conveniente tratar directamente la funcion transferencia Xl /X 0’ siendo X1

y XO las transformadas de los desplazamientos del primer nivel y de la fundacion

respectivamente, resultando:

ﬁ_ cs+k )
XO ms2+cs+k

Por una propiedad de la transformada el reemplazo de s por jo en la igualdad anterior
muestra, en forma de namero complejo, la ley de variacion de %, /x, en funcion de la

13

frecuencia de excitacion “”, siendo X, y X las amplitudes de los desplazamientos en el

nivel 1 y en la fundacién respectivamente, quedando:
X cjotk
_—lzf 2

Xy -mo”+cjotk

Ordenando y racionalizando se llega a una expresion del tipo:

ol

—-=atjb 3)
XO

Como en rigor interesa la relacion de amplitudes en términos absolutos conviene calcular
los modulos, con lo que:

X

X

=a’+b* “
0

Con el objeto de sistematizar la metodologia se adopta un sistema de 3 grados de libertad.
Al igual que para el caso de 1 grado de libertad, la estructura es solicitada desde la fundacion
con un movimiento sinusoidal simulando una accion del tipo sismica de direccion horizontal.
Si bien se utiliza un modelo fisico matematico de desplazamiento vertical, se debe tener en
cuenta que para el caso de estructuras civiles los desplazamientos dominantes son los del tipo
horizontal.
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La figura 1 muestra la similitud entre la estructura real y el modelo fisico-matematico
equivalente.

Para conformar la ecuacion diferencial que modeliza la dindmica de cada nivel evitando
confusiones con los signos de las fuerzas que se originan en cada uno de los componentes,
conviene bloquear todos los niveles liberando de a uno el nivel en estudio y los adyacentes.

Nivel Liberacion del nivel i Liberacion del nivel i+1  Liberacion del nivel i-1
1 m X Hep+ep )x (kg +k2)x —CyXy—kyX, <%0k %(=0
2 m, X +(cz +c3 )x Hkp +k3) -C3X3Kyxs €5 %Ky %, =0 ©)
3 m3 X3 +X3 (C3 )+X3 (k3) 0 3 2‘k3X2

Reordenando obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones acopladas en el cual se observa
explicitada en el segundo miembro de la primera ecuacion la solicitacion procedente de la
fundacion.

mliil +(c1 +cz)5§1 +(k1 -0—1(2))41 —02X2 —k2x2 = clxo +k1x0
myXy +(Cy +03)%, +(Ky +K3)Xy —CoX) —kyx) —C3Xy —k3x3 =0 (6)

my 3+c +k3 3—C3X2—k3x2=0

Aplicando la transformada de Laplace y escribiendo en forma matricial resulta:

m (et Jot{i ) {esthy) 0 X (c1 stk )xo
{epsty ) m,s” Heyregftliorhs) Hastly) |IxgH 0 ™
0 -(c3s+k3) m332 +c3s+k3 X3 0
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Queda asi determinando un sistema de 3 ecuaciones diferenciales simultineas con 3
incégnitas que son las transformadas de los desplazamientos absolutos de cada uno de los
niveles.

Im Im

X XI

X2

X Re
Figura 2 Figura 3

Al resolver el sistema los desplazamientos x. obtenidos seran valores complejos y referidos a
i

un sistema absoluto de coordenadas. Para conocer los desplazamientos relativos sera
necesario operar por diferencias entre los desplazamientos x. de los distintos niveles. La
i

Figura 2 muestra un diagrama vectorial donde pueden apreciarse las respuestas en amplitud y
fase; como X, s la excitacion y tiene una amplitud conocida se toma como referencia y se la

asume como un valor real.

El calculo del desplazamiento relativo entre niveles - Figura 3 - es muy importante desde el
punto de vista de las solicitaciones estructurales ya que permite obtener, por ejemplo, los
momentos flectores y los esfuerzos de corte.

RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES — EJEMPLO.

Determinar la respuesta en el dominio de la frecuencia de una estructura de hormigén
reforzado de 5 m de longitud en cada direccion y 3 m de altura entre cada nivel, losas macizas
de 12 cm de espesor, vigas perimetrales de 20 cm de ancho por 50 cm de altura y 4 columnas
de 20 cm por 20 cm de lado, excitada por un movimiento sinusoidal horizontal en la
fundacién de 5 mm de amplitud.

La masa de cada nivel se determiné siguiendo los lineamientos del reglamento INPRES —
CIRSOC para las construcciones sismorresistentes. La rigidez de entrepiso se calculd
aplicando el método de Wilbur. Para calcular la constante de amortiguamiento “¢” se adoptd
como relaciéon de amortiguamiento el 5% del amortiguamiento critico, valor empleado para

estructuras de hormigon reforzado con armadura, mediante la relacion ¢ = *2 k m.
%
clear all; s='(j*w)";
k3 =6130268.2; k2=15869819.5; kIl =6436539.3; % Rigidez en N/m

m3 = 23400, m2 = 23400; ml = 23400; % Masa en kg
Pzita = .05; % Relacion de amortiguamiento
%
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c3= Pzita *2*(m3*k3)".5; c¢2= Pzita *2*(m2*k2)".5; c1= Pzita *2*(m1*k1)".5;
x0=.005; % Desplazamiento inicial en metros

pl = sym([(m1*s"2+(cl+c2)*s+(k1+k2)) -(c2*s+k2) O -(cl*s+kl); -(c2*s+k2)
(m2*s"2+(c2+c3)*s+(k2+k3)) -(c3*stk3) 0; 0 -(c3*s+k3) (m3*s"2+c3*s+k3) 0; 1 0 0 0]");

p2 = sym([(m1*s"2+(cl+c2)*st(kl1+k2)) -(c2*stk2) 0 -(cl*stkl); -(c2*s+k2)
(m2*s"2+(c2+c3)*s+(k2+k3)) -(c3*s+k3) 0; 0 -(c3*s+k3) (m3*s"2+c3*s+k3) 0; 0 1 0 0]");

p3 = sym([(m1*s"2+(cl+c2)*s+(k1+k2)) -(c2*s+k2) O -(cl*s+kl); -(c2*s+k2)
(m2*s"2+(c2+c3)*s+(k2+k3)) -(c3*s+k3) 0; 0 -(c3*s+k3) (m3*s"2+c3*s+k3) 0; 0 0 1 0]";

p0 = sym([(m1*s"2+(cl+c2)*s+(k1+k2)) -(c2*stk2) 0 -(cl*stkl); -(c2*s+k2)

(m2*s"2+(c2+c3)*s+(k2+k3)) -(c3*s+k3) 0; 0 -(c3*s+k3) (m3*s"2+c3*s+k3) 0; 0 0 0 1]";
dpO=expand(determ(p0));dp1=expand(determ(p1));dp2=expand(determ(p2));dp3=expand(
determ(p3));
dpO=subs(dp0,s,'s");dp1=subs(dp1,s,'s");dp2=subs(dp2,s,'s");dp3=subs(dp3.s,'s");
%
hilf=0;
for £=0:.01:5
w=2*pi*f; hilf=hilf+1; x(hilf)=f;
x1=eval(dp1)/eval(dp0)*x0; x2=eval(dp2)/eval(dp0)*x0; x3=eval(dp3)/eval(dp0)*x0;
dla(hilf)=abs(x1);  dlr(hilf)=abs(x1-x0);
d2a(hilf)=abs(x2);  d2r(hilf)=abs(x2-x1);
d3a(hilf)=abs(x3);  d3r(hilf)=abs(x3-x2);
ala(hilf)=abs(-x1*w"2); alr(hilf)=abs(-x1*w"2);
a2a(hilf)=abs(-x2*w"2); a2r(hilf)=abs(-x2*w"2+x1*w"2);
a3a(hilf)=abs(-x3*w"2); a3r(hilf)=abs(-x3*w"2+x2*w"2);

vla(hilf)=abs(x1*w*j); vl1r(hilf)=abs(x1*w*j-x0*w*j);
v2a(hilf)=abs(x2*w*j); v2r(hilf)=abs(x2*w*j-x1*w*j);
v3a(hilf)=abs(x3*w*j); v3r(hilf)=abs(x3*w*j-x2*w*j);
end
%
figure(1)
subplot(1,2,1),plot(x,d1a*1000,'r-',x,d2a*1000,'b-',x,d3a*1000,'g-")
xlabel('Frecuencia [Hz]")
ylabel('Desplazamiento [mm]')
TITLE('DESPLAZAMIENTOS ABSOLUTOS")
LEGEND ('Nivel 1','Nivel 2','Nivel 3',0)
subplot(1,2,2),plot(x,d1r*1000,'r-',x,d2r*1000,'b-',x,d3r*1000,'g-")
xlabel('Frecuencia [Hz]")
TITLE('DESPLAZAMIENTOS RELATIVOS')
LEGEND ('Nivel 1-0',Nivel 2-1','Nivel 3-2',0)
axis auto
figure(2)
subplot(1,2,1),plot(x,v1a,'r-',x,v2a,'b-',x,v3a,'g-")
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xlabel('Frecuencia [Hz]")

ylabel('Velocidad [m/s]')
TITLE('VELOCIDADES ABSOLUTAS')
LEGEND ('Nivel 1','Nivel 2','Nivel 3',0)
subplot(1,2,2),plot(x,v1r,'r-',x,v2r,'b-',x,v3r,'g-")
xlabel('Frecuencia [Hz]")
TITLE('VELOCIDADES RELATIVAS')
LEGEND ('Nivel 1-0','Nivel 2-1','Nivel 3-2',0)
axis auto

figure(3)
subplot(1,2,1),plot(x,ala,'r-',x,a2a,'b-',x,a3a,'g-"
xlabel('Frecuencia [Hz]")

ylabel('Aceleracion [m/s?]")
TITLE(ACELERACIONES ABSOLUTAS")
LEGEND ('Nivel 1','Nivel 2','Nivel 3',0)
subplot(1,2,2),plot(x,alr,'r-',x,a2r,'b-',x,a3r,'g-")
xlabel('Frecuencia [Hz]")
TITLE(ACELERACIONES RELATIVAS')
LEGEND ('Nivel 0-1','Nivel 1-2',Nivel 2-3',0)

axis('auto')

ACELERACIONES ABSOLUTAS ACELERACIONES RELATIVAS
8 . . 8 . .

— Nivel 1 — Nivel 0-1
7F — Nivel 2 1 7F— Nivel 1-2

Nivel 3 Nivel 2-3

6l 6l
5| 51
4 | 4l
3l 3l
2 \J 2+
1 1t
0 . . 0 . .

2 4 6 0 2 4 6

Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]
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Los graficos precedentes muestran las aceleraciones, velocidades y desplazamientos en
forma relativa y absoluta del ejemplo analizado.

CONCLUSION

Durante la marcha del estudio se ha indagado en profundidad en la teoria de la Dindmica
de los Sistemas con grados de libertad multiples modelizados con parametros concentrados
pero, en contraste con los desarrollos encontrados en la bibliografia consultada, aqui se ha
tenido en cuenta el amortiguamiento estructural. Como resultado de este analisis se ha logrado
desarrollar un método de calculo que, utilizando la Transformada de Laplace y Matlab como
herramientas, permite evaluar la respuesta de los “n” grados de libertad de una estructura
cuando se la solicita con cargas alternativas sinusoidales por la fundacion, por sus niveles o
por ambas simultdneamente.
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