Mecanica Computacional Vol. XXI, pp. 2834-2842
S. R. Idelsohn, V. E. Sonzogni and A. Cardona (Eds.)
Santa Fe—Parana, Argentina, October 2002

APROXIMACION NUMERICA A LA SOLUCION DE UN PROBLEMA
NO CLASICO DE CONDUCCION DEL CALOR

Maria C. Sanziel
Consejo de Investigaciones de la Universidad Nacional de Rosario (CIUNR)

Inst. de Matematica “B.Levi”, Facultad de Cs. Exactas, Ingenieria y Agrimensura
Universidad Nacional de Rosario
Av.Pellegrini 250
2000 Rosario, Argentina
e-mail: sanziel@fceia.unr.edu.ar

Key words: Conduccion del calor, Problema no-clésico, Analisis Numérico

Resumen. La modelizacion de sistemas de regulacion de temperatura en medios isotrépicos
puede realizarse a través del denominado "problema del termostato”. Este es un problema
no-clasico de conduccion del calor en el que aparece un término fuente, que determina un
efecto de calentamiento o de enfriamiento. Se sabe que, bajo determinadas condiciones para
los datos, la solucion del problema tiende a cero cuando t — oo. Mds atin, tiende a cero mas
rapidamente que la solucion de un problema similar sin término fuente.

En el presente trabajo se aborda la simulacion numérica del problema del termostato.
Utilizando el método de lineas, se verifican los resultados obtenidos analiticamente y se
obtienen resultados similares para otras condiciones de la fuente y del dato inicial.
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1 INTRODUCCION

Se considera el siguiente problema no-clasico de conduccion del calor:

u,(x,t)-u_(x,t)=-F@u, (0,¢1t) x>0 t>0
P) u(0,t)=0 t>0
u(x, 0) = h(x) x>0

Este tipo de problema aparece en la modelizacion de sistemas de regulacion de temperatura
en medios isotropicos. Se lo suele denominar problema del termostato.

El término fuente, - F(u, (0, t), determina un efecto de calentamiento o de enfriamiento,
segun sean las propiedades de F, relacionadas con la evolucion del flujo de calor u_ (0, t).

Con hipoétesis adecuadas, se demuestra la existencia de solucion, asi como la unicidad y
dependencia continua de dicha solucion respecto de los datos' %.

Se supone que la funcion F, llamada funcion de control, satisface las siguientes
condiciones:

(A) VvFw) 20
B) FO)=0

las que intuitivamente significan que el control tiende a estabilizar el proceso en todo tiempo.
Bajo estas hipdtesis (A) y (B) para la funcion F, y suponiendo ademas que la temperatura
inicial h es no negativa, resulta que la solucion u(x, t) del problema (P) tiende a cero cuando
el tiempo t tiende a infinito' 2.
Por otra parte, si se designa con uy(x, t) a la solucion del problema (P) en ausencia del
control F, se han probado los siguientes resultados que comparan la velocidad con la que las
soluciones u(x, t)y up(x, t) se aproximan a cero cuando t — oo 3,

Lema : Si F(v) = A v se tiene que

T
20 Uy (x,0)

(1.1)

Mas aun, valen las siguientes estimaciones

1 <u(x,t) <1

< <—— cuandot — oo, 1.2
2t Ut AJme (1.2)

Teorema: Si F(v) = A v (con A>0)y h(x)=hy > 0, entonces:

i) u(x, 1) =ho exp (A2 t) [ erfc (A /1) - exp (A x) erfc(r /7 + ﬁ)} (1.3)
t
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u(x,t)

uy(x,t)

i) ~1/(2¥1) (1.4)

cuando t — oo, uniformemente en x > 0.

Teorema : Si la funciéon F es una funcion continua que verifica

(A) VvFv)=0 (1.5)
®)  F0)=0 (1.6)
(C)  Fconvexaen (0, +) (1.7)
D) FOH=2r (1.8)
entonces la solucion del problema (P) con h(x)= hy , x > 0, satisface el siguiente
comportamiento asintotico
uxn (1.9)
==, (x,t)

En el presente trabajo se aborda la simulacion numérica del problema del termostato,
verificandose los resultados obtenidos analiticamente y obteniéndose resultados similares para
otras diferentes condiciones de la fuente y del dato inicial.

2 DISCRETIZACION DEL PROBLEMA

Para aproximar numéricamente el problema (P) se considera el siguiente problema no-
clasico de conduccion del calor planteado en un dominio acotado, el que se designara por (Pr)

u,(x,t)-u_(x,t)=-F@u, (0,1 0<x<L t>0 2.1)
u0,t)=0 t>0 2.2)
w(L,t)=0 t>0 2.3)
u(x, 0) = h(x) x>0 24

Para obtener la solucion aproximada del problema (Pr) se utiliza el llamado método de
lineas *3 .

Se realiza una discretizacion en el espacio del problema, manteniendo continua la variable
temporal.

Sean Ax= % el paso espacial, x, =1 Ax, U, = u(x,;,t),i=0,1,2,...,N.

La ecuacion (2.1) se expresa por:
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AU,(1) _ U, ()=2U,()+U,, (1)
ot Ax?

P
Ax

) 1<i<N-1, t>0 (2.5)

en tanto que las condiciones (2.2), (2.3) y (2.4) se traducen respectivamente en:

U, =0, t>0 (2.6)
Uy®=Uy, @® t>0 2.7
U, (0) =h(x;) i=0,1,2,...,N (2.8)
se obtiene entonces el siguiente sistema matricial de ecuaciones diferenciales ordinarias
V=MV+S$S 2.9)
donde
_ T U _ T
V=U,@t),U,®),..., Uy, ®) S= F(T)e e=(1,1,...,1

son vectores N-1 dimensionales y M es la matriz cuadrada de dimension N-1

21 0 0
-2 1 0

M=-—L o 1 -2 .0 (2.10)
Ax . 0
0 0 0 .. -1

Para resolver el sistema (2.4) se aplica un esquema de Runge-Kutta de cuarto orden. Los
programas se escriben usando el software matematico MATLAB. Los resultados obtenidos se
muestran graficamente en la siguiente seccion.

3 RESULTADOS NUMERICOS
3.1 Comparacion con la solucion exacta

A fin de testear la bondad del método empleado, en la Figura N° 1 se ha representado con
linea verde la solucion exacta presentada en la ecuacion (1.3) y con linea azul la solucion del
problema (P 1) obtenida con el método de lineas, para 5 lineas de tiempo: 10 seg, 20 seg, 30
seg, 40 seg y 50 seg.

Se supone

h(x)=hy=10°, F(v)= Avcon A=1, At=0.1 seg., Ax=05m
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Tigrados C)

numera de punto, i

Figura Mo 1

3.2 Problema con fuente de calor lineal y temperatura inicial constante

A

. U ., . .
En la figura N° 2 se ha representado el cociente U—’(\; en funcion del tiempo t. Se designa
N
A _ 1A TTA A By — u°
con U Uy, Ut, ..., U%)alasolucion del problema (PL ) con F(v)= Avycon U ala

solucion del problema (P, ) con F(v) = 0. Se considera la temperatura inicial constante

h(x)=10°. Con linea azul se ha dibujado la grafica para A= 0.5 y con linea roja la grafica para
A=2.5.
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cociente de las temperaturas

tiempo

Figura wWe 2

En la Figura N° 3 se presentan soluciones del problema (P 1) considerando un término
fuente lineal, es decir F(v) = A v y la temperatura inicial h(x) = 10°. Con linea verde se dibuja
la solucion con A =0, con linea azul la solucién con A= 0.5 y con linea roja la solucion con
A=2.5, para 5 lineas de tiempo: 10 seg, 20 seg, 30 seg, 40 seg y 50 seg.
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Tigrados C)
(i)

= e Py A df=—————of T | f f
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numero de punta, i

Figura N° 3

3.2 Problema con fuente de calor no-lineal

En la Figura N° 4 se presentan las graficas de las soluciones del problema (P ) suponiendo
una temperatura inicial variable, h(x) = 10x. Con linea verde se presenta la solucion del
problema sin fuente de calor y con linea azul la solucion del problema con fuente de calor de
la forma F(v) =V’ .
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4 CONCLUSIONES

Se ha simulado numéricamente el problema del termostato para el caso unidimensional,
empleando el método de lineas.

Los resultados obtenidos ratifican las propiedades demostradas analiticamente, en los casos
en que los datos verifican las hipotesis utilizadas para las demostraciones.

La simulacion permite observar el comportamiento de las soluciones para aquellos casos
en los que no se tienen resultados analiticos, pudiendo asi adecuar el término que representa a
la fuente de calor para lograr que la solucion se aproxime a cero en el tiempo deseado.
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