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Resumen. Es un hecho conocido en la teoria de vibraciones mecanicas que la presencia de
masas adosadas altera las frecuencias naturales de vibracién de elementos estructurales, asi
como sus modos normales. En € caso de una placa delgada rectangular isétropa con sus
bordes simplemente apoyados, la presencia de una masa considerada puntual, rigidamente
adosada en e centro de la placa no modifica los valores de frecuencias naturales cuyas
formas modales presentan una linea nodal que contienen al punto de aplicacion de la masa.
En cambio las frecuencias naturales cuyas formas modales producen desplazamiento en
dicho punto, modifican sus valores con la magnitud de la masa. En el presente trabajo se
analizan las variaciones de las frecuencias naturales y formas modales por incidencia de la
magnitud de la masa, evidencidndose en algunos casos permutaciones en e orden de las
frecuencias correspondientes a determinados modos de vibracion, al incrementarse el valor
de la masa. Los valores de frecuencias naturales se determinaron utilizando métodos
variacionales, aproximando la solucién mediante conjuntos de funciones viga, Ilegando a un
determinante-ecuacion de 400 x 400 elementos. Los resultados se han verificado mediante
codigos de elementos finitos que a su vez fueron utilizados para establecer las formas
modal es correspondientes.
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1. INTRODUCCION

El elemento estructural que se propone analizar consiste en una placa delgada rectangular
de materia isétropo, simplemente apoyada en sus cuatro bordes, en la que se considera la
existencia de una masa puntual concentrada rigidamente vinculada a ella, seguin se indica en
lafigural.
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Figura 1: Placarectangular isttropa simplemente apoyada con una
masa concentrada en el centro delamisma(x,= a/2,y,= b/2).

El efecto de la masa concentrada adosada a la placa puede deberse a la presencia de un
motor o magquinaria sobre la placa estructural o bien en una placa de circuito impreso a algin
dispositivo electrénico adherido aella.

Cualquiera sea e tipo de aplicacion de este modelo se observara una marcada modificacion
en el comportamiento dindmico del sistema *?

Si bien € gjemplo propuesto para materiales isétropos admite solucion exacta la misma es
dificultosa de implementar, y €l problema principa es que dicha solucién no puede extenderse
a casos més generales tal es como placas que incluyan simultdneamente huecos o inclusiones y
masas concentradas, caracteristicas anisotropicas del material o diferentes condiciones de
borde.

El trabajo presente cumple con dos finalidades: La primera es desarrollar una metodologia
basada en la energia, implementada a través de un planteo matricial original del problemay la
segunda consiste en redlizar € andlisis del comportamiento dindmico particular que presenta
el modelo propuesto. La idea de analizar en esta primera etapa un modelo relativamente
sencillo permite comprender cabalmente el fenémeno y generar las bases para € estudio de
sistemas mas complejos, como |os mencionados anteriormente.

2. SOLUCION ANALITICA APROXIMADA

Cuando la placa efecttia uno de sus modos normales de vibracion la funcional de energia
gobernante del problema es:
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JIwW(x,y)] =%DJ.J.[WX§( + 2V W Wy, + W2 + 2(1—v)W2 |dxdly
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Donde D=Eh®* 12( 1-V*) eslarigidez aflexion de la placa; E su médulo de elasticidad; W
la funcién desplazamiento de la placa; p es la densidad del materia; m, la magnitud de la
masa adosada 'y W, laamplitud del desplazamiento del punto de aplicacion de la masa.

A los efectos de aplicar el conocido método de Rayleigh-Ritz se aproxima la funcién
desplazamiento de la placa mediante un conjunto de funciones viga, que satisfacen las
condiciones esenciales de borde.

M N
W00Y) = D Ann Xl Yol) e

m=1 n=1

Siendo X(X) e Yn(y) las respectivas funciones viga en las direcciones x ey de laplaca; Am
los coeficientes a determinar y los parametros M y N definen el nimero de términos con que
se gproximala funcion de forma.

En este caso las funciones viga se expresan en lasiguiente forma: ®

X p(X) = Sen(mn x/a) &)
Ya(y)=Sen(nmy/b) @
El sistema se comportara de modo que la funcional de energia expresada por la eq.(1) sea
minima. Siendo posible establecer la condicion de extremo a imponer que la primera
variacion de lafuncional seanula
dJ[w]=0 (5)
Reemplazando la eg. (2) en la eg.(1) y minimizando respecto a los coeficientes An, se
obtiene el sistema:
aJIW_ ]
a-o (6)
Ann

Por ser el sistema de ecuaciones (6) lineal y homogéneo, para obtener una solucion distinta
delatrivia debera ser el determinante de los coeficientes del mismo igual a cero, lo que

conduce a obtener los autovalores del problema: ,,, = /ph/D; aw,,,, que constituyen los
coeficientes de frecuencia naturales del sistema.
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3. RESULTADOSNUMERICOS

Se resolvieron diferentes model os estructural es definidos por larelacion A = a/ b entre los
lados de la placa y la relacion my/m, entre la masa concentrada y |a masa de la placa,
ubicando la masa en e centro de la placa. En todos los casos se utiliz6 M=N=15 para €l
ndmero de términos de la funcién desplazamiento de la placa.

Latabla 1 muestra las modificaciones en las primeras cuatro frecuencias conforme aumenta
larelacion my/m, paradiferentes valores de A.

Como gjemplo puede apreciarse en latabla 1 paralarelacion de lados A =1/2 que € primer
coeficiente de frecuencia en la placa sin masa concentrada tiene un valor Q,=12,337, mientras
que con lamismarelacion de lados, cuando my/m, = 0.3 €l coeficiente de frecuenciaes 2, =
7.992; con lo cual se produce una disminucién del orden del 35 % .

La disminucion en e vaor del coeficiente de frecuencia de vibracion es también
significativo, aln cuando la relacion entre la masa concentrada y la masa de la placa es
sensiblemente menor. Si se toman como gemplo los valores obtenidos en la tabla 1 para €l
caso en que la relaciéon de lados es A = 2/3, la tabla 1 indica para la placa sin masa
concentrada que el primer coeficiente de frecuencia Q; = 14,256 y para la placa con una
relacion my/m, = 0.1 que Q3 = 11,962, lo cual muestra una disminucion del coeficiente de
frecuencia del orden del 16 %.

Con €l objeto de apreciar mas detalladamente como varia el comportamiento dinamico de la
placa, conforme aumenta la masa concentrada, se construy6 €l grafico de la figura 2 para €
caso en que A = 2/3. En las ordenadas se indican las cuatro primeras frecuencias, y en las
abscisas larelacion my/my, con lo cual cadalinea vertical en el gréfico define una estructura

A partir de los resultados obtenidos graficados en la figura 2 pueden sefidarse las
caracteristicas principales del comportamiento dindmico del model o analizado.

En primer lugar se observa que los valores de frecuencia que se corresponden con las
formas modales identificadas con (1-2) o (2-1) no ateran su valor con el crecimiento de la
magnitud de la masa. Ello se debe a que dichas formas modales tienen una linea nodal central
gue contiene a punto de aplicacion de la masa.

En segundo lugar se observa que las formas modal es identificadas habitualmente como (1-
1) y (1-3) disminuyen a aumentar larelacion my/m, y 1o hacen en forma significativa segiin se
detall6 en parrafos anteriores. Esto se debe a que en estas formas modales la masa
concentrada estara en movimiento incrementando la energia cinética del sistema. El
comportamiento descripto genera una alteracion en el orden de los valores de las frecuencias
naturales que se corresponden con las formas modales identificadas como (2-1) y (1-3) a
medida que se incrementa la magnitud de la masa concentrada. En efecto para vaores
menores a my/m, = 0,075 la tercer frecuencia natural corresponde a la forma modal (2-1) ( es
decir dos ondas en sentido de las abscisas y una en sentido de las ordenadas). A partir del
valor my/m,= 0,075 seinvierte tal relacion como indicalafigura?2.
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Figura2: Primeras cuatro frecuencias en una placa S.A. con una masa concentrada ubicada en
el centro de lamisma, conforme varialarelacion rT’b/mp , Obtenidas parai=a/ b =2/3.
Cada curva corresponde respectivamente a las formas modales 1-1, 1-2, 2-1y 1-3

Utilizando un algoritmo de elementos finitos * se determinaron las formas modales
correspondientes a algunas de las diferentes configuraciones que define € gréfico de lafigura
2. Lafigura 3 muestra comparativamente como la masa concentrada afecta en funcion de la
relacion my/m, la forma modal resultante. Puede apreciarse € cambio en €l orden de las
formas modales que presentan la 3@ y 4% frecuencias en éstos casos, asi como a partir de
cierto valor de my/m, se curvan las lineas nodales, llegando incluso a transformarse en una
curva cerrada (figura 3 my/my =1).
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A=alb rnc/mp Q, Q, Q3 Q,
o |1.] ~ 12337 14| " 32076
* 12,337 * 32,076
N N
2 o1 |11 10307 11 2| A% 19739 |13 21956 15 4| nxa1,046
** 10,305 ** 27,932
s |1l ~ 7992 13| ~ 25371
** 7,986 ** 25,324
N
N | " wees | 4| " 4038
* 14,256 * 43,865 * 49,348
N N N
23 o1 |11 11962 |15| axpra16 |13| 42385 |54 T 43865
** 11,961 ** 42338 ** 43,865
s |1l ~ 9369 La| ~reiL [, * 43865
** 9,353 ** 37,478 ** 43,865
N
0o |11 " 19739 2 78.957
* 19,739 * 78,957
N N
10 o1 |11 16603 |15 nxa9348 [21| ~*49348 |22 76,52
** 16,591 ** 76,298
0,3 11 ~ 13,052 29 A 63,55
** 13,048 ** 63,31
o |1.| * 32076 o] 986% |, | ~115083
' * 32,076 * 98,696 * 111,033
N N N
15 01 |11 26915 154| nxp1,685 |31 95,367 115 98,696
** 26,912 ** 95261 ** 98,696
oz |1a| 21081 a1| ~ 84535 | | * 98,69
** 21,072 ** 84,326 ** 08,696
o 14| ©49.348 44| " 128305
' * 49,348 * 128,305
N N
20 o1 |11 41228 59| 789057 [31| " ML8 |1l Av167783
** 41,220 ** 111,728
os |1.| ~ 31968 5| * 101485
' ** 31,944 ** 101,296

Tabla 1: Primeras cuatro frecuencias Q,,, de una placa rectangular isétropa simplemente apoyada con una masa
concentrada en el centro de la misma, obtenidasen funcionde A = a/b pararelaciones. mym,=0; 0.1y 0.3.

Referencias:  ”~ Solucién aproximada propuesta.
* Solucién exacta utilizando expresiones de Leissa. ®
** Splucién exacta utilizando |a formulacion de Magrab. ©
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m/m;=0 modo1-3 Q,=49429

o

my/m,= 0,05 modo 1-3 €, = 45,232

mym=0,1 modo1-3 Qg =42424

mym,= 0,05 modo 2-1 Q5 = 43901

mym=0,1 modo2-1 Q,=43901

___________ B —-———————

mym=0,3 MODO 2-1 Q,=43901

mym=1 MODO1-3 Qj=34369

m/m=1 MODO2-1 Q, =43901

Figura 3: Formas modales de laterceray cuarta frecuencia, para diferentes valores de larelacion my/m,

2200



