Mecénica Computacional Vol. XXI, pp. 2361-2371
S. R. Idelsohn, V. E. Sonzogni and A. Cardona (Eds.)
Santa Fe—Parana, Argentina, October 2002

MODELACION Y SIMULACION NUMERICA DEL FENOMENO DE
INTRUSION SALINA EN ACUIFEROSBASADA EN EL METODO DE
VOLUMENESFINITOS

Mario Durén*, José Mufiozt, Patricio Toledo*

*Centro de Mineria,
Pontificia Universidad Cat6lica de Chile
Casilla 306, Santiago 22, Chile.
email: mduran@ing.puc.cl, patoledo@ing.puc.cl

TDepartamento de Ingenieria Hidraulica y Ambiental,
Pontificia Universidad Catdlica de Chile,
Av. Vicufia Mackenna 4860, Santiago, Chile.
email: jfmunoz@puc.cl

Palabras Clave: Intrusién Salina, Contaminacion de Aguas, Volimenes Finitos, Adveccion,
Difusion.

Resumen. Se presenta una simulacion computacional basada en el método numérico de Volu-
menes Finitos para el flujo saturado bidimensional en un acuirero confinado que presenta una
descarga vertical al mar sobre una cufia salina difusa que ha intruido en el acuifero. Se exhiben
y discuten los resultados tanto en régimen transiente como en estado estacionario. De acuerdo
a estos, que coinciden muy bien con los modelos estandar, el método se muestra eficiente en
tratar no linealidades y gradientes localizados
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1. INTRODUCCION

Muchos fenémenos naturales en los cuales interactian flujos subterrdneos y contaminantes
son importantes en la actualidad, ya sea en abastecimiento de agua potable, en prospeccion y
explotacion minera o en manejo de residuos. El flujo miscible en medio poroso con énfasis en
el transporte de soluto por adveccion-difusion, tiene una gran aplicacién aqui. Sin embargo, la
imposibilidad de obtener soluciones exactas, ha retrasado la comprension de los sistemas de
aguas subterraneas sometidos a estos fenémenos. Por este motivo, se hace necesario recurrir a
herramientas numéricas y computacionales con objeto de obtener resultados desde los modelos
sin recurrir a excesivas simplificaciones en estos.

Uno de los fendmenos mas interesantes en este campo, es la dindmica a la cual estad sometido
el Salar de Atacama, en el norte de Chilel. Recientemente, el Salar ha sido sometido a estudio
numérico, principalmente por medio de un método de diferencias finitas®®, en este contexto
el avance hacia un modelo numérico de mayor sofisticacion matematica y geoquimica es de-
seable, de modo de poder capturar mas y mejor heterogeneidades, anisotropia y caracteristicas
transientes propias de estos sistemas.

El desafio de resolver las ecuaciones que rigen estos sistemas dinamicos, es abordado por
medio del esquema de volimenes finitos en el espacio y por un 6-esquema en el tiempo. Las
principales dificultades numéricas se presentan en las dependencias entre densidad y concen-
tracion, las mismas que inducen cambios en los patrones de flujo. Esta problematica, se traduce
en no linealidad en las ecuaciones y es enfrentada por medio de un algoritmo de punto fijo.

Los resultados que se presentan corresponden a una primera etapa de desarrollo y consisten
en la validacion del modelo con respecto al muy conocido problema de intrusion salina de
Henry, transiente y estacionario.

2. INTERACCION ENTRE DIFERENTES TIPOS DE AGUA: MARCO TEORICO

Por més de veinte afios, muchos autores han estudiado cdmo desarrollar cddigos numéricos
que simulen la intrusién salina. Existen principalmente dos enfoques, uno relativamente simple
que consiste en suponer una interfaz abrupta entre agua dulce y salada y otro mas completo y
riguroso que supone una zona de transicién o mezcla entre ambos tipos de agua®. La decision
entre uno u otro enfoque depende de las condiciones hidrogeolégicas del lugar en estudio, pero
es aceptado que una zona de transicion debe aplicarse en el caso que exista heterogeneidad y
dispersion®.

En la zona de transicion, la densidad del agua es una funcién del espacio y del tiempo y
depende de la distribucioén barométrica asi como de la concentracion salina. Las ecuaciones que
pueden describir este fendmeno son leyes de conservacion hiperbélicas y se trataran en su forma
integral. Esta manera de ver el problema es intrinseca al método numérico escogido y garantiza
el respeto al principio fisico subyacente que es el balance de las propiedades extensivas del
sistema.

Un modelo conceptual consta de dos partes a saber: una dinamica propiamente tal, com-
puesta por la ley de Darcy y la conservacion de la masa en forma de ecuacion de continuidad
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mas una parte geoquimica que incluye una ley de estado y una ecuacién de continuidad para
el soluto. La ley de estado describe la forma en la cual se acopla densidad y concentracion y
a fin de cuentas, establece la fuerza con la cual se representa la no linealidad del fenémeno de
intrusion. Cuando se trata con fluctuaciones en la concentracion del orden del 5% una ley de
estado lineal es suficiente. En el Salar de Atacama las variaciones son del orden de un 13 %, por
lo tanto sera necesario cambiar este modelo ligeramente en una segunda etapa.

La ley de Darcy expresa la velocidad del flujo de agua subterranea por medio de la ecua-

cion&*: )
mﬁ:——(Vp+ngz) 1)

)7

endonde 7 (L/T) representa la velocidad promedio del fluido en el medio poroso, m la porosidad
efectiva, k (L?) el tensor de permeabilidad intrinseca, u (ML=*T 1) la viscosidad del fluido, p
(M/L®) la densidad del fluido, g (L/T?) la aceleracion de gravedad, p (M/LT?) la presién de
fluido y z (L) la altura de referencia.

El balance de masa transiente en medio solido incompresible (pero con matriz porosa com-
presible) sin considerar efectos de humedad y de compresibilidad del fluido se escribe®:

pa%—f :div(pﬂ—k(Vp +pg V1)) )

en donde o (LT?/M) es el coeficiente de compresibilidad volumétrica del medio poroso que se
llamard Q. Usualmente en esta Gltima expresion es utilizada la aproximacion de Boussinesq,
que establece que las variaciones en la densidad s6lo seran consideradas en la ley de Darcy (1),
reduciendo (2) a un balance volumétrico.

El transporte de un contaminante o soluto en medio poroso viene dado por una ecuacion de
adveccion-difusion de la forma*>7#:

d(mpC)
ot

donde los procesos de adsorcion y dacaimiento han sido despreciados. C representa la fraccion
de masa del soluto (M/M) o la concentracion de él (M/L3®) y D (L?/T) es el tensor de disper-
sion hidrodinamica, que contiene efectos de difusion y dispersion. Usualmente este es tratado
como la suma de dos partes separadas, es decir, una componente de dispersion mecanica, que es
funcién de la velocidad y otra constante que representa la difusién molecular. Esta representa-
cidn es poco real conceptualmente, ya que los efectos de dispersion-difusién estan intimamente
ligados y no pueden ser separados®.

Las variaciones de la densidad del fluido con respecto a la concentracion en casos de salini-
dad moderada se representan por>:

= div(mp(D(®) VC - C 7)) (3)

p=po+7y(C-Cy) (4)

en donde Cy y pg son concentraciones y densidades de referencia, usualmente se toma el valor
de estas para el agua dulce, y es la razon entre densidad y concentracion.
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3. APROXIMACION NUMERICA

Introduciendo el potencial piezométrico equivalente, la razon de referencia y la concentra-
cion relativa
_ b _PM—Po _C -G
= g=—" Cr=——

Pog Po Cm—Co
en donde py Y Cy son las cotas maximas que alcanzan la densidad y la concentracién, se puede
obtener la formulacion final del problema.

Se propone resolver las ecuaciones (5) para el caso isotrdpico, homogéneneo y no dispersivo
en 2D considerando que la aproximacion de Boussinesq es valida. Mas exactamente, sea Q un
medio poroso regular, sea T > 0, se desea resolver para todo tiempo t € (0, T) y para todo punto
x € Q el problema (P) dado por:

H

Encontrar (H,C,7) : Qr — R* tales que:

mz?:—po—gk (VH +eC, V2) en Qr,
u
p 5
(P) oH _ Lo|iv((1+.sc,) (VH+£C,Vz)) en Qr, ©
ot ua
oC . 3
E:dlv(DmVC—Cv) en Qr.

Donde Qr = Q x (0, T) es el cilindro espacio temporal. La aplicacion de este sistema de ecua-
ciones a un sistema de aguas subterraneas en particular requiere del conocimiento acabado de
toda la hidrogeologia del sistema. Esto quiere decir, geometria, patrones de carga y descarga
e influencias externas, usualmente debido a actividades humanas. Esto equivale a establecer
condiciones iniciales y relaciones de frontera de primer, segundo y tercer tipo para H y C.

Usualmente el tratamiento de este tipo de ecuaciones es por medio de esquemas de diferen-
cias finitas o de elementos finitos, siendo estos ultimos los més populares y de mayor prestigio.
Sin embargo, diferentes autores han reportado problemas en la aplicacion de esquemas de ele-
mentos finitos a los sistemas de aguas subterraneas*>” debido a la violacion de la conservacion
de la masa.

El método de volimenes finitos es especialmente apropiado para tratar fluidos, al ser su
formulacion conservativa'®tt, El método en si, no resuelve la ecuaciones diferenciales parciales,
sino que las expresiones integrales de (5) que representan los balances de masa en el dominio de
interés. En ese sentido, es diferente a los métodos clasicos como las diferencias finitas, a pesar
de compartir las formulas de derivacion numérica. Es un esquema muy estable, ya que hace
uso de la grilla traslapada introducida por Harlow and Welch'?, lo que evita la interpolacion
en los bordes del volumen finito reduciendo la oscilacion?3, pero aln asi los problemas pueden
aparecer debido a la existencia de conveccion-difusion que presenta el transporte de soluto.
De modo de minimizar la oscilacion no fisica, un esquema de derivacion numérica upwind*
debe ser utilizado para discretizar los términos convectivos. Es bien conocido que esta ocurre
cuando el nimero de Peclet nodal supera el valor 2, por tanto lo que en efecto se utiliza es un
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esquema hibrido que cambie la derivada numérica centrada por un esquema upwind de acuerdo
a lo dictaminado por el nimero de Peclet. Con respecto a la evolucion en el tiempo, como es
usual se utiliza una combinacion convexa o §-esquema, que engloba los esquemas implicitos,
explicitos y de Crank-Nicolson. La precision global de un esquema como este de orden uno,
si se utiliza un esquema de Crank-Nicolson se puede alcanzar precision local de orden dos. Es
posible implementar esquemas upwind de precision cuadratica como quick ', pero al costo de
tener que lidiar con inestabilidad.

Con respecto al tratamiento de las no linealidades estas son abordadas por medio de un
esquema de punto fijo. Mas precisamente, en primer lugar se debe pasar desde el problema en
Qr auno en Q, para ello consideremos la sucesion {H",C", #"}ns0 = {H(:, tn), C(, tn), 7(, ta) Inso
definida por el 6-esquema (P "):

k
mg" = 298 (VH" + £C] Vz2) en Q,

HY — {1 = ()‘Atl% div ((1 +&C;)(VH + sCer))n+
n —
) (1-6) At ;% div(+eC)(VH+sCv2)  en @

C"-C™* = 5 Atdiv(Dn VC - C 3)”+

R n-1
(1—6)Atd|v(Dm VC—CH) en Q.

Evidentemente, cuando n = 1 se requiere de un esquema explicito, ya que solo la condicion
inicial es conocida a priori. Naturalmente se requiere cumplir la condicion de consistencia:

lim [[{H",C", 7"} = {H(:, ta), C(, ta), U(-, ta)} = O (6)
n—oo
Notemos que las ecuaciones en (P™) son no lineales, para tratar tal problema, consideremos
un esquema de punto fijo, para ello se requiere generar una sucesion {H™,C™, 7™}, jon tal
que
[im{H™,C™, g™} = {H",C", 7"}
J*)OO
y donde los {H™,C™J, #™I},_4 jen SON solucion de un problema lineal. La formulacion lineali-
zada se escribe de la siguiente manera: conocidas las funciones {H™),C™, #™1}, o : Q — R* se
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determinan las {H™+1, C™i+t gri+ly o - Q — R* que resuelvan el problema (P ™J)
. k . .
mgnit = B9 E (gnict 4 g Cnitl vy) en Q,
u
_ _ k . _ . _
HM 2 = W02 = 5 At—div (1 + £ CM) (VHM*2 + £ CPIVZ))+
_ pa
(P M) ko . n-1,j n-1,j+3 n-1,j
(1-6) At—div((1+&Cl™) (VH™ 12 4+ CIHIVZ))  en Q,
Ha
CMi*s - CM 2 = 5 Atdiv (D, VCM*E — CM*E i)y
(1 - 6) Atdiv (D, VCMi*z — Crbie gnoti) en Q.

la actualizacion real de las variables se realiza por medio de un método de relajacion heuristica,
de modo de amortiguar la oscilacion, en efecto, dados 0 < w < 1y 0 < 6 < 1 se actualiza
mediante:

HMH = o HME 4 (1 - w) HY, @
CMit = gCMI*E 4 (1-g)CM. ®

Cada una de estas ecuaciones lineales del problema (P ™)) se discretiza por medio de volimenes
finitos, alcanzandose dos sistemas lineales, que se pueden resolver por métodos iterativos como
GMREs ', BicGsTaB®® 0 por alglin método directo como Lu'®. Una vez alcanzada la convergencia,
es posible ejecutar la siguiente iteracién en el tiempo.

4. EXPERIMENTO NUMERICO
4.1. El problemadeHenry

El problema de Henry es la prueba clasica que se ha de resolver con objeto de probar la
habilidad del modelo para tratar con situaciones en que la densidad varia. Sin embargo, \Voss
and Souza’ destaca, que no es suficiente la verificacion con este problema, y se han sugerido
otros problemas, como el de Elder”” o el transporte de un trazador en una dimension'®!®
del que se conoce una solucién exacta como pruebas mas completas. El problema de Henry
consiste en el flujo saturado bidimensional, en un acuifero confinado que presenta una descarga
vertical al mar sobre una cufia difusa que ha intruido en el acuifero. Una solucion analitica
aproximada fue entregada por Henry?®, no se conocen modelos numéricos que hallan dado
cuenta de ella®”, pero muchos esquemas basados en metodologias muy diferentes han entregado
resultados similares®->7182122 Se ha sugerido que esta imprecision probablemente se debe a
pérdida de exactitud en la solucion original debido a las aproximaciones introducidas’.

La geometria se presenta en la figura 1, en conjunto con las condiciones de borde. Los bor-
des superior e inferior representan zonas impermeables, luego les corresponden condiciones de
Neumann sobre la carga hidraulica y sobre la concentracion. El borde derecho representa una
zona de recarga de agua fresca, luego le corresponden condiciones de Neumann no homogéneas
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Figura 1: Definicion de la intrusion salina de Henry. Los bordes inferior y superior representan superficies im-
permeables, el borde lateral derecho representa una zona de recarga de agua fresca, el borde izquierdo representa
una zona de descarga vertical hacia el mar, correspondiente a un gradiente hidrostatico, adicionalmente ocurre la
intrusion del agua marina.

sobre la carga y condiciones de Dirichlet sobre la concentracidn. Si se escoge una concentracion
nula de soluto, esta relacion se escribe como una condicion de Dirichlet homogénea. El borde
izquierdo corresponde a la zona de salida al mar, por ello se prescribe la carga hidraulica con
un perfil hidrostatico a modo de condicién de Dirichlet no homogénea. La condicién sobre la
concentracion ha sido fruto de debate, Henry? y Pinder and Cooper* utilizaron con éxito una
condicién de Dirichlet, pero en el contexto de un modelo de elementos finitos Segol et~al.?
decidieron reemplazarla por una relacion dindamica que permitiera mayor flexibilidad en térmi-
nos de la capacidad de célculo en la cufia, que de lo contrario seria muy abrupta, estableciendo
una relacion de Neumann sobre la concentracion (flujo dispersivo) si el fluido sale del dominio
y una ecuacion de Dirichlet si el fluido entra al dominio. Este tipo de division no se conoce
a priori y es necesario implementarla dentro de un contexto iterativo. Tejeda et~al.?, Duréan
et~al.3, Toledo?® hacen uso de otra variante, que es la ocupada en este trabajo, que indica una
relacion de Robbins si el flujo entra, lo que se interpreta como dos efectos combinados sobre
el soluto, a la vez que este hace ingreso por adveccion, también se produce dispersion. A juicio
de los autores este dltimo enfoque resume mucho mejor la dindmica de la cufia salina. En la
tabla 1 se resumen los valores de los pardmetros ocupados con motivo de este experimento,
cuyos resultados pasamos a discutir.

4.2. Resultados

Las pruebas fueron realizadadas en un dominio de 20 x 30 nodos equidistantes. En la figura 2
se observa la distribucién de las principales variables de interés en el estado estacionario, arriba
se aprecian las lineas de flujo en conjunto con el médulo de la velocidad, en el borde izquierdo se
encuentra la descarga al mar que presenta dos zonas claras, un ingreso de agua de mar en la parte
inferior del acuifero que es desacelerada debido al encuentro con el agua dulce, evidentemente
cuando el agua salada no puede avanzar mas, sélo le resta elevarse producto de la boyancia que
le confiere su menor peso debido a la mezcla difusiva, que se observa claramente en el grafico
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Cuadro 1: Parametros ocupados en la modelacion del problema de Henry de acuerdo con Voss and Souza’.

Parametro valor Parametro valor
4 1,30 x 1072 kgm/s g 9,8 m/s?
Dn 6,6 x107° m?/s k 1,02x107° m?
ov  1024,99 kg/m3 Cum 0,0357 kgs/kg
po 1000 kg/m® Co 0 kgs/kg
recarga 6,6 x 107 m/s m 0,35
Largo 2m Altura 1m

a 1,00 x 10'° ms?/kg

5 10 15 20 25

Figura 2: Distribucion de las principales variables de interés en régimen estacionario. Ver el texto para la discusion.
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Figura 3: Distribucidn de las principales variables de interés en régimen transiente. Ver el texto para la discusion.

inferior, donde se presenta la distribucion salina, producto de esto el flujo se revierte de direccion
para salir por la parte superior formando la cufia salina. Es interesante notar que las isohipsas
(lineas de igual carga hidraulica) de la figura central no son paralelas a las isohalinas (lineas
de igual concentracién salina) como era de esperarse debido a la presencia de difusion. La
distribucion salina se encuentra en acuerdo con los resultados de Tejeda et~al.2, Duran et~al.®,
Voss and Souza’, en especial la isohalina C, = 0,5.

La figura 3 detalla la evolucion temporal de la distribucion salina para los tiempos At, 2At,
3At, 5At, 10At (At = 2 x 10%/30 s). Se aprecia un estado inicial muy disperso que evoluciona
rapidamente en forma de onda de choque hasta alcanzar un estado invariante dado por el estado
de equilibrio del sistema, a medida que avanza el tiempo (desde el grafico superior al inferior)
se observa una concentracion cada vez méas acotada de la zona de mezcla.

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado la primera etapa en el desarrollo de un modelo numérico para el flujo
miscible en acuiferos basado en Volimenes Finitos. El esquema trata las no linealidades por
medio de un algoritmo de punto fijo con relajacion heuristica. Las pruebas del modelo han sido
llevadas a cabo con el Problema de Henry, para el cual se han obtenidos buenos resultados,
tanto en estado estacionario como en régimen transiente. La formacién de un pulso en forma
de onda de choque es muy singular en este tipo de fendmenos y es el proceso que mayores
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complicaciones trae a los modelos numéricos, debido a su caracter no lineal.
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