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Abstract. En el presente trabajo se propone una metodología numérica basada en la consideración de
efectos observables a nivel micromecánico para simular computacionalmente el comportamiento consti-
tutivo de materiales con heterogeneidades, tales como la existencia de micro poros o vacíos. Típicamente,
esta situación se presenta en aleaciones metálicas, de allí la importancia y necesidad de su estudio. Se
pretende analizar la respuesta material acoplando fenómenos provenientes de una escala micromecánica,
basada en el concepto de celda unitaria, con otra macroscópica, formulada en el contexto clásico de
leyes fenomenológicas, haciendo uso para ello del modelo constitutivo de Gurson. El objetivo final de
este trabajo es obtener información del modelo micromecánico que se utiliza para caracterizar la energía
de fractura macromecánica manteniendo constante uno de los parámetros más influyentes en la respuesta
ante la falla de materiales dúctiles, como lo es el estado de triaxialidad. Este estudio es el paso previo para
modelar fractura en metales incorporando modelos cohesivos. Se presenta además una nueva estrategia
de integración aplicada al modelo de Gurson (métodoImpl-ex) que manifiesta un desempeño numérico
superior con respecto a las metodologías actuales, fundamentalmente en lo que respecta a robustez del
algoritmo.
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1 INTRODUCCION

La falla por generación y propagación de fisuras en metales es el producto de la interac-
ción mutua de tres mecanismos micromecánicos:nucleación, crecimientoy coalescenciade
micro poros. Existe evidencia experimental que fundamenta esta afirmación. Incluso es factible
también la interacción múltiple de porosTvergaard and Hutchinson(2002) o entre poblaciones
de vacíos de diferentes escalas de longitud, que coexisten en el medio. Por este motivo re-
sulta natural la formulación de modelos constitutivos que acoplen tales efectos micromecánicos
para estimar la respuesta a nivel macro. Basándose en estos conceptos, Gurson (Gurson, 1975,
1977) propuso una ley fenomenológica que ha cobrado relevancia en la comunidad científica,
a tal punto que la gran mayoría de los modelos para la simulación de falla dúctil utilizan las
ideas allí introducidas. Este modelo incorpora como nueva variable una fracción volumétrica
de vacíos (f ) para considerar la presencia de micro-cavidades en la matriz material. Un impor-
tante aporte posterior fue hecho porTvergaard(1982) y Tvergaard and Needleman(1984) tras
introducir un criterio empírico decoalescenciade poros, dando origen al denominado modelo
GTN (Gurson-Tvergaard-Needleman). En este sentido también deben destacarse las contribu-
ciones de otros investigadores, como por ejemploXia et al.(1995); Zhang(1998); Zhang et al.
(2000); Thomason(1998). Para el estudio presente adoptaremos el modelo GTN.

En el contexto de la simulación numérica de falla dúctil, las líneas actuales de investigación
están direccionadas a desarrollar herramientas que permitan analizar con mayor detalle los fenó-
menos que se manifiestan en el proceso de falla, como por ejemplo: (a) una mejor descripción
del fenómeno de coalescencia de poros pre-existentes y predecir localización (o necking) entre
vacíos, estimando así el modo de propagación de fractura viable (b) cuantificar las magnitudes
de energía que se ponen en juego al propagar una fisura (energía estable o de deformación plás-
tica generalizada vs. energía de fractura propiamente dicha), (c) idear modelos micromecánicos
que permitan caracterizar los mecanismos observables a nivel macro, (d) introducir una regu-
larización constitutiva que evite la falta de objetividad del modelo en la etapa post-crítica, etc.
El estado de triaxialidadT = σm/q, definido como la relación entre la tensión media (σm) y la
tensión equivalente de Von Mises (q), tiene una marcada influencia en cada uno de los aspectos
mencionados anteriormente. La finalidad de este trabajo es comprender esta fuerte dependen-
cia, particularmente en lo que respecta a la cuantificación de la energía de fractura. Como meta
a largo plazo, esta información se utilizará para la caracterización de un modelo discreto cohe-
sivo a introducir consistentemente en un medio gobernado por la ley GTN cuando se active el
proceso de localización.

En ENIEF2006, los autores han publicado algunos resultados preliminares en esta temática
de estudio (Sánchez et al., 2006a). En el artículo presente se describen algunos avances comple-
mentarios considerados de importancia. Como aporte novedoso se introduce una forma alterna-
tiva y eficiente para integrar las ecuaciones del modelo GTN. Esta nueva técnica, denominada
métodoImpl-ex (ver sección (3.2)) nos ha permitido resolver problemas de complejidad ele-
vada con robustez y presición razonable hasta agotar por completo el material, cuestión esta
última de importancia cuando se intenta medir energía asociada al proceso de fractura. Como
se mencionó, también es nuestro objetivo analizar la influencia del estado de triaxialidad (T )
en el proceso de falla. Para encarar este último punto, fue necesario implementar condiciones
de borde específicas con el fin de mantener el nivel detriaxialidad medioconstante, durante el
proceso completo de carga (ver sección (4)).
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2 MODELO EXTENDIDO DE GURSON-TVERGAARD-NEEDLEMAN

Las ecuaciones que definen el modelo GTN ya son clásicas en el contexto del modelado de
falla dúctil, por este motivo se introducen aquí en forma resumida. Según las consideraciones
propuestas porTvergaard(1981, 1982) y Tvergaard and Needleman(1984), es posible plantear:

φ(σ, f, ε) =

[
q

σ0(ε)

]2

+ 2 q1 f ∗(f) cosh(α)︸ ︷︷ ︸
φp

−1− q3 [f ∗(f)]2 ≤ 0 ; α = −3

2

q2 p

σ0

(1)

σ(p, q) = −p I1 +
2

3
q n ; n =

√
3/2 (S/||S||) (2)

f ∗ =





f para f ≤ fC

fC +

1
q1
− fC

fF − fC

(f − fC) para fC < f < 1
(3)

dondeσ representa el tensor de tensiones de Cauchy,p = −1
3
tr(σ) es la presión,q = [3

2
(S :

S)]
1
2 la tensión equivalente de Von-Mises dado queS = dev(σ), q1, q2 y q3 (q3 = q2

1) son
parámetros materiales ajustables por experimentación yσ0 = σ0(ε) es la tensión de fluencia
equivalente microscópica dependiente de la deformación equivalente microscópica en la matriz
del material (ε) a través de una ley de endurecimiento que definimos como:

σ0

σy

=

[
1 +

Eε

σy

]N

(4)

La fracción volumétrica de vacío (o porosidad) se considera a través del escalarf , que actúa
como una variable interna adicional del modelo. Note que la función de fluenciaφ depende
de unafracción de vacios modificada(f ∗) incorporada para simular la degradación rápida de
resistencia debido al proceso de coalescencia de poros. La modificación (3) se activa cuando
f > fC , siendofC el valor crítico de la fracción de poros que produce la coalescencia, mientras
quefF es aquél para el cual el material se encuentra completamente degradado. El término
φp, que como veremos más adelante tendrá un tratamiento particular, se ha introducido para
enfatizar la dependencia que posee la funciónφ(σ, f, ε) con la presión hidrostática. En la
expresión (2), I1 representa el tensor identidad de segundo orden (I1 = δij ei ⊗ ej).

La regla de flujo macroscópico sigue una ley de normalidad del tipo:

ε̇p = γ
∂φ

∂σ
= γ

[
q1 q2 f ∗

σ0

sinh(α) I1 +
3

σ2
0

S

]

︸ ︷︷ ︸
M

(5)

siendoγ es el multiplicador plástico yM el tensor que aporta la dirección del flujo inelástico.
Además, se verifica que:

ε̇p
p

∂φ

∂q
+ ε̇p

q

∂φ

∂p
= 0 (6)

donde la componente volumétrica (ε̇p
p) y desviadora (̇εp

q) de la tasa de deformación plástica
vienen definidas por las expresiones siguientes:

ε̇p
p = −γ

∂φ

∂p
; ε̇p

q = γ
∂φ

∂q
(7)
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En la ley de evolución del parámetro de porosidad (f ) aportan dos mecanismos. El primero
debido a la velocidad decrecimiento de poros, que depende fundamentalmente del estado de
triaxialidad. El segundo factor modela la velocidad denucleación de vacíos, resultando ser una
función de la tasa de deformación plástica equivalente (ε̇) en la matriz:

ḟ = (1− f) ε̇p
p︸ ︷︷ ︸

crecimiento

+ Am(ε) ε̇︸ ︷︷ ︸
nucleación

(8)

donde, segúnChu and Needleman(1980), la funciónAm(ε) asegura que la nucleación de poros
sigue una ley normal de distribución con valor medioεN y desviación estándar essN . Fi-
nalmente, la tasa de deformación plástica microscópica (ε̇) se deduce del balance de trabajo
plástico a nivel macroscópico y microscópico:

(1− f) σ0 ε̇ = σ : ε̇p (9)

3 INTEGRACION CONSTITUTIVA DEL MODELO GTN

La marcada no linealidad que presentan las leyes de evolución del modelo GTN se traduce
en inconvenientes al momento de resolver numéricamente problemas reales, fundamentalmente
en la etapa post-crítica de localización material. Este hecho ha motivado el desarrollo de nu-
merosas estrategias de integración, ver por ejemploZhang(1995); Kojic et al. (2002); Betegon
et al.(2006). En un trabajo previo, los autores presentaron un esquema implícitofraccionado,
siguiendo la metodología propuesta anteriormente porAravas(1987). En la presente contribu-
ción se avanza un paso más logrando introducir un nuevo esquema de integración denominado
métodoImpl-ex. Esta metodología surge como una extensión de los conceptos discutidos en
Oliver et al.(2005), aplicado ahora a un modelo fuertemente dependiente del estado hidróstático
de tensión, lo cual introduce algunas consideraciones especiales (Sánchez et al., 2006b).

En líneas generales, el esquemaImpl-exrequiere dos etapas de integración por cada paso de
tiempo. La primera corresponde a una estrategia implícita estándar mientras que la restante está
basada en una extrapolación explícita. A continuación discutimos ambas etapas de cálculo y
la forma en que interactúan y se complementan. También describimos al detalle el algoritmo
numérico junto con su derivada consistente para la implementación computacional del esquema.

3.1 Esquema de integración implícito fraccionado

Como se mencionó, un aspecto clave del métodoImpl-exconsiste en obtener, en primera
instancia, una solución implícita estándar. Por completitud se reescribe aquí un esquema ya
propuesto por los autores para esta etapa inicial (Sánchez et al., 2006a). Discretizando las
ecuaciones de gobierno del modelo GTN (1,6,8,9) mediante un esquema en diferencias finitas
retrasado, es posible escribir:

∆εp
p

∂φ

∂q
+ ∆εp

q

∂φ

∂p
= 0 eq. (a)

[
q

σ0

]2

+ 2 q1 f ∗ cosh(α)− 1− q3 (f ∗)2 = 0 eq. (b)

−p∆εp
p + q ∆εp

q

(1− f) σ0

−∆ε = 0 eq. (c)

(1− f)∆εp
p +Am ∆ε−∆f = 0 eq. (d)

(10)
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donde[∆εp
p, ∆εp

q , ∆ε,∆f ] representa el vector de incrementos finitos de las variables en tasas
[ε̇p

p, ε̇
p
q , ε̇, ḟ ], respectivamente. En forma compacta las ecuaciones (10) pueden expresarse como:

Rn+1 = 0, donde el residuo (R) del sistema queda definido mediante:

R =




Ra

Rb

...
Rc

Rd




=




R1

...
R2


 =




∆εp
p

∂φ
∂q + ∆εp

q
∂φ
∂p( q

σ0

)2 + 2 q1 f∗ cosh(α)− 1− q3 (f∗)2

.........................................................
−p ∆εp

p + q ∆εp
q

(1−f) σ0
−∆ε

(1− f)∆εp
p +Am ∆ε−∆f




(11)

La solución del sistema (10) puede obtenerse vía un procedimiento iterativo tipo Newton-
Raphson. Definimos∆X = [∆εp

p, ∆εp
q , ∆ε,∆f ] = (Xn+1 − Xn) como el vector de incre-

mentos finitos de las variables internas, luego la corrección de primer ordenδX(i) para tales
incrementos∆X, se computa como:

δX(i) = −J (i)−1
R(i) ; δX(i) =




δ∆εp
p

δ∆εp
q

....
δ∆ε
δ∆f




=




δ1

....
δ2


 (12)

siendoJ la matriz jacobiana obtenida tras linealizar el sistema de ecuaciones (10):

J (i) =
∂R(i)

∂∆X
=




Jaa Jab : Jac Jad

Jba Jbb : Jbc Jbd

.... .... . .... ....
Jca Jcb : Jcc Jcd

Jda Jdb : Jdc Jdd




=




A11 : A12

.... . ....
A21 : A22


 (13)

En (12-13) el supra-índice(i) implica itaración número“i” en el mismo paso de tiempo: (n+1).
Las expresiones para cada componente deJ pueden encontrarse enSánchez et al.(2006a,b).

Basándonos en la partición sugerida por la ecs. (11)-(13), en el cuadro (1) se propone un al-
goritmo de integración con doble loop iterativo (esquema fraccionado). El loop interno resuelve
‖R2‖ = 0 manteniendo fijoδ1 ≡ 0, de esta forma cada iteración primaria determina:

δ2 = A−1
22 R2 (14)

hasta la convergencia. Según (12), el loop externo evalúaδ1, considerandoR2 = 0, mediante:

δ1 = (A11 −A12 A−1
22 A21)

−1 R1 (15)

3.2 Esquema de integración Implícito-Explícito (Impl-Ex)

La aplicación del procedimiento descrito en la sección previa origina una metodología su-
ficientemente robusta sólo cuando la respuesta material está gobernada por campos cuasi ho-
mogéneos de deformación plástica y bajos niveles de porosidad. Por el contrario, la estabilidad
del esquema se ve sustancialmente degradada en el régimen post-crítico donde el proceso de
coalescencia de vacíos y localización se torna dominante. Este comportamiento numérico es-
púreo se debe a la pérdida de definición positiva del tensor tangente. Tales inconvenientes
surgen como motivación para desarrollar técnicas alternativas.
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Cuadro 1: Algoritmo implícitode integración numérica para el modelo GTN.
Paso de integración: (n + 1)

DATOS: εn+1 ; Xn =
[
εp

n, εn, fn

]

(1) Estado trial
Computar: σtrial = Ce : (εn+1 − εp

n) ; Strial = dev(σtrial)
pn+1 = ptrial = − 1

3 tr(σtrial) ; qn+1 = qtrial = [3/2 (Strial : Strial)]1/2

ntrial =
√

3/2 (Strial/‖S‖trial) ; φtrial = φ(σtrial, ε̄n, fn)
Asumir: ∆Xn+1 = 0 , i.e: ∆εp

p = ∆εp
q = ∆ε = ∆f = 0

(2) Verificar criterio de fluencia
Si φtrial ≤ 0 → avanzar al paso(7)
Si φtrial > 0 → avanzar al paso(3)

(3) Loop externo de Newton:iteración en∆εp
p y ∆εp

q , para resolverR1 n+1 = 0
Evaluar:σ0 = σ0(ε) y Am = Am(ε)
Computar residuo:R1(∆εp

p,∆εp
q , ∆ε,∆f) , a partir de ec.(11)

Computar jacobiano:J , a partir de ec.(13)
Computar incrementos para las dos primeras ecs:δ1 = [A11 −A12A

−1
22 A21]−1 R1

Actualizar:

[
∆εp

p

∆εp
q

]
→

[
∆εp

p

∆εp
q

]
+ δ1

Actualizar:pn+1 = ptrial + κ∆εp
p

Actualizar:qn+1 = qtrial − 3µ∆εp
q

(4) Loop interno de Newton: iteración en∆ε y ∆f , para resolverR2 n+1 = 0
Evaluar:σ0 = σ0(ε) y Am = Am(ε)
Computar residuo:R2(∆εp

p,∆εp
q , ∆ε,∆f) , a partir de ec.(11)

Computar:A22 , from eq.(13
Computar incrementos para las dos últimas ecs.:δ2 = A−1

22 R2

Actualizar:

[
∆ε
∆f

]
→

[
∆ε
∆f

]
+ δ2

Actualizar:εn+1 = εn + ∆ε
Actualizar:fn+1 = fn + ∆f

(5) Verificar convergencia para el loop interno
Actualizar residuo:R2(∆εp

p,∆εp
q ,∆ε, ∆f) , a partir de ec.(11)

Si ‖R2‖ < tol2 → Avanzar al paso(6)
Sino → Retroceder al paso(4)

Fin loop interno

(6) Verificar convergencia para el loop externo
Actualizar residuo:R1(∆εp

p,∆εp
q ,∆ε, ∆f) , a partir de ec.(11)

Si ‖R1‖ < tol1 → Avanzar al paso(7)
Sino → Retroceder al paso(3)

Fin loop externo

(7) Actualizar estado de tensión
σn+1 = −pn+1 I1 + 2

3 qn+1 ntrial

(8) Actualizar tensor de deformación plástica
εp

n+1 = εp
n + 1

3 ∆εp
p I1 + ∆εp

q ntrial

SALIDA: σn+1 ; Xn+1 =
[
εp

n+1, εn+1, fn+1

]
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Se propone entonces un nuevo esquema de integración constitutivo, en el cual se definen dos
secuencias de variables:

- secuencia “implícita”, denotada por el símbolo (·̂ ) sobre cada variable:{σ̂, ε̂p, γ̂, f̂ , ˆ̄ε}.

- secuencia “explicíta”, denotada con el símbolo (·̃ ) sobre cada variable:{σ̃, ε̃p, γ̃, f̃ , ˜̄ε}.

3.2.1 Algoritmo propuesto para el métodoImpl-Ex

Consideremos conocido el incremento total de deformación∆εn+1 al paso de tiempo en
estudio(n + 1). El conjunto de variables implícitas{σ̂n+1, ε̂

p
n+1, γ̂n+1, f̂n+1, ˆ̄εn+1} pueden

obtenerse aplicando el algoritmo descrito en el Cuadro (1). La secuencia explícita de variables
se actualiza mediante el procedimiento siguiente:

(1) las variables internas implícitaŝfn, ˆ̄εn y el multiplicador plásticôγn del paso de tiempo
previo se asignan a las correspondientes variables explícitas del paso actual:

f̃n+1 = f̂n (16)

˜̄εn+1 = ˆ̄εn (17)

γ̃n+1 = γ̂n
∆tn+1

∆tn
(18)

note que la ec. (18) considera la posibilidad de escalamiento en la longitud de pasos de
tiempo consecutivos, a través del factor:∆tn+1/∆tn.

Una vez definidõfn+1 y ˜̄εn+1, las variables̃σ0 n+1 y f̃ ∗n+1 se determinan mediante la ley
de endurecimiento adoptada y la ec. (3) respectivamente, ya que:

f̃ ∗n+1 = f ∗(f̃n+1) (19)

σ̃0 n+1 = σ0(˜̄εn+1) (20)

(2) el tensor de tensiones explícito se actualiza siguiendo un esquemaPredictor Elástico -
Corrector Plástico:

σ̃n+1 = σ̂n + Ce : (∆εn+1 −∆ε̃p
n+1) = σ̂trial︸ ︷︷ ︸

Predictor Elástico

−Ce : ∆ε̃p
n+1︸ ︷︷ ︸

Corrector Plástico

(21)

donde debe enfatizarse que el primer término,σ̂trial = σ̂n + Ce : ∆εn+1, coincide con
el predictor elástico implícito del paso actual (n + 1). El término correctivo considera un
valor explícito de la deformación plástica (∆ε̃p):

∆ε̃p
n+1 = γ̃n+1

∂ψ(σ̃n+1, f̃n+1, ˜̄εn+1)

∂σ
(22)
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siendo la funciónψ similar al criterio de fluencia GTN:

ψ =

[
q

σ0

]2

+ ψp − 1− q3 (f ∗)2 (23)

en la cual el término dependiente de la presión,ψp, resulta una aproximación parabólica
deφp (ver ecuación (1)):

ψp(p) = φp(p̂n) +
∂φp(p̂n)

∂p
[p− p̂n] +

1

2

∂2φp(p̂n)

∂p ∂p
[p− p̂n]2 =

= φp(p̂n) + χ̃ ω̃ sinh(ω̃ p̂n) [p− p̂n] +
1

2
χ̃ ω̃2 cosh(ω̃ p̂n) [p− p̂n]2

χ̃ = 2 q1 f̃ ∗n+1 ; ω̃ = −3

2

q2

σ̃0 n+1

(24)

Según las ecs. (21-24), la extrapolación explícita de la tensióñσn+1 puede computarse
en forma cerrada:

σ̃n+1 = S̃n+1 − p̃n+1 I1

S̃n+1 =

[
1 +

6 µ γ̃n+1

σ̃2
0 n+1

]−1

Ŝtrial

p̃n+1 =
(
1 + κ γ̃n+1 χ̃ ω̃2 cosh(ω̃ p̂n)

)−1
[
p̂trial − κ γ̃n+1

∂φp(p̂n)

∂p

]
(25)

El cuadro (2) resume el algoritmo completo para la implementación del métodoImpl-ex.

3.3 Módulo tangente consistente: módulo efectivo

La derivada consistente del esquemaImpl-exdescrito anteriormente puede deducirse a partir
de la forma débil discreta (vía MEF) que adopta el residuo global (R̃es) de las ecuaciones de
equilibrio, el cual se asume estar definido en términos de las tensiones explícitasσ̃ y las fuerzas
externas:

R̃es=

∫

Ω

(σ̃n+1 : ∇sδu) dΩ −
∫

Ω

(f ext · δu) dΩ ; ∀ δu compatible (26)

en donde el vector de desplazamientos incrementales de la estructura∆u se computa, en gene-
ral, mediante un procedimiento iterativo del tipo:

K∆u = −R̃es (27)

La matriz de rigidezK = ∂R̃es/∂u se obtiene a partir de la contribución de matrices ele-
mentalesKe, como sigue:

K =

nelem

A
e=1

Ke ; Ke =

∫

Ωe

[
BT ∂σ̃n+1

∂εn+1

B

]
dΩ (28)
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Cuadro 2: Algoritmo Implexde integración numérica para el modelo GTN.
Paso de Integración: (n + 1)

DATOS: εn+1 ; valores previos implícitos:̂Xn , p̂n , γ̂n

(1) Integración implícita
LLAMADA A LA RUTINA IMPLICITA(Cuadro (1))
SALIDA: σ̂n+1 ; X̂n+1 ; p̂trial ; Ŝtrial

(2) Extrapolación de variables internas a partir de valoresimplícitosprevios
γ̃n+1 = γ̂n

∆tn+1
∆tn

ε̃
n+1 = ε̂n

f̃
n+1 = f̂n

(3) Actualizar estado de tensión: σ̃n+1

Evaluar:β1 = 1 + [6µ γ̃
n+1/σ̃2

0 n+1]
Evaluar:β2 = 1 + κ γ̃n+1 χ̃ ω̃2 cosh(ω̃ p̂n)

donde: χ̃ = 2 q1 f̃∗
n+1

; ω̃ = − 3
2

q2
σ̃2
0 n+1

Computar:S̃n+1 = 1
β1

Ŝtrial

p̃n+1 = 1
β2

[p̂trial − κ γ̃n+1 φp(p̂n)]
σ̃n+1 = − p̃n+1 I1 + S̃n+1

SALIDA: valores explícitos:̃σn+1 , X̃n+1 ; valores implícitos:̂pn+1 , X̂n+1

dondeA representa el operador de ensamblaje estándar de elementos finitos yB es la matriz
elemental que mapea desplazamientos en deformaciones. Teniendo en cuenta las ecs. (21-24),
el tensor tangente efectivoCeff

n+1 viene dado por:

Ceff
n+1 =

∂σ̃n+1

∂εn+1

= κ̃ I1⊗ I1 + 2 µ̃

[
II − 1

3
I1⊗ I1

]

µ̃ = µ

[
1 +

6 µ γ̃n+1

σ̃2
0 n+1

]−1

; µ̃ > 0

κ̃ = κ
(
1 + κ γ̃n+1 χ̃ ω̃2 cosh(ω̃ p̂n)

)−1
; κ̃ > 0

(29)

siendo II es el tensor identidad de cuarto orden (II= 1/2 (δik δjl + δil δjk) ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el).
Como se infiere de la ecuación (29), el operatorCeff

n+1 se mantiene siempredefinido positivo
aún durante el proceso de falla material. Es simple demostrar que la matriz de rigidez estruc-
tural K hereda también esta cualidad matemática, determinando así un sistema de ecuaciones
bien colocado desde el punto de vista numérico. Nótese además que, en el contexto de pe-
queñas deformaciones que nos ocupa,Ceff

n+1 (y por endeK) es constante con lo cual el sistema
global de ecuaciones (27) requiere una única iteración por paso de tiempo para converger. Es-
tas dos propiedades importantes del tensor tangente, a saber: (i)definición positivay (ii) valor
constante por paso de tiempo, inherentes al método de integración propuesto, caracterizan la
robustez y el excelente desempeño del esquemaImpl-exsi lo comparamos, por ejemplo, con el
procedimiento implícito de la sección (3.1). Un análisis de exactitud y velocidad de convergen-
cia del método, aplicado al modelo GTN, puede encontrarse enSánchez et al.(2006b). En este
trabajo estamos más interesados en mostrar sus aplicaciones en la simulación de falla dúctil.
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4 RESPUESTA DEL MODELO GTN SOMETIDO A CONDICIONES DE TRIAXIA-
LIDAD CONSTANTE

El factor de triaxialidad del estado tensional,T , gobierna completamente las condiciones de
propagación de fisuras en falla dúctil. Es una de las variables más significativas en este tipo de
problemas. Por lo tanto, es importante conocer la dependencia del modelo con este factor, y
más aún, saber si esta respuesta coincide con la fenomenología observada.

En la presente sección estudiamos mediante simulación numérica esta dependencia. Para
ello es necesario realizar una serie de experiementos en los cuales sea posible gobernar ade-
cuadamente la triaxilidad del estado tensional durante el proceso de carga.

4.1 Desarrollo de un modelo numérico para preservar la triaxialidad constante en una
celda representativa

Siguiendo aFaleskog et al.(1998-a) hemos desarrollado un modelo de elementos finitos
para conseguir este objetivo. La idea consiste en imponer, en una celda unitaria, condiciones
de contorno debidamente especificadas de tal modo que se mantengan constantes, en valores
medios, las relaciones entre las 3 tensiones principales:

ρ2 =
σ2

σ1

= cte ; ρ3 =
σ3

σ1

= cte (30)

Bajo esta condición, es directo observar queT resulta una función única deρ2 y ρ3: T (ρ2, ρ3),
con lo cual se mantendrá constante durante el proceso e carga.

Asumimos un estado de deformación plana. En este caso, nuestro interés consiste en man-
tener una relación constante entre las tensiones principales en el planox−y. Según la referencia
arriba citada, la cara superior de la celda unitaria de la Figura1 se estira con una velocidad cons-
tante,δ̇y = cte. Un elemento finito especialmente desarrollado, permite verificar que la cara
vertical se estire uniformemente con un valorδ̇x = cte, sin alabearse, de tal modo que la fuerza
resultante sobre las caras superior (Σy) y vertical (Σx) verifiquen la condición:Σx = ρx Σy

conρx un constante fijada de antemano. Sabiendo además que las fuerzas resultantesΣy y Σx

son los valores medios (en el volumen) de las tensionesσx y σy (Hill, 1967), y que por las mis-
mas razonesσxy en valor medio se anula, el procedimiento brinda una relación media constante
entre las tensiones principales.

4.2 Análisis en una celda representativa

En la Figura1-(b) verificamos el modelo, comparando la solución numérica que hemos
obtenido respecto a la publicada porFaleskog et al.(1998-a). Se puede observar en la figura,
que cuando la celda no es perturbada, ni geométrica ni materialmente, la solución obtenida coin-
cide muy aproximadamente con la referencia, a pesar que nuestro modelo utiliza una cinemática
linealizada y la referencia una cinemática exacta. No obstante, en nuestro modelo, detectamos
inestabilidad del material justo al sobrepasar la carga límite. La dirección de bifurcación, sin
embargo no es de0o compatible con el modo de localización admisible por las condiciones de
borde (verSánchez et al.(2006b)). El ángulo de cero grado se consigue posteriormente.

Al introducir una perturbación en las propiedades del material (aumentandofo en un 1% en
el elemento A de la figura1-(a)) se observa un adelantamiento notable del punto de bifurcación,
en concordancia con el análisis de inestabilidad analítico. Aparentemente, este efecto no fue
detectado por los autores en la referencia citada.

En la Figura1-(c) estudiamos la sensibilidad de la respuesta del modelo, curva (Σy/σo) vs.
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Figure 1: Determinación de la respuesta del modelo GTN en procesos de carga bajo condiciones de triaxialidad
constante: (a) celda unitaria representativa y datos del material modelado; (b) validación del modelo; (c) respuesta
carga-desplazamiento para diferentes valores deT .

δy, con el factorρx (triaxialidadT ). Vemos la notable influencia que tiene este factor sobre el
comportamiento frágil-dúctil del material.

En la Figura2-(a) analizamos la energía total consumida por la celdaW int para conseguir
la degradación completa del material en función del factor de triaxialidad y del exponente de
endurecimientoN (ver ec. (4)), considérese queW ext = W int. En la Figura2-(b) se muestra
la dependencia de la tensión pico,σmax, en función de estas dos variables.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se muestran resultados parciales de una línea de investigación en actual de-
sarrollo direccionada a modelar numéricamente falla dúctil. A continuación se enumeran las
conclusiones obtenidas:

• el métodoImpl-exde integración constitutiva resulta ser un esquema robusto y confia-
ble, permitiéndonos obtener la historia completa de respuesta material hasta el completo
agotamiento de su resistencia. Esto, ciertamente, representa un aporte novedoso en la
temática de estudio dada la complejidad del fenómeno que se intenta modelar.

• se ha desarrollado una metodología numérica general que nos permite simular problemas
de fractura dúctil manteniendo el nivel medio de triaxilidadT constante en el volumen de
una celda representativa. Esta técnica permite realizar estudios paramétricos en función
de T , en modelos micro-mecánicos, con el fin de comprender más profundamente la
sensibilidad ante sus variaciones.

• el estado de triaxialidadT tiene una notoria influencia en la respuesta material. Esta de-

1437



5

4

3

2

0.2 0.6 1.0 1.4 1.80.2 0.6 1.0 1.4 1.8

2.

1.

0.

Sy

Sx

Sx

Sy

W
ext

W

N=0.2

N=0.1

N=0.0

N=0.2

N=0.1

N=0.0

S  /sy o

T=-p/q T=-p/q

Sy

Sx

Sx

Sy

W

ext
W   =    ( dS /s ) di i

1
W o

(a) (b)

Figure 2:Determinación de la respuesta del modelo GTN: (a) energía total requerida para producir el agotamiento
completo de la celda; (b) tensión maxima.

pendencia se ha estudiado cuantificando la energía total consumida hasta alcanzar la falla
y el valor que toma la carga límite en una celda representativa que responde al modelo
GTN. Los resultados obtenidos concuerdan razonablemente bien con los publicados por
otros autores.

• se ha observado además una transición bien definida entre modos dúctiles y frágiles de
falla conformeT se incrementa. Para un mismo valor de triaxialidad, la energía de frac-
tura y la carga límite aumenta si crece el exponenteN de la ley de endurecimiento.

A futuro se prevee el desarrollo un modelo GTN macroscópico regularizado para simular
falla dúctil, enriquecido con una ley discreta-cohesiva para simular el proceso de coalescencia
de poros y propagación de fractura.
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