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Resumen. La transformada ondicula (conocida en inglés como “wavelet transform”) es una
herramienta matematica relativamente nueva que es especialmente util para el procesamiento y
analisis de sefiales. Por medio de la transformada ondicula se puede realizar una descomposicion
simultanea en el dominio del tiempo (o del espacio) y de la frecuencia (o mas propiamente de una
“escala”). Por esta caracteristica la transformada ondicula es capaz de proveer mas informacién sobre
sefiales no estacionarias comparada con la tradicional transformada de Fourier. A pesar de su gran
potencial, las ondiculas no han alcanzado la difusiéon del andlisis de Fourier, en parte por la
complejidad matematica involucrada. En este articulo se presenta la transformada ondicula de una
manera accesible a los no especialistas que estan familiarizados con la transformada de Fourier y se
incluyen dos aplicaciones de esta nueva herramienta que pueden ser de utilidad en la ingenieria civil,
mecanica y aerospacial. Una de las aplicaciones es la deteccion de las frecuencias instantaneas que
pueden formar parte de una sefial como un registro de aceleraciones y la otra es como un método para
la deteccion de dafio en una estructura (o un cambio subito de las propiedades de un elemento
estructural).

Copyright @ 2007 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional
http://www.amcaonline.org.ar

2742



1 INTRODUCCION

La teoria de la transformada ondicula fue desarrollada por matematicos en los afios setenta
con el fin de dar solucion a problemas abstractos. En ese entonces nadie anticipd las
importantes aplicaciones que luego tendria en el analisis y procesamiento de sefiales. El
origen de la transformada ondicula tal como se conoce hoy en dia se remonta al trabajo en
geofisica de dos investigadores franceses: J. Morlet y A. Grossmann (Grossman y Morlet,
1984). Anos después, Daubechies y Mallat (Mallat, 1999) definieron la conexién entre las
ondiculas y el procesamiento digital de sefiales. Desde entonces el crecimiento de las
investigaciones en esta area ha sido explosivo.

La transformada ondicula se usa en la actualidad en muchos campos de la ciencia y la
ingenieria, y con una mayor intensidad en el procesamiento digital de sefiales, el
procesamiento de imagenes y en comunicaciones. En el area de vibraciones mecanicas, uno
de los primeros investigadores en aplicar la transformada ondicula fue Newland (1994). Las
ondiculas también han sido utilizadas en el monitoreo de integridad estructural. Por ejemplo,
Al-Khalidy y coautores (1997) publicaron varios articulos sobre la detecciéon de dafio en
estructuras usando ondiculas. Las ondiculas han demostrado también ser utiles también en la
caracterizacion de la propagacion de ondas dispersivas para la deteccion de delaminaciones en
materiales compuestos (Jeong y Jang, 2000; Ip y Mai, 2004). Por ultimo, también se han
presentado aplicaciones en dinamica de suelos e ingenieria de terremotos, como por ejemplo
los trabajos de Haigh y coautores (2002), Suarez y Montejo (2005), y Montejo y Suarez
(2000).

La intencion de este trabajo es presentar de una manera simple y concisa los fundamentos
de la transformada ondicula en su version continua y un par de aplicaciones ingenieriles. La
primera es la deteccion en una sefial en el tiempo de componentes de distinta frecuencia que
no estan presente durante toda la duracion de la sefial. La otra aplicacion es la deteccion de la
ocurrencia de un dafio repentino que se presenta en una estructura y que se manifiesta como
un pequefio cambio en la rigidez de un elemento.

2 LA TRANSFORMADA ONDICULA

Tal vez la mejor manera de entender el concepto de la transformada ondicula es
comparandola con la muy conocida transformada de Fourier. Tanto la trasformada ondicula
como la transformada de Fourier analizan una sefial f{f) (o una funcion del espacio x)
comparandola con otra sefial méas simple y de la cual se conocen a priori sus caracteristicas.
En el caso de la transformada de Fourier la sefial a analizar se compara con funciones
sinusoidales de duracion infinita y expresadas en forma compleja como ™. Para efectuar la
comparacion se multiplican las dos sefiales y se integran en el tiempo como se muestra en la
ecuacién (1). Las funciones complejas ¢ se conocen como “funciones de comparacion”.
Logicamente, mientras mas parentesco exista entre la sefial original y la funcion de
comparacion mayor serd el valor de la integral.

F(w)= j F(H)e ™ dt 0

El resultado de esta transformacion son los llamados coeficientes de Fourier F(w). Un
grafico del valor absoluto de estos coeficientes en funcion de la frecuencia se conoce como el
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espectro de Fourier. El espectro de Fourier es la herramienta mas utilizada en andlisis de
sefales y brinda informacion muy valiosa sobre el contenido de frecuencias de la senal
analizada.

Partiendo de los coeficientes de Fourier F(w) se puede recuperar la seial que los originod
mediante la transformada inversa de Fourier. El procedimiento consiste basicamente en
multiplicar cada coeficiente de Fourier por “ondas” sinusoidales y cosenoidales de frecuencia
o expresadas en forma compleja como ¢ . El resultado es un conjunto infinito de funciones
senos y cosenos con amplitud compleja F(w)(coswt + i sinawt) que sumadas reconstituyen la
sefial original f{f). Graficamente la transformada de Fourier y su transformada inversa se
pueden representar como se muestra en la Figura 1.

T de d /V\/ /\/\/\/\/ ,\l\l\/\l\/\/
ler

~ . Inversa de Four
Seiial Sinusoides de diferentes frecuencias

Figura 1: Transformada de Fourier y su transformada inversa.

A diferencia de la transformada de Fourier, la transformada ondicula no descompone la
sefial en un grupo de sinusoides y cosinusoides de amplitud constante (para cada frecuencia
) y de infinita duracion. La transformada ondicula, como su nombre lo sugiere, descompone
la sefial en una serie de pequenas ondas u “ondiculas”. En términos simples, las “ondiculas”
son ondas localizadas, o sea sefales que descienden rapidamente a cero después de unas pocas
oscilaciones, y que tienen un valor promedio nulo. Las ondiculas que hacen las veces de
funciones de comparacioén pueden ser funciones reales o complejas. La Figura 2 muestra una
de las primeras ondiculas propuestas llamada de “Morlet” (Mallat, 1999). Esta es una funcion
compleja que se define como:
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Figura 2: Parte real e imaginaria de la ondicula Morlet para valores de Q=ny o = 1.
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La funcion W(7) definida en la ecuacion (1) y que se muestra en la Figura 2 estd centrada en
el tiempo t = 0 y, si bien en teoria se extiende desde —o hasta +oo , s6lo tiene un valor
significativo entre dos instantes de tiempo que dependen de los parametros Q y o (por
ejemplo, -10 s y +10 s en la Figura 2 con los parametros usados). Si se desea centrar la
funcion W(¢) en un valor distinto de cero, digamos en el tiempo “b” y si interesa ampliar o
reducir el intervalo de tiempo en que la funcion tiene valores no nulo significativos, se puede
trasladar y escalar la ondicula basica W(¢) a través de un factor “a” como se indica en la
siguiente expresion (13). Para distinguir a la funcion trasladada y escalada de aquella original,
se suele usar la notacion y, ,:

1 t—b
Vb = ﬁw[Tj 3

La funcién original W(¢) sin trasladar ni escalar usualmente se la denomina la “ondicula
madre”. Las funciones y,, serdn las funciones de comparaciéon que reemplazan a las
exponenciales complejas de la transformada de Fourier. Es importante aclarar que cualquier
funcidn oscilatoria de corta duracion con valor medio cero no califica matematicamente como
una “ondicula”. Estas funciones deben satisfacer varios otros criterios que no se mencionaran
aqui. El lector interesado puede consultar la monografia de Mallat (1999). Los autores de este
articulo (Suarez y Montejo, 2005) también definieron una nueva ondicula madre a la que
denominaron la “ondicula respuesta a impulso” (“impulse response wavelet”).

Una vez definida las funciones de comparacion, podemos definir la transformada ondicula
como la suma en el tiempo del producto de la sefial por la version escalada y trasladada de la
ondicula original:

C(a,b) =% j_";fa)w[%jdx =" row.,0a 4

De la ecuacion (4) es evidente que la transformada ondicula es una transformacion bi-
dimensional, o sea con dos parametros: para una sefial dependiente del tiempo f{¢), los dos
dominios de la transformada seran el tiempo b y el pardmetro a llamado la “escala”. El
resultado de la transformada es la descomposicion de la sefial en el tiempo en una serie de
coeficientes C(a,b) reales o complejos (dependiendo de la ondicula usada), que son funcion de
dos parametros reales a # 0 y b. Notese también que la descomposicion se lleva a cabo
mediante un convolucion entre la sefial y la ondicula.

Asi como en la transformada de Fourier la sefal original f{f) se puede recuperar con la

transforma inversa, aqui f{f) se puede recomponer con la Illamada “férmula de
reconstruccion’:

| o g d
=~ [ [ caby,, (r)dba—f )
74

La ecuacion (5) es efectivamente la transformada ondicula inversa. La constante K, depende
de la “ondicula madre” seleccionada.
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Graficamente la transformada ondicula y su transformada inversa se pueden representar
como se muestra en la Figura 3. Las “ondas” que constituyen la sefial en el tiempo son
At)*w,5(f): éstas son funciones de corta duracion centradas en el tiempo “b”.

Para sus aplicaciones practicas los ingenieros prefieren trabajar con frecuencias en vez de
“escalas”. La escala a puede ser relacionada aproximadamente con la frecuencia: se puede
demostrar que a es inversamente proporcional a una frecuencia que depende del tipo de
ondicula usada. Por ejemplo, en el caso de la ondicula Morlet la relacion entre la escala y la
frecuencia, y entre la escala y el periodo estdn dadas por:

j '/Qj (6)

Transformada ondicula A'\ N
—/\/\ﬂ/\———
< ~\/\» %
ransformada Inversa  gpgiculas con distintas escalas y
posiciones

Sefal

Figura 3: La transformada ondicula y su transformada inversa.

Aunque en las aplicaciones presentadas en este articulo se usard la version continua de la
transformada, se debe mencionar que en algunas de las aplicaciones de la transformada
ondicula se trabaja con la transformada discreta. Es necesario también resaltar que, a
diferencia de la transformada de Fourier en la cual el cambio del dominio continuo al discreto
es intuitivo, en el caso de la transformada ondicula la transicion no es en absoluto evidente.

Otra caracteristica que diferencia a la transformada ondicula de otras transformadas es que
hay més de una “funcién de comparacion”, o en otras palabras la transformacion puede
realizarse con distintas ondiculas. Surge entonces la pregunta: cual es la mas efectiva? Este
interrogante no se puede contestar de manera definitiva. Para cada aplicacion hay una
ondicula W(¢) que es mas adecuada que las otras, pero en general encontrarla requiere un
proceso de prueba y error.

Para apreciar varias de las aplicaciones de la transformada ondicula en el area de
vibraciones y mecdanica estructural es conveniente abundar més sobre la descomposicion en
sefiales constituyentes de la transformada ondicula. De lo discutido antes, se sabe que una
sefial arbitraria puede ser descompuesta por la transformada ondicula en un grupo de sefiales
ocurriendo a distintos tiempos. Una caracteristica muy util de estas componentes es que cada
una tiene una frecuencia dominante distinta. Consideremos la integral interior en la doble
integral en la ecuacién (5). Para cada valor de la escala a se puede definir una funcién D(a,?)
como:

D)= Cabw.,@ds=—] C(a,bw(%jdb ©)
a 2
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Estas funciones D(qa,t) se las conoce como “detalles”. Para las implementaciones practicas
se usa una version discreta de la expresion (6). De esta manera las funciones D(a,?) se pueden
definir como:

Ab t—b

D(a_/ 1) :—S/ZC(aj,b)l// - (7)

aj? = a;
J

Si bien los detalles no son funciones puramente armonicas como en el caso de la

transformada de Fourier, si tienen una frecuencia predominante que se estd definida por la

frecuencia dominante de la ondicula escalada y(:~b/a;). Esto se comprobara mas adelante

con un ejemplo.

Conociendo los detalles se puede recuperar la sefial en el tiempo mediante la aplicacion de
la ecuacion (6), rescrita como se muestra a continuacion:

00 00 1 0
1= j[ J, =Clabw,, (r)db]da = ], Da.0)da ©)
La forma discreta de la ecuacion (9) es de la forma:

f(t)zSD(aj,t>Aaj (10)

3 ANALISIS EN EL DOMINIO DE EL TIEMPO Y LA FRECUENCIA

La transformada de Fourier presenta desventajas en algunas aplicaciones, en especial en
aquellas que tratan con el andlisis de sefiales no estacionarias. Cuando se pasa al dominio de
la frecuencia mediante la transformada de Fourier, la informacion de lo que ocurre en el
tiempo se pierde. Cuando se observa un espectro de Fourier es sencillo distinguir el contenido
de frecuencias de la sefial que se esta analizando. Sin embargo, no es posible deducir en qué
tiempo aparecen o desaparecen las componentes de la sefial que tienen las frecuencias que
aparecen en el espectro. Si las propiedades de la sefial no cambian mucho en el tiempo, como
en el caso de una sefial estacionaria, el problema no es tan grave. Sin embargo una gran
cantidad de las sefiales de interés en ingenieria civil y mecénica y en geofisica presentan
caracteristicas no estacionarias, las cuales son a menudo la parte méas importante de la senal y
la transformada de Fourier no puede detectarlas. De ahi la necesidad de un analisis en ambos
dominios, el tiempo y la frecuencia. Un andlisis en el tiempo y la frecuencia puede dar valiosa
informacion sobre la evolucion del contenido de frecuencia de una sefial en el tiempo. Si bien
no es la Uinica herramienta para realizar este tipo de analisis, la transformada ondicula es una
técnica ventajosa.

Para mostrar la utilidad de esta herramienta, se gener6 artificialmente la senal f{r) que se
muestra en la Figura 4(a). La Figura 4(b) muestra el espectro de Fourier de esta sefial. A partir
del espectro de Fourier podemos decir que la sefial tiene cuatro frecuencias dominantes, que
corresponden a cada uno de los picos en el espectro, o sea: 50 kHz, 100 kHz, 200 kHz y 280
kHz.
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Figura 4: Sefal en el dominio del tiempo (a); y su respectivo espectro de Fourier (b).

Las preguntas que surgen son: jen que tiempo ocurren estas sefiales?, ;jestan cada una de
estas frecuencias presentes a lo largo de toda la duracion de la sehal? Esta informacion es
imposible de “rescatar” a partir del espectro de Fourier. Sin embargo, un anélisis en el tiempo
y la frecuencia, como se muestra en las Figuras 5 y 6, nos permite identificar el tiempo en que
sucede cada evento que constituye la sefial. La Figura 6 muestra los coeficientes C(a,b),
obtenidos a partir de la aplicacion de la ecuacion (4) a la sefial mostrada en la Figura 4(a)
usando la ondicula Morlet.

La Figura 6 es similar a la Figura 5, pero esta vez se han graficado los valores absolutos de
los coeficientes en dos dimensiones. Este tipo de grafico es la forma tradicional de presentar
los resultados de la transformada ondicula y se conoce con el nombre de “mapa de ondiculas”
(“wavelet map”). Los colores mas claros indican valores mas altos de los coeficientes |C(a,b)|.
A partir de este grafico es posible identificar las mismas cuatro frecuencias que coinciden con
los picos el espectro de Fourier, pero ademas se puede establecer lo siguiente: la frecuencia de
50 kHz esta presente durante toda la senal, la frecuencia de 100kHz ocurre entre 0.07 ms y
0.15 ms, la de 200 kHz entre 0.17ms y 0.25 ms y la de 280 kHz entre 0 y 0.05ms.

0.2

200 : 015
frecuencia [kHz] ,,, 0.7tiempo [ms]

005
0

Figura 5: Coeficientes de la transformada ondicula.
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Figura 6: Mapa de ondiculas de f(t).

La Figura 7(a) muestra lo que definimos anteriormente como un “detalle”: en este caso el
correspondiente a 200 kHz (resaltado en la Figura 6) y la Figura 7(b) es el espectro de Fourier
de este detalle. Como se puede apreciar en estas dos figuras y como se menciond antes,
mediante la transformada ondicula se puede descomponer una sefial en un grupo de nuevas
sefiales constituyentes, cada una con una frecuencia dominante bien definida. Sin embargo, en
la transformada de Fourier lo que seria equivalente a los detalles son funciones senoidales y
cosenoidales de duracion ilimitada y aqui los detalles son funciones transitorias de corta
duracion centradas alrededor de un tiempo especifico.
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Figura 7: Detalle correspondiente a una frecuencia de 200 kHz y su respectivo espectro de Fourier.

4 DETECCION DE DANO USANDO LA TRANSFORMADA ONDICULA

La deteccion de dafio en estructuras usando la transformada ondicula se basa en el hecho
de que la ocurrencia del defecto se refleja como una discontinuidad en la respuesta de la
estructura. En la mayoria de los casos estas discontinuidades no son féciles de detectar a
simple vista. Sin embargo, los coeficientes de la transformada ondicula o los detalles
correspondientes a una frecuencia relativamente alta (comparada con el rango de frecuencias
de la respuesta de la estructura) permite detectar estas discontinuidades.
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Con el fin de ejemplificar el procedimiento para la identificacion de dafio usando la
transformada ondicula, se va a considerar el sistema simple de dos grados de libertad que se
muestra en la Figura 8, el que puede representar un modelo de un edificio de corte de dos
pisos o un edificio de un piso con un componente no estructural. La excitacion del sistema es
una aceleracion sinusoidal en la base con una frecuencia de 3 Hz como se muestra en la
Figura 9.

K,

K1

G

Figura 8: Sistema de dos grados de libertad.

NI
pultiii gl
0 tempors)

Figura 9: Excitacion en la base de la estructura.

Las propiedades del sistema son: K; = ]X]06, K>=1000, m;=1000 y m,=1 (todo en
unidades consistentes), las frecuencias naturales del sistema serdn entonces: w; = w; = 5 Hz.
La respuesta del sistema fue simulada numéricamente mediante integracion directa de la
ecuacion de movimiento usando el método de la aceleracion promedio. Para simular el dafo
el valor de K se redujo en un 2% a partir del tiempo ¢ = 4s. La Figura 10 muestra la respuesta
del sistema sin dafio y la Figura 11 la respuesta del sistema al que se le ha simulado un dafio.
A simple vista es imposible detectar diferencia alguna entre las dos respuestas. Inclusive, el
contenido de frecuencias de ambas respuestas segun la transformada de Fourier es
aparentemente el mismo, tal como se muestra en el espectro de Fourier de la respuesta de la
segunda masa en la Figura 12. La Figuras 13 (a y b), muestran los coeficientes de la
transformada ondicula correspondientes a una frecuencia de 30 Hz, obtenidos utilizando la
ondicula Morlet. A partir del grafico de estos coeficientes claramente se puede distinguir la
discontinuidad que tiene lugar en el sistema en el instante ¢ = 4s.

Se debe notar ademds que, aunque el dafio fue introducido en el primer piso, éste fue
detectado también a partir de la respuesta del segundo piso o segunda masa, es decir que con
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un unico sensor ubicado en el tope de la estructura hubiera bastado para la identificacion del
dafo. Se debe notar también que el método no necesita de un conocimiento a priori de las
propiedades de la estructura y que no se limita solo a detectar la presencia de dafio sino que
también localiza el instante en que el dafio ocurre.

primer piso
I I I I I I I
02N e AR A AR
0 | 1 RY B '
R R
2 1 1 1 1 1 1 1
\g 0 1 2 3 4 5 6 7 8
S .
@© segundo piso
% I I I I I I I
i YOt . o o S
0.5¢ N AN N AR AR AN NK R A A A B
AR Ay y
Os i vy i kil
1yt St il T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
tiempo [s]
Figura 10: Respuesta del sistema sin dafio.
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O ’ l! B | 1
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Figura 11: Respuesta del sistema con un dafio en t = 4s.
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Figura 12: Espectro de Fourier de la respuesta del segundo piso.
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Figura 13: Coeficientes correspondientes a una frecuencia de 30 Hz (a) primer piso y (b) segundo piso.

El anterior es un ejemplo muy simple de deteccion de dafio usando la transformada
ondicula. A la hora de aplicar este procedimiento en un caso real hay otros factores que deben
ser tomados en cuenta, tales como la presencia de ruido en la sefal y diferentes tipos de
excitacion de la estructura. El lector interesado en ahondar mas sobre el tema puede consultar

por ejemplo los trabajos de Al-Khalidy y coautores (1997) y Hera y Hou (2004).

Es importante destacar que existen otras técnicas para la deteccion de dafio usando la
transformada ondicula dependiendo del tipo y ocurrencia del dafio. En el caso presentado, el
dafio que se considerd es un cambio subito en la rigidez de un elemento a partir de un cierto
tiempo. Otro caso de interés seria averiguar si un elemento de una estructura existente ha
cambiado sus propiedades de rigidez debido a la presencia de una o mas grietas que no se
pueden detectar por inspeccion visual. Este caso ha sido estudiado, por ejemplo, por
Ovanesova y Sudrez (2004) quienes utilizaron la transformada ondicula discreta para detectar
grietas en estructuras aporticadas. La metodologia propuesta se baso en el analisis de los
desplazamientos transversales producidos por una carga estatica usando los detalles de la
transformada ondicula discreta. Mediante el procedimiento propuesto, los autores pudieron no

solo detectar la presencia de un dafio sino también localizarlo espacialmente.
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5 CONCLUSIONES

En este articulo se presentd una introduccion a la transformada ondicula en su version
continua, comparandola con la tradicional transformada de Fourier. Se discutieron sus
ventajas sobre la transformada de Fourier para ciertos problemas. A través de un ejemplo
numérico que consistia en una sefial en el tiempo constituida por componentes de distinta
frecuencia y distinto tiempo de comienzo y final, fue puesta en evidencia la capacidad de las
ondiculas para la deteccion de frecuencias instantaneas.

También se present6 a través de un ejemplo numérico un procedimiento para utilizar la
transformada ondicula en el monitoreo de la integridad estructural de un sistema sencillo de
dos grados de libertad. Si bien el caso tratado fue uno simple, quedd en evidencia el potencial
de esta nueva herramienta de analisis para detectar cambios muy sutiles en la respuesta
dinamica en el tiempo inducidos por un dafio repentino.
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