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Abstract. En este trabajo se describe el desarrollo e implementacion de un modelo de
deformacion de la seccion para vigas de secciones no homogéneas, que considera las cur-
vaturas y torsion iniciales de la viga y la libre deformacion de la seccion relajando la
hipotesis de Timoshenko. Se interpolan los alabeos en la seccion utilizando el método de
elementos finitos y se resuelve el vector de alabeos nodales en funcion de las medidas de
deformacion de la viga en forma aproximada por medio de métodos perturbativos. Como
resultado de este modelo se obtiene la matriz de rigidez de la viga a ser utilizada en un
modelo de vigas no lineal apto para grandes desplazamientos. Se presenta la discretiza-
cion por medio de elementos isoparamétricos tricuadrilaterales. Ademds, se muestran las
mallas correspondientes al andlisis de varias secciones complejas y las matrices de rigi-
dez resultantes, enfatizando la aparicion de acoplamientos no convencionales entre las
medidas de deformacion.
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1. INTRODUCCION

El objetivo del desarrollo presentado es la obtenciéon de la matriz de rigidez de vigas
de seccién no homogénea, cuyas lineas de referencia pueden estar inicialmente torcidas y/o
curvadas, de forma que esta rigidez pueda ser utilizada en un programa de calculo de vigas,
el cual podria ser no lineal, contemplando grandes desplazamientos de los puntos de la linea
de referencia y rotaciones de las secciones. Para ello se reduce el problema tridimensional
de deformaciéon del sélido a uno unidimensional equivalente, en el sentido de la energia
de deformacién, basdndonos en el desarrollo presentado en (!). Esto, aprovechando que
en las vigas una dimension, la que corresponde a la generatriz, es relativamente mucho
mayor que las otras dos. Para ello se comienza planteando la energia de deformacion de
la seccién o densidad de energia.

2. MODELO MATEMATICO DE LA DEFORMACION EN LA SECCION
DE LAS VIGAS

2.1. Cinematica de la viga

Denominamos R a la linea de referencia de la viga en la configuracion sin defor-
mar o de referencia. En esta configuracién, se asocia a cada secciéon normal una triada
ortogonal By, By, B3, de forma tal que en cada punto de la viga el vector By sea paralelo
a la tangente a R en el punto que ésta interseca al plano de la seccién y Bo, B3 estén
contenidos en la seccién. Ademds, se utiliza un sistema de coordenadas (z!, 22, 2%) donde
r! es la coordenada a lo largo de R y 22, 2 son las coordenadas cartesianas de la seccién.
Salvo indicacion contraria los indices denominados por letras griegas toman valores 2, 3
y los denominados por letras latinas, 1,2,3. Ademads, se adopta la convencién de que la
repeticion de indices indica sumatoria sobre todo su rango.

La posicion de cualquier punto de la viga en la configuracién de referencia puede
describirse en funcién de las coordenadas z* a partir de la triada B; segin

R(2") = R(z") + 2°Ba(z"), (1)

donde R es la posiciéon de los puntos de R. Los vectores base covariantes en la configuracion
de referencia se calculan a partir de la ec. 1 segin

OR
Ga= %; (2)
para esto se utiliza que R/ = B, yB/=KxB; = K- B;, donde ()" denota diferenciacion
respecto de 2!, K = K'B; es el vector de curvatura de la configuracién de referencia y K es
el tensor de curvatura correspondiente definido por K =KxI = Ki B,B; = —¢"'K'B,B;.
Aqui, K es la torsién y K las curvaturas de R. A partir de estos vectores base covariantes
se calculan las componentes del tensor métrico de la configuracién de referencia como

1628



A. D. Otero, F. L. Ponta, P. M. Jacovkis

Asi la métrica de la configuracién de referencia resulta

G =G| =detGy; = (1 — 2°K* + 23 K?)%. (4)
Los vectores base contravariantes son tales que G'G; = 5} y se calculan segin
. 1 .
G' = ——¢'G; x Gy. (5)

WG

En la configuracion deformada de la viga, se nota con r a la linea de referencia, que
corresponde a R luego de la deformacion. Se asocia a cada seccion una triada ortogonal
t1,to, t3, de forma que en cada punto de la viga el vector t; es paralelo a la tangente a r
y t9, t3 estan contenidos en la seccion normal a r correspondiente.

La figura 1 muestra la ubicacion de las ternas B; y t; en relacién con linea de referencia
de la viga en las configuraciones de referencia y deformada.

Configuracion By
de referencia B,

Configuracion
deformada

Figura 1: Configuraciones de referencia y deformada de la viga.

De esta forma, un punto que tenia posicién R en la configuracion de referencia luego
de la deformacién tendra posicién

r(z’) = #(zh) + 2%, (z1) + w'(2?) ti(zh), (6)

donde w* son los desplazamientos de los puntos de la seccién debidos a los alabeos de la
misma.

Al definir los alabeos de esta forma, éstos incluyen también las deformaciones debidas a
las distorsiones por corte. Es decir, si no se tuvieran en cuenta los mismos estariamos en el
caso de deformacién correspondiente a la Hipdtesis de Bernoulli. La ec. 6 es cuatro veces
redundante por la forma en que se definieron los alabeos w’. Se pueden aplicar cuatro
restricciones apropiadas para eliminar esta redundancia. Las restricciones a aplicar son

(w') =0, (2*w? — Pw?) = 0; (7)
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donde (o) = [ o\/Gdx?dz® y s es el dominio de la seccién de la viga en configuracién de

referencia. Dé esta forma, se eliminan de los alabeos los cuatro movimientos de cuerpo
rigido de la seccion, los cuales quedan incluidos en los grados de libertad de la viga, es
decir, los desplazamientos de la linea de referencia y los giros de la seccién.

Los vectores base covariantes de la configuracion deformada se calculan a partir de la
ec. 6 segin

or
8a = @7 (8)

utilizando que ¥ = (1 + 1)t y t/ =k x t; = k - t;, donde las componentes del vector
de curvatura k de la configuracién deformada son k% = K* + k%; 4, es el estiramiento de
la linea de referencia de la viga; ! es la torsién y k< las curvaturas en dos ejes de la linea,
de refencia debidas a la deformacién, o sea las medidas de deformacién asociadas a las
rotaciones de la linea de referencia de la viga respecto de la terna t;.
Las componentes del tensor gradiente de deformacién expresado en las bases B; y t;
se calculan como
F;=t;-g:G" - B;. (9)

Como medida de deformacién utilizamos el tensor (Lagrangeano) de deformaciones de
Jaumann - Biot - Cauchy, denotado I'. La ventaja de utilizar este tensor surge debido a
que en el caso de deformaciones y rotaciones locales pequenas la expresion de dicho tensor
es

1
Dij = 5 (B + Fji) = 0 (10)

que resulta equivalente a la expresion del tensor de deformaciones ingenieriles cuando se
consideran hipétesis lineales. La expresion surge en el caso de grandes desplazamientos y
rotaciones globales por medio de la descomposicion del tensor de rotacion segin lo expues-
to en (%), donde se descompone la deformacién de la viga utilizando la descomposicién
polar en una rotaciéon y un estiramiento. Luego, la rotacién se descompone en dos: una
rotacién rigida de la seccién y una rotacién local pequena dependiente de cada punto de
la seccién considerado.

Despreciando los productos entre los alabeos y las medidas de deformacion de la viga,
ambos mucho menores que la unidad, las componentes del tensor I' expresado en las bases
B, y t; resultan en forma abreviada

I'= PhW+F€€+FRW+FlW/, (11)
donde los vectores que aparecen en la ec. 11 son: I' = [ I''i 2N 2IM3 Ty 2T I'ss }T,
arreglo de las componentes del tensor I'; w = [ w! w? wd }T, vector de alabeos;

e=[m k' K K }T, arreglo de las medidas de deformacion de la linea de referencia
de la viga, equivalentes a las de la teoria clasica de Bernoulli.
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Los operadores que aparecen en la ec. 11 son

[0 0 0] (1 0 2* —2?] (1.0 0]
%‘2 0 0 0 -2 0 0 010
2 0 0 0 22 0 0 001
— ox3 — 1 — 1
L 0 2% 0 | Te=%l0o 0o 0o o | "=%|oo0o0]|"
0 b 2 0 0 0 0 00 0
0 0 4] 0 0 0 0 | (00 0
[ K!' (232 — 2%5%) ~-K? K? |
K? K (235 — a?5) —K*
2 1 1 3_0 2_0
= va 0 0 0
0 0 0
i 0 0 0

(12)

En la ec. 11 se ve la considerable ventaja existente en utilizar este tensor de deformacio-
nes, ya que el mismo resulta lineal en las medidas de deformacién de la viga, los alabeos de
la seccion y las derivadas de estos. Los términos de la ec. 11 tienen los siguientes 6rdenes
de magnitud: Tyw = O (¢), T.e = O (¢), gw = O (e2) y T'w’ = O (¢2); donde € es un
valor tipico de las componentes del tensor I'; h es una dimensién caracteristica de la sec-
cion de la viga, [ es una longitud tipica de cambio del estado de cargas y R representa un
valor tipico de las inversas de las componentes del vector de torsién y curvaturas iniciales
K, equivalente a un radio de curvatura. Supondremos que [ y R tienen el mismo orden
de magnitud y consideraremos I'rw = O (e%)

2.2. Energia de deformacion de la seccion

La energia de deformacién de la seccién o densidad de energia viene dada por
2U = (I''DI), (13)

donde D es la matriz simétrica de caracteristicas del material en la base B,;.
La forma de la energia de deformacién de la seccién al reemplazar la ec. 11 en la ec. 13
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es:

2U = ((Tyw)" DTyw) + ((T-e)" DI'.e) + ((Taw)" DTpw) + (Tiw')" DIyw') +

O Ol o(ue(1)’) o(ua(1)?)
+2((Tyw)" DI.e) +2((Tyw)" DT pw) + 2((Tyw)" DIyw') +
00 O(ue4) o(tt)
+2((T.e)" DI'pw) +2((T.e)" DIyw') +2((Trw)” DIiw).
o(ut) o(pe*t) o (1))

(14)

En la ec. 14 se han indicando los érdenes de magnitud de cada término, siendo p un valor
representativo de las componentes de la matriz D.

Los alabeos se interpolan en la seccién utilizando algin método de discretizacién (en

este caso Elementos Finitos), de forma que el vector de alabeos w puede escribirse como

w
W(:L’l,:L’Q,:L’?’) = | w? :H(:L’2,:L’3)V(LL‘1) =
w3
h" (2%, x3) 0 0 w} (x!) (15)
= 0 h" (2, x3) 0 w? (z!)
0 0 h" (22, 23) w? (x!)

donde h" es la funcién de forma asociada al nodo r de la discretizacién de la seccién y w?
es el valor del alabeo w’ en el nodo r. De la misma forma se interpolan las derivadas de
los alabeos w'.

Con la discretizacién descrita anteriormente y definiendo las matrices

E = (OH D[H]),  Du = (DH] D),
D,z = (WH]"D[TRH]), Du = {(C»H] DIH]),
D.. = <[F6] [ ]>a Dgrr = <[FRH]T D [FRHDv (16)
D, = (IH'DTH]), Dp = {(CrH] DIL]),
D. = (IH]' D)), Dp = ([[rH] D[ H]),
la ec. 14 puede escribirse en su version discreta como
U = VIEV +e'D..e + VTDRRV + V7D,V +2V7T Dhes +
O(pe?) O(pe?) O(HEQ( L )2) (’)(ueQ( )2> O(H€2)
+2V DV +2V DV + 2V Dpe + 2V Dyce + 2V Dy V', (a7
O<H€2%> O(u52%> O<u52%> O(u52%> O(u@(%)z)
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Energia de deformacién en las variables de la teoria de Bernoulli

Lo que sigue es minimizar la version discreta del funcional 2U de la ec. 17, respecto
del vector de alabeos nodales V y con las restricciones de las ecs. 7. Esto no puede hacerse
exactamente pero puede resolverse en forma aproximada utilizando métodos perturbati-
vos, analizando la componente de la densidad de energia en cada orden de magnitud. Para
ello, se expande la incégnita V en serie de un parametro pequeno.

Para el caso de vigas h, la dimension caracteristica de la seccién es mucho menor que
la longitud caracteristica de cambio del estado de cargas [ y que los radios de curvatura
cuya longitud caracteristica es R. Donde esto no ocurre, por ejemplo en el entorno del
punto de aplicacion de una carga puntual o de una condicién de vinculo, los estados de
deformacion y de tensién son tridimensionales y el sélido no se comporta como una viga.
Sin considerar lo que ocurre en esta zona de deformacién tridimensional el resto del sélido
se comporta como una viga y se acostumbra estudiarlo como tal despreciando el efecto
de esa drea.

La expansion adoptada es

V:(%)OV3+ G)l\hf (%)Zviw((?)g). (18)

-~ -~ -~

Vo Vi Vo

En la ec. 18, \70, Vi y V, son del orden de la unidad. Reemplazando la ec. 18 en la ec. 17,

agrupando los términos del mismo orden de magnitud y descartando aquellos términos
h
T
Timoshenko generalizada (es decir, una que utilice variables similares pero que deje de
lado la hipdtesis de que la seccién se mantiene plana luego de la deformacién), resulta

de orden superior a <M62 ( )2>, lo que resultara suficiente para obtener una teoria de

U= 2U, + 22U, + 2U, |, (19)
~—~ ~—~ ~
o(u(4))  o(ne(1))  o(ue2(4))
donde
2Uy = ViEVy+2V{Dy.e+e'D..e, (20)

20, = 2 (V(:)FD}LRVO + VDV + ViDp.e + V{)TDles +ViDyee + V{EV())(QU

2U, = V{EV,+ V{DppVo+ V' DV} +2 (VIDyrVo + Vg DipVi) + (22)
+2 (—VgTDhlVl + V"DV + ViDge — Vi'Die’ + VOTDRZV(J) -
+2(V;EV, + ViDje).

En la ec. 22 se integraron por partes los dos términos donde aparecia V| descartando
los términos constantes resultantes, que hubieran desaparecido al diferenciar la versién
discreta del funcional 2U.
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Al discretizar los alabeos segin lo expuesto anteriormente se obtienen las condiciones
que se les deben imponer para que cumplan las condiciones de las ecs. 7. Estas condiciones
discretas son:

{

1
8 H)V = H,V = 0. (23)

S = O
— o O

Analizando la componente 2U, de la densidad de energia a fin de obtener la componente
V, y utilizando multiplicadores de Lagrange para imponer las condiciones, el funcional a
minimizar resulta

Iy = ViEV( + 2V Dj.e + €' D..e + 2VIH \,. (24)

Imponiendo la estacionaridad del funcional Il respecto del vector de alabeos nodales V
y del vector Ay de multiplicadores de Lagrange, para un vector fijo de las medidas de
deformacion de la viga €,

Iy = Vi (EVo + Dpee + HI ) + A (HA V) =0, (25)

se obtienen la ecuaciones de Euler - Lagrange asociadas al problema de minimizacion de
2Uy, las que pueden escribirse en forma matricial como

E HT Vo —Dy..
o )= [es o
Resolviendo el sistema de ecs. 26 se obtiene el vector de alabeos nodales V, = Ve
buscado.
Analizando la componente 2U; de la ec. 21 se ve que ésta no puede minimizarse respecto
de V; estableciendo alguna relacion entre V; y las medidas de la deformacién de la viga
€. Para obtener la expresiéon de V; hay que minimizar la componente 2U, de la ec. 22

sujeta a las restricciones HyV; = 0. Entonces aplicando multiplicadores de Lagrange, el
funcional a minimizar es

M, = VIEV,+VIDgeVo+ V)" DyVj)+2(VIDurVo + VIDurVy) +  (27)
+2 =V DuVi + Vi"Dyu Vi + VIDpee = Vi"Die’ + ViDuVy ) +
+2 (V3EVy+ ViDyee) + 2VIH Ay

Imponiendo la estacionaridad del funcional I, respecto de los vectores Vi y Ay, luego
de reemplazar Vo = Ve, resulta

Il = §V{ (EV, + Dge + Dge’ + H{ A1) + 6] (H\ V) = 0, (28)
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donde _ _
Dr = DurVo+Dj;Vo+ Dge,
Ds = DuVo—DLV,-D,..
Entonces se obtienen las ecuaciones de Euler - Lagrange asociadas al problema de
minimizacion de 2U,,

E HZ: V1 . —DR _DS /
|:H)\ O}{Al]_[ 0 €+ 0 e (30)
N uevamente, al resolver el sistema de ecs. 30 se obtiene el vector de alabeos nodales
Vi = Ve + Vi5¢’ buscado. Reemplazando las expresiones de Vi y Vyq, la ec. 21 resulta

(29)

2U1 = €T2 [ngthO + ngRa + VTR (Dhe + EVO)] e+ (31)
+e"2 [V{Du Vo + DLV, + (D, + Vi E) Vig] €.

Analizando los ultimos términos de cada corchete y tomando en cuenta la primera linea
de la ec. 26 se ve que

Vip(Dh. +EVg)e = —Vig (HiX), (32)
e’ (Dj.+V{E) Vis = —(ATH)) Vis. (33)

El vector de alabeos V; debe cumplir condiciones similares a la ec. 23 independientemente
de las medidas de deformacién € y sus derivadas, por lo tanto HyV;s =0y H,Vg =0
de forma que ambos términos se anulan. Entonces la componente 2U; resulta

2U; = €"2[V{DyrVo+ V{Dg.|e+€"2[V{DyV,+ DLV, €. (34)
Procediendo en forma similar se obtiene
VIEV, = — (e"'Vip+¢&"V]y) (Dre+Dge') = (35)
= — [e"V{;Dge + € (V{zDs+D}Vig) e + &7 VigDge'].
Nuevamente utilizando la primera linea de la ec. 26 resulta
V,EV,+ V)Dj.e = —V] (Hi o). (36)

Como el vector de alabeos V5 debe cumplir condiciones similares a la ec. 23, HyV, =0

y se anulan los términos que contienen a Vy de la expresion de 2U,. Por esto, podemos

. . 2 - s
concluir que no es necesario calcular los alabeos V5 de orden (%) para obtener la expresion

de la densidad de energia asintéticamente correcta hasta orden pe? (?)2
Utilizando las definiciones de Dr y Dg de la ec. 29, la densidad de energia puede
escribirse en funcion de las medidas de deformacién de la viga en la teoria clasica

2U = e’ Ae + €"2Be’ + €7 Ce' + ¢"2D¢”, (37)
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donde:
A = Dsz—: + nghs =+ Vg (DhR + DZR + DRR) Vo + VgDRE + DEEVO + V’{RDR,
1 - _ _ _ _ _
B = B (VIgDuVo+ VipDy Vo + VIpDie + DiVig) +
+VIDVo+DLVy+ VIDyVig +DLVig + Vi DgVy,
C = V{sDuVo+VisD; Vy+ VD + ViD,Vy,
D = (V{Du+D[)Vis.

La ec. 37 es la expresién de la energia de deformaciéon de la seccion de la viga buscada, la
I es asintoti h den pe® (1)
cual es asintoticamente correcta hasta orden fpe” (7) .

Transformacién a las variables de la teoria de Timoshenko

A pesar de que la expresién de la densidad de energia de la ec. 37 es asintéticamente
correcta, es dificil de utilizar debido a que aparecen las derivadas primeras y segundas de
las medidas de la deformacion, lo cual requeriria condiciones de contorno més complica-
das que lo necesario. La teoria de vigas de Timoshenko no presenta estos inconvenientes
y ademas resulta mas conveniente para resolver por métodos numéricos como el de Ele-
mentos Finitos.

La densidad de energia expresadas en funcion de las medidas de deformaciéon de la
teoria de Timoshenko es

X F €

_ [ T AT _ T T T

2U =1 ¢ 75}[FT G}[%}_e Xe+2€" Fvy, + v, G, (38)
donde € = [ vy ' 3% 3 }T son las medidas de deformacién de la teoria de Timo-
shenko debidas a extension, torsién y flexion en dos ejes y v, = [ 2v12 2713 ]T las

medidas de deformacion debidas a la distorsién por corte. Lo que sigue es encontrar las
matrices X, F' y G de forma que la densidad de energia U de las ecs. 37 y 38 sea equivalente,
por lo menos en forma asintotica hasta el orden de precisién con que se trabaja.

Las medidas de deformacién de la teoria de Timoshenko estan asociadas a una nueva
terna ortogonal b; en la configuracién deformada que corresponde a la terna B; después
de que ha rotado por la deformacion de la viga; en este caso by no es tangente al eje de la
viga si se considera la deformacion por corte. La diferencia en la orientacién de las ternas
t;, asociada a las medidas de deformacién de la teoria clasica, y b; se debe a las pequenas
rotaciones asociadas con la deformacién por corte.

Las componentes del vector de curvatura de la teoria de Timoshenko ks de la confi-
guracién deformada son

ky =K'+, (39)
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donde 3! es la torsién y 5 las curvaturas de la linea de referencia debidas a la deformacién.
Las medidas de deformacion de ambas teorias estan relacionadas por

e =€+ Qv, +Prv,, (40)

donde

PT

2 11
0001}’ [0 K2 —K' 0 (41)

T _
Q_{OO—lo |0 K 0 -—-K!

Considerando que generalmente se acepta que las deformaciones debidas a la distorsion
por corte son de un orden menor que las medidas de la deformaciéon de la teoria cléasica,
la densidad de energia de segundo orden sera suficiente para construir una teoria de
Timoshenko generalizada. Entonces, reemplazando la ec. 40 en la ec. 37 y considerando
que las componentes de «, son un orden menor que las de € y €, permitiendo descartar
los términos de orden superior, se puede escribir

2U = €' Ae + 2" AQ~, + 2¢" AP~, + 2¢"B€' + €7 Cé€ + 2 De”. (42)

Teéricamente, si la expresion de la densidad de energia de la teoria de Timoshenko
generalizada es correcta las ecs. 38 y 42 deberian ser equivalentes. Para probarlo uno
debe deshacerse de las derivadas en la ec. 42. Una manera de realizar esto es utilizar las
ecuaciones de equilibrio de la viga, luego de lo cual se puede igualar la expresion hallada
a la ec. 38, resultando las siguientes ecuaciones matriciales:

X = A-2AQG ! (F'N"'B; + D;F” + D,X) + 2BN"'B; + BIN"ICN~!B;+
+2DN~! [(FG™'D, — D3) B; — A;G~! (D,F” + D,X)],

(43)
F = —AQG™! (FTN_1A3 + DG+ DQF) + AP +BN'A; + B3TN_10N_1A3+
+DN-! [(FG_lDQ —Dj3) Az — A;G7! (DG + DyF)],
(44)
G = AgTN*1CN*1A3, (45)
donde
N = X-FG'FT,
A3 == (FGilDl - D4) G -+ (FGilDQ - D3) F,
B; = (FG'D;—D,)F" + (FG'D, — Ds) X,
0 0 0 0
0 —-K! K3 00 0 0 0 -K? K?
Dl [Kl 0 }7 D2—[_K2 0 0 0:|7 D3— 0 K3 0 _Kl )
0 —K? K! 0
D,=Q— D2T.
(46)
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Lo que resta es resolver las ecs. 43 a 45 para obtener las matrices X, F y G, donde
aparecen la torsién y las curvaturas iniciales K*, a través de las matrices D;. Para resol-
verlas, nuevamente, se puede usar métodos perturbativos. Para ello se plantea cada matriz
incognita como una serie de matrices, cada una de las cuales de determinado orden en el
pardmetro K, un valor representativo de las componentes del vector K, a saber

X = X0+X1+X2+...,
F - F0+F1+F2+..., (47)
G = Gy+G,+Go+ ...,

donde las matrices X;, F; y G, son de orden K'. En este caso no serd necesario considerar
las matrices de orden K? o superior en K para obtener una solucién adecuada al orden
de precision de este desarrollo.

Las componentes de orden K° resultan

G, = (Q'N;'CN;'Q) ", (48)
F, = BTA'QG,, (49)
Xy, = A+F.G,'F{. (50)
Las de orden K'! son
G = Ja (51)
FI = —Gy'QTA™ (Jr +FoG;'G1) Gi'Q7A, (52)
X, = Jx+F,Gy'FL + FoG;'F — 2 (Jp + FoG;'Gy) Gy 'FY (53)

donde Jg, Jr v Jx son matrices que pueden calcularse en base a matrices y vectores ya
calculados o conocidos cuyas expresiones son

Jo = ((FoG;'Dy+DI) G+ (FoGy'Ds — D3) Fy)' AT'CA™'QG+
+GoQ"AT'CA ! ((FyGy'Dy + D) Gy + (FoGy'D, — D3) Fy),

Jr = —AQG,;' (DG + DyFy) + AP+
_ [FO (FoG;'D; + DI + X, (FoG; 'D, — D3)T] A 'CA'QG—
~FoQ"A'CA™ [(FyGy'Dy + DJ) G + (FoGy'Dsy — D3) Fo| +
+DA™! [ (FoGy 'D; — D3) QGo + Q (D1Gy + DoFy)],

Jx = —2AQG;' (DF{ + DyX,) +
~ [Fo (FoGi "Dy + DI)" + X, (FoGy ' Dy - Dy) | A7'CA'QF] -
~FoQ"AT'CA™ [(FyGy'Dy + DJ) F{ + (FoGy'Dy — D3) Xo| +
+2DA! [- (FoG;'D; — D3) QF] + Q (D, F] + D2X,)].

De esta forma se obtienen las matrices X, F y G correspondientes a la matriz de
rigidez de la teoria de Timoshenko generalizada, reemplazando las matrices obtenidas en
las series de las ecs. 47.
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3. DISCRETIZACION POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Hasta aqui no se ha mencionado el método utilizado en la discretizacion de los ala-
beos de la ec. 15. Con el fin de aplicar este andlisis a vigas de secciones complejas buscando
aprovechar los beneficios de las mallas no estructuradas se utilizaron los elementos fini-
tos denominados tricuadrilaterales.® Estos se construyen a partir de mallas triangulares,
las cuales tienen la capacidad de adaptarse a geometrias complicadas con cambios de
densidad suaves sin poseer orientaciones preferenciales. Cada triangulo se divide en tres
elementos cuadrilaterales isoparamétricos de 9 nodos,* con interpolacién bicuadratica. De
esta forma, como en los elementos isoparamétricos las coordenadas se interpolan con las
mismas funciones que las incognitas, se pueden interpolar los contornos curvos que puedan
aparecer reduciendo el error de interpolacién de las geometrias, que ocurre con elementos
de menor orden. En la referencia (3) puede hallarse una descripcién detallada de estos
elementos y de sus ventajas. En la figura 2 se muestra un elemento tricuadrilateral, con
la numeraciéon de los nodos dentro del elemento y los 3 subelementos de 9 nodos.

Figura 2: Elemento tricuadrilateral. Subelementos (I)—(III) y numeracién de nodos.

Ademads, en cada elemento tricuadrilateral se realiza una condensacién de los nodos
interiores en el momento del ensable de las matrices (ver?). De esta forma se reduce la
cantidad de grados de libertad a resolver en la solucion de los sistemas de ecuaciones 26
y 30. Luego de obtener las soluciones se recuperan los resultados de los nodos condensados.
Este procedimiento de condensacién puede aplicarse en este caso debido a la forma en que
se imponen las condiciones de las ecs. 7. En (°) y (%) se resuelven problemas similares; en
el primero la solucién implica el conocimiento de los autovectores de la matriz E, lo cual
resulta computacionalmente costoso; en el segundo, implica el calculo de la pseudoinversa
de Moore—Penrose de E luego de una transformacién, también computacionalmente cos-
toso. Ambos métodos requieren trabajar sobre la matriz completa y no pueden llevarse a
cabo luego de la condensacion.

4. EXPERIMENTACION NUMERICA

A continuacién se exponen resultados obtenidos para dos tipos de secciones com-
puestas, una seccién tipo ‘Doble T’ y una seccién de viga cajon. Para todos los ensayos
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realizados se consideré un material con la propiedades que se describen en la siguiente
tabla. En este caso la direccion [ corresponde a la direccién de las fibras del material, ¢t es
la otra direccién en el plano de laminado y n es la direccién normal al mismo.

Ey; =1,4382-10° MPa
Ey = E,, = 9918,7 MPa
Gy = Gy, = Gy, = 6076,9 MPa

Vit = Vipn = Vign = 0a42

Se muestran los resultados de las matrices de rigidez S de cada configuracion, donde S es

la permutaciéon de la matriz asociada con el vector de medidas de deformaciéon

X F
FT' G
de la viga ordenado como e = [ i 2712 2vi3 B B2 B3 ], de forma que la densidad
de energia de la ec. 38 resulta 2U = e7 S e7’.

Seccion de viga tipo ‘Doble T’

La figura 3 muestra una seccién de una viga tipo ‘Doble T’ laminada en 4 capas,
con su malla de triangulos y un detalle de un cuarto de la misma seccién con su malla de
tricuadrilateros.

Y

&
0
X
X
aa
K
X
0
%
&
kel
o
K
X
s

Figura 3: Seccién ‘Doble T’ laminada en 4 capas. Malla triangular (izquierda) y detalle de la malla
tricuadrilateral (derecha). Dimensiones en mm.

Para esta geometria se hicieron ensayos con tres tipos de configuraciones de laminado.
Las orientaciones de los laminados de las diferentes capas en cada caso se indican en la
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tabla 1; el orden de las mismas es de arriba hacia abajo en las alas superior e inferior y de
izquierda a derecha en el nicleo central. La orientacion de las ternas ly, tg, ng a partir de
donde se miden los angulos de laminado es con el vector [y saliendo del plano de la seccién,
el vector ngy senalando hacia arriba en las alas superior e inferior y hacia la izquierda en
el ntcleo y el vector ty formando una terna derecha.

Tabla 1: Configuraciones de laminado seccién ‘Doble T’

superior centro inferior
Configuracién 1 [0]4 [0]4 [0]4
Configuracién 2 [15,—15,15,—15] [15,—15,15,—15] [15,—15,15, —15]
Configuracién 3 [30, —30, 30, —30] [30, —30, 30, —30] [30, —30, 30, —30]

En este caso se calculd la matriz de rigidez de la teoria de Timoshenko para vigas
prismaticas, vigas con torsién y curvatura inicial en el caso de la configuracion 1, con
angulo de laminaciéon nulo y vigas prisméticas en las configuraciones 2 y 3. Los casos
calculados se resumen en la tabla 2.

Tabla 2: Casos estudiados seccién ‘Doble T’

Caso Configuracion K!  K?

1 1 0 0
2 1 0,01 0
3 1 0 0,01
4 2 0 0
5 3 0 0

Los matrices obtenidas se identifican con un subindice indicando el nimenro de caso
y los elementos de las matrices indicados con ~ 0 corresponden a valores por lo menos
14 6rdenes de magnitud menores respecto del mayor elemento de la matriz, atribuibles a
errores de redondeo.

[ 8,169 107 0 0 0 ~0 =0
0 2,084105 —21,485 3,815 1073 0 0
g _ 0 —21,485 1,030 106 2,571 1073 0 0
L= 0 3,815107% 2,571 1073 18,667 0 0
~ 0 0 0 0 34061 ~0

I ~ 0 0 0 0 ~0 12017 |

Este caso, el primero, serd utilizado como patrén para identificar qué acoplamientos apa-
recen entre las medidas de deformacion de la viga. Es de destacar que al ser ésta una
seccion abierta, la rigidez a la torsiéon es muy baja.
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So

8,168 107 —9,028 10~3
—9,028 10~ 2,083 10°
—6,083 103 —21,479

4563,7 3,815 1073
~8,327 10~¢ —861,85
1,123 1076 4,040 103

—6,083 1073 4563,7 —8,327107¢ 1,123 10~¢
—21,479 3,8151073 —861,85 4,040 1073
1,030 10° 2,570 1073  —0,018854 —1418,3
2,570 1073 19,004 3,519 107 ~ 0
—0,018854 3,519 10~° 34064 4,449 107°
—1418,3 ~0 4,449 1075 12016

En este caso aparecen, debido a la torsién inicial, acoplamientos axil-torsion (S14) y
corte—flexién (Sa3).

[ 8,177 107 0

0 2,060 10°

S 0 —24,475
5 0 —150,67
1964, 9 0

0,41943 0

0 0  1964,9 0,41943
—24,475  —150,67 0 0
1,027 10 4,172 1073 0 0
4,172 1073 18,671 0 0
0 0 33999 0,049284

0 0 0,049284 37762 |

En este caso, debido a la curvatura inicial, los acoplamientos més importantes que apa-
recen son axil-flexion (S15).

6,558 107 0, 38035
0,38035 4,522 10°
0,2777  —23,768
—14281 7,665 1073

3,961 1073 5939

| —1,040 107*  —0,014957

0,2777
—23,768
2,287 108
5,444 1073
—0, 12429
2784,9

7,665 1073
5,444 1073

2,337 1075
5,959 107

—14281 3,961 1073
5939

—0, 12429
2,337 10~°
27273

4,686 1077

40, 491

—1,040 10~
—0,014957
2784,9
5,959 107
4,686 1072
9382,9 |

En este caso, debido a la configuracién de laminado, aparecen acoplamientos corte—flexion

(325).

S5

2,986 107 92,2437
7,925 106 9,017 10°
92,2437  —115,68
—11375  0,027489
0,015482 9987, 2

| 9,593 107° —0,018433

1,8481
—115, 68
4,674 10°
0,021391
—0,71003 1
4060,3 9

—11375  0,015482
0, 027489 9987, 2
0,021391 —0,71003

77,167 1,301 1074
,301 10~ 12418
,622 1075 4,536 1072

9,593 1075
—0,018433
4060, 3
9,622 107
4,536 1075
4241,1 |

En este caso, debido a la configuracion de laminado, aparecen acoplamientos de una
magnitud importante axil-torsién (S14) y corte-flexion (Sa5 y Ss¢) en ambas direcciones.
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Seccion de viga tipo ‘Cajon’.

La figura 4 muestra una seccién de viga tipo cajon laminada en 4 capas, con su
malla de tricuadrilateros.
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Figura 4: Malla de la seccién de una viga cajon laminada en 4 capas. Dimensiones en mm.

Para esta geometria se realizaron ensayos con cuatro tipos de configuraciones de lami-
nado. Las orientaciones de los laminados de las diferentes capas en cada caso se indican
en la tabla 3; el orden de las mismas es de adentro hacia afuera en todos los casos. La
orientacion de las ternas ly, ty, ng es con el vector [, saliendo del plano de la seccién, el
vector ng senalando hacia el exterior de la viga y el vector ¢y formando una terna derecha.

Tabla 3: Configuraciones de laminado seccién de viga ‘Cajén’

superior derecha inferior izquierda
Conf. 1 [0]4 [0]4 [0]4 [0]4
Conf. 2 [30,0,30,0] (30,0, 30, 0] (30,0, 30, 0] (30,0, 30, 0]
Conf. 3 [15,15,15,15] [—15,15,—15,15] [—15,—15,—15,—15] [15,—15,15, —15]
Conf. 4 [15,15,15,15] [15, 15,15, 15] [15, 15,15, 15] [15,15,15,15]

La tabla 4 resume los casos analizados para esta geometria.
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Tabla 4: Casos estudiados seccién de viga ‘Cajon’

Caso Configuracion K!'  K?
1 1 0 0
2 1 0,0l 0
3 1 0 0,01
4 2 0 0
5! 3 0 0
6 4 0 0
[ 1,059 10% 0 0 0 ~0 ~0 ]
0 1,953 10° ~0 ~0 0 0
5 _ 0 ~0 1,95310° ~0 0 0
te 0 ~0 ~0 2469,8 0 0
~0 0 0 0 37613 ~0
I ~ 0 0 0 0 ~0 37613

Este caso sera utilizado como patrén para identificar los acoplamientos que aparecen entre

las medidas de deformacién de la viga.

" 1,059 108 ~0 ~0 1677,4

~0 1,953 10° ~0 ~0

g _ ~0 ~0 1,953 106 ~0
2 1677, 4 ~0 ~0 2469,6
~0 —731,88 ~ 0 ~ 0

i ~ 0 ~0 —731,88 ~ 0

~0 ~0 ]
—731,88 ~ 0
~(0 —T731,88
~ 0 ~ 0
37618 ~ 0
~0 37618 i

En este caso aparecen, debido a la torsién inicial, acoplamientos axil-torsién (Si4) y

corte—flexién (Sy5 v S36) en ambas direcciones.

[ 1,059 108 0 0 0

0 1,927 106 ~0 —126,62

S — 0 ~0 1,946 10° ~ 0
3 0 —126,62 ~0 2469,9
779,49 0 0 0

I ~0 0 0 0

779,49  ~0 ]
0 0
0 0
0 0
37546  ~0
~0 37364 |

En este caso, debido a la curvatura inicial, aparecen acoplamientos axil-flexién (Si5) y

corte-torsion (Sa3).
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7,378 107 ~0 ~0 —2,33410° ~0 ~0 ]
~0 3,589 10° ~0 ~0 1,013 10° ~0
S ~0 ~0 3,589 106 ~0 ~0 1,013 10°
1T —2,334 10° ~ 0 ~ 0 5619, 9 ~ 0 ~ 0
~0 1,013 105 ~0 ~0 25201 ~0

i ~ 0 ~0 1,013 10° ~ 0 ~ 0 25201 |

En este caso, debido a la configuracion de laminado, aparecen acoplamientos de una
magnitud importante axil-torsién (S14) y corte-flexién (Sa5 y Ss¢) en ambas direcciones.

[ 8,144 107 7,925 10° 25549 ~0 ~ 0 ~0
7,925 10 3,881 106 21118 ~ 0 ~ 0 ~ 0
S 25549 21118 4,147 108 ~ 0 ~ 0 ~ 0
5 ~ 0 ~ 0 ~0 5283,4 —5407,3 337,19
~ 0 ~ 0 ~0 —5407,3 25082 —354,41

I ~ 0 ~ ( ~0 337,19 —354,41 26809 |

En este caso, debido a la configuracién de laminado, aparecen acoplamientos axil-corte
en ambas direcciones, corte—corte, torsion—flexién en ambas direcciones y flexion—flexion
algunos de ellos de magnitud importante.

[ 4,481 107 ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~0 ]
~0 2,977 106 ~ 0 ~0 1,074 10° ~ 0
S. — ~ 0 ~0 2,977 10° ~ 0 ~0 —1,07410°
6 ~ 0 ~ 0 ~0 5075,4 ~ 0 ~ 0
~0 1,074 10° ~ 0 ~ 0 19821 ~0

I ~0 ~0 —1,074 10° ~ 0 ~ 0 19821 |

En este caso, debido a la configuracion de laminado, aparecen acoplamientos corte—flexion
(Sa5 v S36) de gran magnitud.

5. CONCLUSIONES

Se presenté un modelo de deformacion de la seccién cuyas variables son equivalentes
a las de la teoria de Timoshenko y que resulta asintéticamente correcto desde el punto
de vista de la energia. El mismo es apto para grandes desplazamientos, secciones no
homogéneas y no utiliza ninguna hipotesis restrictiva en cuanto al modo de deformacion
de la seccién, lo cual contempla el libre alabeo de la misma. A través de este modelo se
calcularon las matrices de rigidez de varias secciones de vigas con distintas configuraciones
de laminado, en algunas de las cuales se considerd torsion y curvatura inicial. En estos
resultados se pueden apreciar la apariciéon de acoplamientos no convencionales entre las
medidas de deformacién de la viga.
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