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Resumen. El disefio de un modelo numérico atraviesa diversas etapas hasta su puesta en funcionamiento
y la obtencién de resultados satisfactorios. Para los modelos basados en Elementos Finitos, estd claro
que es necesaria una correcta formulacién del problema para asegurar que, desde un punto de vista
matemadtico, se obtendrd una solucién. Nos referimos al planteo de las ecuaciones, su discretizacién y la
eleccion del elemento, entre otras.

Sin embargo, la etapa de disefio no concluye en las formulaciones matematicas, sino que incluye
también el diserio del software. Una buena formulacién matematica puede resultar en un programa de
pobre rendimiento si no se llevan a cabo las optimizaciones necesarias al momento de la implementacién.

Es comiin que muchos investigadores codifiquen desde cero para modelar los problemas a resolver.
Entre los efectos inmediatos de esta préctica notamos: pérdida de tiempo en la codificacion, falta de
generalidad en el planteo, repeticion de errores comunes y desarrollo de c6digo no modular, que dudo-
samente pueda reutilizarse para problemas similares. Asimismo, cualquier correccion a la formulacioén
matemadtica serd casi imposible una vez que el cédigo se haya finalizado.

En este trabajo presentamos el disefo y la implementacién de software totalmente modular y flexible
para la implementacién de modelos basados en Elementos Finitos. Su potencialidad estd basada en una
correcta modularizacién, donde para codificar la resolucién de los problemas no es necesario conocer
la formulacién elemental subyacente. Tampoco es necesario conocer en el nivel de la formulacién la
implementacién estrictamente computacional de operaciones matematicas.

Este aislamiento en tres (0 mds) capas permite que se reutilicen grandes porciones de c6digo para la
resolucién de problemas que pueden ser totalmente distintos, o incluso cambiar los componentes de las
distintas capas sin variar el planteo del problema.

Damos un anélisis detallado del diagrama de clases utilizado, su justificacion y detalles de su imple-
mentacién. Presentamos también un ejemplo real de un cambio de elemento utilizado y cémo es imper-
ceptible al momento de codificar la resolucién del problema, mediante el apropiado uso de interfaces
definidas adecuadamente.
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1. OBJETIVOS

Siempre que debe encararse la resolucion mediante modelos numéricos de algun problema
(clasico o no) se trata de alcanzar la solucién buscada minimizando los costos. Cémo se contabi-
liza este costo es la pregunta para la cual no siempre existe un consenso. Varios factores deben
ser ponderados, como por ejemplo: el tiempo de programacion, el de validacién y el tiempo
necesario para correr los modelos, entre otros.

En los casos en que el problema a resolver es sencillo, no suele dedicarsele el tiempo su-
ficiente a la etapa de disefio. Los errores aparecen cuando el problema simple constituye el
primer paso hacia la resolucion de un problema mucho més complejo del que quizés no existan
soluciones conocidas para poder validar el modelo.

En estos casos, el contar con mddulos correctamente validados que puedan ser reutilizados
permite que el cédigo sea extensible con cierto margen de confianza a problemas sin soluciones
analiticas conocidas. Si hubiera que volver a codificar formulaciones ya validadas, se corre el
riesgo de introducir errores que dificilmente puedan ser detectados en etapas posteriores.

Si bien en un principio nos orientamos a la resolucion de ciertos problemas puntuales, la
realidad es que existe un alto porcentaje de pasos que se repiten en muchos de los problemas.

Debido a esto, resolvimos llevar adelante un disefio modular, flexible, altamente optimizado
en cuanto al uso de recursos y que permita la reutilizacion de c6digo para resolver otro tipo de
problemas.

Existen antecedentes de valiosos trabajos durante los dltimos afios en torno a brindar he-
rramientas y/o entornos de trabajo para que no sea necesaria una recodificacion total cada vez
que se quiere resolver otro problema. Podemos mencionar, entre ellos, la propuesta de Sonzog-
ni et al. (2002), donde se brindan detalles de la implementacion de diversos problemas de la
mecanica del continuo en clusters Beowulf, o Cardona et al. (1994), que permite flexibilidad en
la configuracion del programa y los métodos de resolucion mediante un poderoso intérprete de
comandos, y también la propuesta de Dari et al. (1999). Este tltimo propone un marco genérico
de resolucién a diversos problemas de la mecdnica computacional, dejando al usuario la pro-
gramacion de los métodos de resolucion sin preocuparse por la paralelizacion y otros detalles
técnicos.

Nuestro trabajo intenta profundizar esta tltima idea definiendo interfaces entre las distintas
componentes del modelo y permitiendo el reemplazo tanto de la formulaciéon elemental, los
métodos de resolucion del sistema, o incluso del problema a resolver siempre y cuando se
respete la arquitectura propuesta. La idea es no sélo proveer herramientas para la resolucién
de problemas de mecanica del continuo, sino un marco de trabajo que permita reutilizar las
clases desarroladas mediante abstracciones apropiadas y permitir el continuo crecimiento de las
opciones en cada nivel entre otras.

2. ESQUEMA GENERAL DEL DISENO PARA RESOLUCION MEDIANTE FEM
2.1. Identificacion de etapas y entidades

El método de los elementos finitos (FEM) es ampliamente utilizado para la resolucién de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Se sabe que, si bien existen varios tipos de
elementos con caracteristicas propias, la teoria sobre la que subyacen las resoluciones mediante
FEM no depende de un elemento en particular. La técnica en si es un marco tedrico dentro del
cual pueden variar maltiples aspectos particulares de la formulacién.

A grandes rasgos pueden identificarse distintas etapas como:
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Material Type
Domain + density : double

+ Elements : Element + K & double

+ MNodes : Node '_//,,;m + Gm : double

+ Materials : MaterialType - G double

+ Boundaries : Boundary - timestep : double

+ Markers : Marker
Boundary

+Properti
+ % : double )
+y : double oundaries \
+ temperature : double lements

+ idNode : Node* Element
+ Properties : MaterialType
+ IdNodes | Node*

M;:rkerrerS +Mode + dps ;. GaussPoint
T % : double = KN‘Odct!:ib\e + gpsfull : GaussPalnt
+ vy : double '
+ r : double 19 el
+ 5 : double aps cpsfull
+ Stress : double T
+ IcElem : Element* YT
+ IdMatType | MaterlalType* i ': .

+ weight : double
+ h @ Matrix
+ hr : Matrix
+ hs | Matrix

Liu
+ m B0 Matriz< definition =*
+ m Br : Matrix< definition =*
+ m Bs0 : Matrix< definition =*

Figura 1: Diagrama de clases del modelo

= descripcion del dominio,

m discretizacion del mismo,

= cdlculo de matrices elementales,

= integracion numérica en puntos de Gauss,
= ensamblado de matrices globales,

= imposicion de condiciones de borde y

m resolucidén del sistema de ecuaciones, entre otras.

Cada una de estas etapas estd definida independientemente de las otras. En la mayoria de los
casos, las variaciones en la formulacién a utilizar pueden ser parametrizadas, aislando de esta
manera cada uno de los procesos.

Asi como en el orden secuencial de operaciones relacionadas con FEM pueden encontrarse
etapas factibles de ser pensadas de forma genérica, tal como se detallé en la seccion anterior,
también existe una separacion en niveles desde el planteo mismo de la discretizacion del pro-
blema.

Los conceptos espaciales asociados a la discretizaciéon como: dominio, elemento, condicion
de borde, nodo y punto de Gauss introducen un nuevo nivel de abstraccién y modularizacién en
un sentido, no ya secuencial, sino de tipo de datos.

A partir de estos conceptos, se propuso el diagrama de clases que puede verse en la Fig. 1.
Por simplicidad se muestran sélo los atributos mas importantes de cada clase.

La clase Domain es la que contiene la informacién completa del dominio a modelar me-
diante un conjunto de elementos y nodos almacenados en los atributos Elements y Nodes.
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A través de estos dos conjuntos se tiene toda la informacién espacial del dominio a modelar.
Una vez que el dominio es conocido, cada una de las condiciones de borde que determinan el
problema se representa en Boundary. El conjunto de condiciones de contorno es almacenado
en otro atributo de Domain (Boundaries).

En los problemas en que la malla se deforma pueden utilizarse diversas técnicas para tras-
ladar el estado del sistema de la malla deformada a una nueva sin deformacién. Una de estas
técnicas es la de seguimiento de particulas (Harlow and Welch, 1965; Moresi et al., 2003), por
la cual se guarda el estado de varias particulas (0 Markers) dentro de cada elemento a cada
paso de tiempo. Para cada particula se almacena su posicion, tanto en coordenadas reales (x,
y) como naturales (r y s), el elemento de pertenencia (1dElem) y las variables que describen
su estado (Stress u otras). Al momento de remallar, el nuevo estado para cada elemento es
creado a partir del estado de las particulas que lo componen.

Dentro de la clase MaterialType se guardan todos los atributos del material a modelar.
La clase Domain contiene el conjunto de materiales que se corresponden con la totalidad de los
materiales involucrados en el problema. Por otro lado, cada una de las particulas hace referencia
aun solo tipo de material a través del atributo i dMat Type. Sin embargo, puede darse el caso de
que, debido a la discretizacion, las particulas contenidas en un elemento sean de distintos tipos
de material. Es por esto que el elemento contiene un tipo de material propio que es calculado
como una combinacién de los materiales de las particulas que lo componen (Quinteros et al.,
20006).

Es importante remarcar que, si bien los nodos determinan un elemento, no pertenecen exclu-
sivamente a él, ya que en general son compartidos por dos 0 més elementos. De esta manera, en
Element soélo se tiene una serie de referencias a los nodos que lo determinan (idNodes).

Por ultimo, al momento de calcular las matrices de rigidez elementales, se debe hacer una
integracién numérica en los puntos de Gauss que correspondan segtn el orden de la interpola-
cién usada en el elemento. Como la posicion de los puntos de Gauss es siempre la misma para
todos los elementos, debido a que se integra sobre el elemento maestro, esta informacién es
almacenada como variable de tipo stat ic dentro de la clase Element en el atributo gps, lo
que permite que no sea replicada en cada instancia del elemento sino que es Unica y pertenece a
todas las instancias de la clase. En problemas con una gran cantidad de elementos, eso favorece
no s6lo un mejor uso de la memoria sino el rendimiento en el acceso mediante la reutilizacién
del caché.

Esta forma de conservar los puntos de Gauss es muy flexible en caso de implementar algin
tipo de integracion reducida (Hughes, 1980) (ver seccion 5.1) ya que so6lo basta con no incluir
los GaussPoint en que no se va a integrar y modificar los pesos de los puntos en los que
se integra. Aparte del atributo gps donde se guardan los puntos de integracion efectivos, se
cuenta con otro atributo (también de tipo static) en el que se almacenan la totalidad de los
puntos de Gauss que corresponderian en caso de hacer una integracion completa. Este atributo
(gpsfull) es utilizado para ciertos procedimientos que no admiten integracion reducida.

Como la evaluacion de las funciones de forma (h) y sus derivadas por ambas coordenadas
elementales (hr y hs) se calculan también en el elemento maestro, son precalculadas y al-
macenadas en GaussPoint. Luego, al momento de operar sobre el elemento real sélo resta
transformarla, en caso que sea necesario, mediante la inversa del jacobiano.

2.2. Interfaz con solvers y bibliotecas matematicas

Una vez resuelto el disefio de las clases de mas alto nivel del problema, es decir, las estruc-
turas de datos que lo representan, se debe pasar a la parte operativa. Sabemos por ejemplo que
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Matrix<double> m_A( 2, 4, "A");
Matrix<double> m_B( 4, 2, "B");
Matrix<double> m 2x2( 2, 2, "2x2");
Matrix<double> m_4x4( 4, 4, "4x4");

_A(0, 2) = 1.2;
m_A(0, 3) 3.5;
m B(0, 1) 8.7;
m_B(3, 0) = 0.1;
m 2x2 = m_A * m_B;

m 4x4 = m_A.trans () * m_B.trans();
m_A += m_B.trans();

Tabla 1: Ejemplo de sintaxis en el uso de la clase Matrix

la matriz de rigidez asociada a cada instancia de la clase Element surge de la multiplicacién
de matrices que describen caracteristicas del elemento. Existiendo bibliotecas de dlgebra lineal
optimizadas y testeadas intensamente, se decidi6 desarrollar una clase Mat rix que funcionara
como interfaz entre el modelo y la biblioteca Lapack (Anderson et al., 1999), que es la utilizada
en este momento. De esta manera, la biblioteca podra ser reemplazada muy facilmente, ya que
no se la utiliza nunca directamente sino a través de la interfaz definida en la clase Mat rix.

Esta clase provee un manejo simple y eficaz de manipulacién de matrices densas. Su interfaz
publica incluye todas las operaciones que se creyeron convenientes para la resolucion de proble-
mas mediante FEM. Se hizo un uso intensivo de la sobrecarga de operadores y el polimorfismo,
de manera que la notacion al momento de programar sea intuitiva, obviando las llamadas a fun-
ciones siempre que fuera posible (tabla 1), en especial para la asignacion de valores a posiciones
particulares de la matriz.

Las matrices elementales suelen ser densas, ya que todos los nodos del elemento tienen
relacion entre si. En estos casos, las operaciones suelen ser eficientes porque no se precisa
mucha memoria ni poder de computo para operar sobre matrices cuyo lado es del orden de la
cantidad de nodos por elemento. Sin embargo, en el caso de la matriz de rigidez global asociada
al problema no ocurre lo mismo.

Para problemas discretizados con una cantidad considerable de elementos, la matriz serd rala
y su tamafio del orden de la cantidad total de nodos. Para este tipo de matrices se disefid otra
clase denominada SparseMatrix, que cumple la misma funcién que la clase Matrix al
implementar una interfaz con una biblioteca especial para matrices ralas. La funcionalidad de
la clase SparseMatrix es menor, ya que sOlo suele utilizarse para la resolucion de siste-
ma lineales de gran tamaiio. Para esto, se implementd un formato de almacenamiento llamado
Harwell-Boeing (Duff et al., 1992), también conocido como almacenamiento por columnas
comprimido, que es soportado por varias bibliotecas que resuelven sistemas lineales con matri-
ces ralas, en particular por SuperLU (Demmel et al., 1999). La estructura asociada al formato
de almacenamiento dentro de la clase es la siguiente:

template<class T>

class SparseMatrix{
public:

1728



T xvalues;

/* valores distintos de cero almacenados por

columna =/

int *rowind; /+ fila en que estd almacenado cada valor =/

int xcolind; /* colind[]j] almacena el offset dentro de
values y rowind en el gque comienzan los datos
de la columna j. Tiene cols+l entradas y
colind[cols] = realnnz x/

int rows; /* numero de filas de la matriz =/

int cols; /* numero de columnas de la matriz =*/

int realnnz; /x numero de entradas distintas de cero =*/

El acceso a los elementos de la matriz y las operaciones matriciales basicas tienen exacta-
mente la misma definicion que la clase Mat rix, por lo que tampoco es necesario modificar el
codigo en caso de realizar en una primera instancia una implementacién de prueba con matrices
densas.

Todas las clases contienen el método Save, que permite grabar la instancia a un stream de
salida. Asimismo, todas esas clases cuentan con un constructor que recibe como parametro un
stream de entrada, a partir del cual se crea nuevamente el objeto. Esto permite grabar el estado
de la simulacion, en caso de involucrar varios pasos de tiempo, y reiniciar la ejecucion a partir
del dltimo paso de tiempo calculado.

La idea primordial subyacente a las interfaces implementadas es poder brindar variantes a
las librerias que se utilizan. Por ejemplo, poder reemplazar la implementacion de Lapack que
se usa o cambiar la biblioteca SuperLU por otra (i.e. SPOOLES) que se adapte mejor a las
caracteristicas de cierto tipo de problemas.

3. ABSTRACCION A NIVEL ELEMENTAL

Hasta este punto no existe ninguna mencion al tipo de elemento implementado. Esto se debe
a que el esquema general de resolucidon no necesita conocer el tipo de elemento con el que
se resolvera el problema. Mediante este disefio, se puede tener una libertad casi total de la
implementacion subyacente, siempre y cuando la interfaz disefiada pueda satisfacer los pasos
necesarios para la resolucion del problema.

Existen varias operaciones a nivel elemental cuya definicion se da de forma genérica sin ne-
cesidad de contar con informacién de la implementacion especifica del elemento. Por ejemplo,
el push forward de la formulacién actualizada de Lagrange o el gradiente uniforme en un ele-
mento estan definidos de forma tal que la cantidad de nodos sélo es necesaria para el célculo de
operadores de mds bajo nivel.

En el disefo propuesto, la clase Element estd definida como una clase base que brinda un
marco comun a todos los tipos de elementos. En principio, brinda la interfaz para la resolu-
cion de problemas genéricos. Sin embargo, incluye también toda la implementacidon que puede
brindar més alld de la eleccion puntual del elemento a utilizar.

En la Fig. 2 se puede ver el esquema general de secuencia de mensajes entre clases al mo-
mento de crear un dominio y los objetos asociados.

Para la implementacién de un elemento, todo lo que no pueda ser definido de forma genérica
tiene que ser implementado en una clase que derive de Element. La clase Liu que aparece
en la Fig. 2 es un ejemplo de implementacion de un elemento particular que hereda toda la
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2 MaterialTyoe -
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4 Element(}
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. Boundary

9: Marker() @l
L

| 10: GaussDoinq() -

|11: SetGaussPolntsigp - GaussPoint)

| 12: SparseMatrix)

. SparseMatrix

Figura 2: Diagrama esquematico de secuencia de mensajes para la creacion del dominio y objetos relacionados

funcionalidad de Element. Por ejemplo, puede verse que la llamada a SetMaterialType
es la heredada de Element.

En su forma mas sencilla, la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales mediante FEM
implica, para cada elemento, la evaluacién en distintos puntos de Gauss de un producto de
matrices (dependiente de la ecuacién), que éstas sean ponderadas por el peso asociado al punto
de Gauss, que sean sumadas para obtener la matriz de rigidez elemental y que eventualmente se
le aplique a ésta alguna operacion adicional relacionada con el problema.

De todas estas tareas, s6lo la evaluacion en un punto de Gauss particular necesita, en prin-
cipio, contar con informacién detallada del elemento utilizado. Es por eso que Element con-
tard con un método calc_equation donde estardn implementados todos los pasos necesa-
rios para la obtencion de la matriz elemental asociado con la ecuacién a resolver (equation).
La excepcion serd la evaluacion puntual, que se encontrard en el método eval_equation
implementado en la clase derivada (en este caso Liu) y que recibird como parametro el punto
de Gauss en el cual se debe integrar.

En la Fig. 3 puede verse el esquema general de resolucion de una ecuacion. En este caso se
trata de una ecuacion de Poisson, aunque muchas se pueden ajustar a esta operatoria.

Noétese que la clase que efectivamente implementa las particularidades del elemento (Liu)
deriva los mensajes a la clase Element, en donde fueron realment implementados, con excep-
cion de la integracion en un punto de Gauss (eval_poisson).

4. ESQUEMA GENERAL DE COMPONENTES DEL MODELO

El modelo presentado se relaciona con otros componentes de software para realizar tareas
especificas como la discretizacion del dominio y la resolucidn del sistema de ecuaciones. En la
fig. 4 puede verse como es la conexion entre estos componentes.

Al disefiar el modelo de manera general, es decir, no sujeto al estudio de un dominio en par-
ticular, la descripcion del dominio y su discretizacion estan mas relacionados con pardmetros

1730



m | :Element| | . Boundar |
1.5 Matrig
paresat)  SparseMatrix | }
2 Matrix() -
- Matrix|| \
1
f \

\

\

|

: i
w calc_poisaon(_)i atrix ‘

3! calc_poissont) . M‘btrix

s eval_poisson(gp | GaussPoint) :‘Matrix

every Elemerft |6 AssermbleZD(K_e TMatrix Repeat for

\
\
|
every GaussPoint |
\
\
|
T
\

|
|
|
|
Repeat for | | ... | }| _____ 2 L
|

Fepeat for every | a imposeBC() |
Boundary Conditio+ D
R IR
|

Figura 3: Diagrama esquematico de la resolucién de la ecuacién de Poisson.

de entrada que con la constitucion del modelo mismo. Existen multiples opciones de interfa-
ces gréficas desarrolladas que pueden realizar esta tarea, como por ejemplo GID, desarrollada
por el CIMNE (International Center for Numerical Methods in Engineering). Dentro de nuestro
modelo se implementd una interfaz dentro de la clase Domain para leer desde este sistema
y se crearon estructuras de datos apropiadas para su manipulacion que son independientes del
sistema en que fueron generadas. En el caso de querer generar las especificaciones del domi-
nio mediante otra interfaz gréfica, el sistema no debe modificarse sino que la clase Domain
debera enriquecer su interfaz.

Las operaciones sobre matrices densas se realizan mediante la biblioteca Lapack (Anderson
et al., 1999). Sin embargo, el unico contacto con el sistema es a través de la interfaz implemen-
tada en la clase Matrix. Por lo tanto, en el modelo sélo se utilizan funciones de esta clase

Lapackinterface
Supert tinterface
+ solvel(F : Matrix) : Matrix | - -
+inv() ( ) EVPmodel + solve(F : Matrix) : Matrix
GIDInterface
Lapack + parseFilelfilename : ifstream) ; Domain SuperlU
GID

Figura 4: Diagrama esquemadtico de los componentes del modelo y las interfaces que permiten su conexion.
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abstrayéndose por completo de la forma en la que se llevan a cabo.

En el caso de la matriz de rigidez global, debido al tamafio y a la gran cantidad de valores que
posee se implementa mediante otra clase (SparseMat rix) que brinda métodos orientados a
la representacion de sistemas de ecuaciones de gran tamafio mas que a matrices de propdsito
general. Esta clase brinda una interfaz hacia la biblioteca SuperLU (Demmel et al., 1999), que
permite resolver sistemas lineales con matrices ralas. Los pardmetros de bajo nivel de SuperLU
permiten obtener muy buenos tiempos de resolucion en caso de simetria e incluso almacenar
el resultado de la etapa de preprocesamiento para no volver a realizarlo en caso que se quiera
resolver otro sistema de condiciones muy similares. Esto suele acelerar de forma considerable
los tiempos de resolucion en sistemas transitorios y/o no lineales.

Asimismo, para optimizar el tiempo necesario al ensamblar la matriz de rigidez del sistema se
replica la estructura Harwell-Boeing (Duff et al., 1992) en un buffer cuyo tamafio es parametro
del constructor. De esta manera, se reducen considerablemente la cantidad de movimientos de
memoria necesarios para construir la matriz.

La misma clase da la opcién de almacenar s6lo la mitad de la matriz en caso de ser simétrica,
lo que suele ocurrir en casi todos los problemas resueltos mediante el Método de Elementos
Finitos.

El lenguaje utilizado para la codificacion del modelo propiamente dicho fue C++ estandar
(GCQ). El desarrollo se hizo bajo una conocida distribucion del sistema operativo Linux (Gen-
too) y también fue compilado en otras distribuciones sin inconvenientes. Todo el desarrollo ha
sido realizado con el objetivo dltimo de correr el modelo en un cluster de tipo Beowulf. Ese fue
uno de los factores mas importantes al optar por las bibliotecas de software mencionadas, ya
que tanto Lapack como SuperLU cuentan con versiones para este tipo de configuraciones.

S.  FORMULACIONES ELEMENTALES

Como ejemplo de la flexibilidad del modelo desarrollado, se implementaron dos tipos de
elementos cuadrilateros con caracteristicas muy diversas. En las siguientes secciones se de-
tallan ambas formulaciones elementales, las cuales son implementadas en las clases Liu y
EightNodes (ver secciones 5.1 y 5.2 respectivamente).

5.1. Cuatro nodos con integracion reducida/selectiva

Uno de los elementos implementados fue un elemento cuadrilatero bidimensional de 4 nodos
(NN = 4) propuesto por Liu et al. (1994). Como caracteristicas fundamentales de la formula-
cion elemental se puede sefalar que utiliza la técnica de integracion reducida/selectiva para
evitar el bloqueo volumétrico y de corte, asi como también para disminuir el costo computacio-
nal. A su vez, proponen una aproximacion para el control de los modos de hourglass de manera
tal que el operador de estabilizacién se obtiene simplemente tomando derivadas parciales del
vector de tasa de deformacion generalizado con respecto a las coordenadas naturales.

Las funciones de forma (h) son las usuales para un elemento de 4 nodos. Las coordenadas
espaciales (z), asi como las velocidades (v), son aproximadas por las combinaciones lineales

NN
T = Z ha(T, S)iUm (D
a=1
y
NN
Uy = Z ha(rv S)Uz’a ) (2)
a=1
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donde los subindices i y a representan la dimensién y el nimero de elemento, respectivamente.
La tasa de deformacion se aproxima usualmente por

NN
é(r,s) = Z B, (r, $)va 3)
a=1

donde B, es la matriz gradiente que contiene las derivadas de las funciones de forma.
Si expandimos € en una serie de Taylor centrada en las coordenadas naturales (0,0) del ele-
mento tendremos
é(r,s) = €(0,0) + €,.(0,0)r + €4(0,0)s , 4)

por lo que se puede aproximar como

NN
é(?”, S) = Z Ba(T, S)”a 5 (5)
a=1
donde B
By (r,s) = B,(0,0) + B, ,(0,0)r + B, 5(0,0)s . (6)

Para aliviar el bloqueo volumétrico se utiliza integracion reducida/selectiva (Hughes, 1980).

B, (r, s) se separa en sus partes desviadora y volumétrica

B,(r,s) = B*(0,0) + B (r, s) @)

La parte volumétrica de la matriz se evalia solamente en el punto (0,0) para evitar el bloqueo
volumétrico. Si se expande B tal como en la ecuacién 6, puede reescribirse como

By(r,s) = B,(0,0) + B(0,0)r + BLY(0,0)s (8)

donde B, (0, 0) es la matriz gradiente evaluada en el (0,0) con su parte volumétrica y desviadora.

Mis alla de la formulacion elemental, la cual asegura el alivio del bloqueo volumétrico aun-
que se integre utilizando un punto de Gauss, esto suele no ser suficiente en el caso en que se
quieran detectar con precision frentes de deformacion plastica en problemas elasto-plésticos.
Es por eso que para integrar se utilizan dos puntos de Gauss (Ec. 9):

Punto 1 : ( Punto 2 : ( )

1 1 1 1
+—,+— ——= =] -
5.2. Elemento clasico de ocho nodos

Se sabe que los elementos cuadrildteros de 4 nodos, entre otros, no cumplen la condicién
de Brezzi y Babuschka (Brezzi and Fortin, 1991), necesaria para asegurar la convergencia a la
solucion y/o evitar efectos no deseados como la distribucion checkerboard al calcular la presion.

El segundo elemento implementado fue un elemento cuadrilatero bidimensional de 8 nodos
(NN = 8) clésico. No se consider6 necesario incluir ningtn tipo de operador de estabilizacion
ni control de los modos de hourglass ya que, debido al mayor orden en la interpolacién, la
convergencia estd asegurada.

Las funciones de forma (h) se definen también de forma normal para un elemento de 8
nodos. Tanto las coordenadas espaciales () como las velocidades (v) se aproximan igual que
en el elemento detallado en la seccion anterior (Ec. 1 y 2).
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EffPlasticStrain_tn

Figura 5: Concentracion de la deformacién plastica provocada por la compresién en presencia de un punto de
debilidad.

La tasa de deformacion se aproxima de la forma estandar por la ecuacion 3, donde B, es la
matriz gradiente que contiene las derivadas de las funciones de forma. A diferencia del elemento
anterior, no se hace ningin desarrollo de Taylor y estd evaluada de forma total en los puntos de
Gauss usados para integrar.

Los puntos de Gauss en los que se integra y sus pesos son los indicados teéricamente (Bathe,
1996) para funciones de interpolacién de segundo orden.

6. RESULTADOS

Una vez que el modelo fue concluido se corrieron los casos de prueba que se detallan a
continuacion para validar los distintos tipos de comportamiento. En principio todos los tests
fueron corridos con elementos de 8 nodos, debido a sus propiedades de convergencia.

6.1. Concentracion de la deformacion plastica

Se modela un sélido elasto-plastico al que se le aplican condiciones de borde de desplaza-
miento con el borde superior libre de tensiones. El proceso de concentracion de la deformacion
es inducido por la inclusiéon de material débil con un mddulo de corte dos 6rdenes de magnitud
menor en la parte central del borde inferior.

Puede verse en la figura 5 que la deformacion pléstica efectiva se concentra en dos fallas con
un ancho del orden del tamaio del elemento, resultando en la separacién en tres bloques rigidos.
Esto se logra incluso ante una aproximacion estindar de Von Mises y sin utilizar mecanismos
de strain softening. Las caracteristicas de los materiales se muestran en la tabla 2.

6.2. Inestabilidad de Rayleigh-Taylor

Consiste en dos fluidos viscosos con diferentes densidades ubicados en un recipiente cerrado
de altura igual a la unidad y con un ancho de 0.9142. El estado inicial es inestable debido a que
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Figura 6: Validacion de comportamiento viscoso en el test de Rayleigh-Taylor segin los parametros propuestos

por van Keken et al. (1997)
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Caracteristica Material 1 | Material 2
Densidad 1 1
Viscosidad 00 %)
Elastic Bulk modulus 1000 1000
Elastic Shear modulus 90 0.9
go 1.3 1.3
Gravedad 1 1

Tabla 2: Caracteristicas de los dos materiales del caso de prueba de comportamiento pléstico.

el fluido que se encuentra en la parte superior es el mas denso, lo que provoca el comienzo de
la conveccion. Las caracteristicas de ambos fluidos pueden verse en la tabla 3.

La frontera entre ambos tipos de fluido se mantiene bien definida a lo largo de toda la simu-
lacién y no ocurre ningun tipo de difusion numérica. La evolucion completa puede observarse
en la figura 6.

6.3. Viga empotrada

Para validar el comportamiento eldstico se corrieron varios casos de prueba de vigas empo-
tradas sometidas a distintas condiciones. S6lo mostramos uno de los resultados en la figura 7,
donde aparece la solucidn, tanto analitica como numérica.

6.4. Mediciones de eficiencia

Consideramos en este trabajo dos formas de medir la eficiencia del modelo presentado. En
primer lugar presentamos algunas mediciones para ver qué porcentaje del tiempo total estd in-
virtiéndose en cada etapa y qué tiempo toma la resolucion para distintas cantidades de grados
de libertad.

Sin embargo, consideramos muy importante otro indicador de eficiencia que estd mas rela-
cionado con el buen disefio del modelo en todos los aspectos descriptos. Decidimos contabilizar
el costo extra (en lineas de c6digo) de agregar la resolucion de las distintas ecuaciones al modelo
o de cambiar por completo el elemento que se utiliza para resolver las ecuaciones.

6.4.1. Mediciones de tiempos

Para la medicion de tiempos de ejecucion se corri6 el test de viscosidad de Rayleigh-Taylor
con el elemento cuadrildtero propuesto por Liu et al. (1994) y explicado en la seccién 5.1.
Las simulaciones fueron ejecutadas en una laptop con procesador Intel Pentium Dual Core

Caracteristica Fluido 1 | Fluido 2
Densidad 1.3 1.0
Viscosidad 1 1
Elastic Bulk modulus 1000 1000
Elastic Shear modulus 1000 1000
(o) (0. 9] o0
Gravedad 1 1
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Figura 7: Ejemplo de uno de los casos de test que valida el comportamiento elastico.

de 1.6 GHz y 800 MB de memoria RAM. El sistema operativo es una version de Gentoo y al
momento de la ejecucion de las simulaciones no se ejecutaban otras tareas que interfirieran. Los
tiempos de corrida segtn el tamafio del problema pueden verse en la tabla 4, mientras que en
la tabla 5 se pueden observar los mismos tiempos pero expresados como porcentaje del total
consumido por una iteracion.

6.4.2. Medidas de escalabilidad de funcionalidad

La flexibilidad, modularizacion y generalidad en el disefio del sistema han permitido que
varios tipos de problemas puedan resolverse reutilizando casi la totalidad del sistema y codifi-
cando sélo las particularidades del nuevo problema a resolver.

En la tabla 6 pueden verse los problemas implementados hasta el momento, el tipo de ecua-
ciones en el que est4n basados y la cantidad de lineas de cédigo extra' que se necesitaron para
implementar la resolucién. Esta claro que la implementacion en el caso de un nuevo problema

'Se calcula como el porcentaje de incremento del total de lineas de cédigo del modelo bdsico presentado.

Grados de libertad | Ensamble | Condiciones de Borde | Resolucién | Total Iteracion

2000 0,14 0,08 0,03 0,25
20000 1,84 2,63 1,21 5,68
30000 2,84 4,88 2,04 9,76
40000 3,69 7,68 3,64 15,01
50000 4,71 10,59 5,01 20,31
60000 5,66 14,51 7,15 27,32
100000 9,29 31,73 15,77 56,79

Tabla 4: Tiempo en segundos que insume cada etapa para la ejecucion de una iteracion
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Grados de libertad | Ensamble | Condiciones de Borde | Resolucion

2000 56,00 % 32,00 % 12,00 %
20000 32,39 % 46,30 % 21,30 %
30000 29,10 % 50,00 % 20,90 %
40000 24,58 % 51,17 % 24,25 %
50000 23,19 % 52,14 % 24,67 %
60000 20,72 % 53,11 % 26,17 %
100000 16,36 % 55,87 % 27,77 %

Tabla 5: Porcentaje del tiempo total que insume cada etapa.

implica un costo muy bajo debido a la generalidad y modularizacion del disefio que favorece la
reutilizacion de cédigo.

Tal como se mencioné en la seccidn anterior, son bien conocidas las propiedades en cuanto
a convergencia de los elementos cuadrildteros de 8 6 9 nodos (Brezzi and Fortin, 1991). La-
mentablemente, los cdlculos con elementos de tantos nodos tienen su contraparte en cuanto al
costo computacional de la resolucién. Para problemas de tamano acotado pueden utilizarse. Sin
embargo, podrian ser inviables al momento de refinar la solucién encontrada.

En el caso en que una nueva formulaciéon a un problema quiera ser testeada puede pasar
que un experimento fallido se deba al elemento utilizado y no a la formulaciéon misma. Por
ejemplo, si por cuestiones de costo computacional se decide utilizar un elemento de 4 nodos, la
convergencia ante ciertas condiciones no estd asegurada.

En nuestro caso particular, se deseaba validar una formulacién para problemas de defor-
macién geoldgica a escala continental que incluia comportamiento eldstico, plastico y viscoso
tomando como base los trabajos previos de Babeyko et al. (2002); Sobolev and Babeyko (2005).

Sin embargo, una vez que la formulacion fue validada, era claro que la resolucion de proble-
mas con una gran cantidad de elementos demandaria mucho tiempo de céalculo. Para resolver
esto, se implement6 un elemento de 4 nodos con integracion reducida/selectiva y gradiente uni-
forme (ver seccién 5.1) propuesto por Liu et al. (1994). Las validaciones pudieron ser corridas
nuevamente simplemente cambiando el tipo de elemento con el que se compilaba el cédigo.
Ninguna modificacion se llevé a cabo en el cédigo principal, ya que la clase Element funcio-
na como interfaz hacia las implementaciones elementales.

Los resultados finales fueron idénticos. La gran ventaja de utilizar 4 nodos fue la aceleracion
del tiempo utilizado. La dnica desventaja es que se debié remallar mds veces para solucionar
los pocos efectos de hourglass que aparecieron en el interior del dominio. Si bien, el elemento
de Liu et al. (1994) alivia la aparicion de estos modos, en problemas transitorios estos efectos

Problema Ecuacion Lineas de cédigo extra en
funcién del nimero total

Térmico Poisson 1.36 %

Remallado Laplace 1.13 %

Deformacion de sélidos

elasto-visco-pldsticos (ver Quinteros et al. (2006)) 491 %

Cambio completo de elemento

para las tres ecuaciones 6.94 %

Tabla 6: Problemas resueltos hasta el momento y lineas de cddigo necesarias para implementar la resolucion.
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Figura 8: Estado de la componente desviadora de tensiones y de la malla en dos pasos de tiempo sucesivos, (a)
previo y (b) posterior al remallado

pueden acumularse y crecer a lo largo de los pasos de tiempo. Sin embargo, la aplicacién de
técnicas apropiadas de remallado elimina la acumulacién de errores de estos modos.

Las distintas técnicas de remallado implementadas (Carey and Oden, 1984) y la utilizacién
de particulas marcadoras o Markers (Harlow and Welch, 1965) para transmitir el estado de la
malla distorsionada a la nueva malla fueron indirectamente validadas mediante el caso de prueba
de comportamiento viscoso de Rayleigh-Taylor. En la figura 8 puede observarse el resultado del
remallado de un paso de tiempo al siguiente para este test segin las condiciones propuestas por
van Keken et al. (1997).

7. CONCLUSIONES Y TRABAJOS EN PROGRESO

Se han presentado los resultados del disefio e implementacion de un modelo de Elementos
Finitos que brinda un marco general para la resolucion de distintos tipos de problemas. Su
disefio modular y el uso de abstracciones apropiadas dan una amplia flexibilidad en cuanto al
tipo de elemento utilizado para la resolucién y permite reutilizar grandes porciones de cédigo
que fueron validadas, brindando asi mayor confiabilidad en la resolucién de problemas cuya
solucién analitica no es conocida.

En la actualidad, se esta enriqueciendo el sistema mediante la implementacion de elementos
espectrales (Patera, 1984; Karniadakis et al., 1985) y elementos que permitan la condensacion
de sus nodos internos (ver por ejemplo (Henderson and Karniadakis, 1995)).

En cuanto a los problemas resueltos mediante este framework, se estd avanzando en la im-
plementacién del método conocido como Kinematic Laplacian Equation desarrollado por Ponta
(2005) para problemas de dindmica de fluidos. Algunos resultados de este método puede verse
en Otero and Ponta (2006).
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