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Resumen. Los sistemas estructurales reales inevitablemente conllevan algin tipo de
imperfeccion geométrica inherente a su fabricacion. La capacidad portante de cierta clase de
estructuras, en particular las l1dminas delgadas, puede ser afectada significativamente por la
presencia de imperfecciones geométricas. De particular interés para este tipo de estructuras
es la variacién de la carga critica de pandeo A con la magnitud de las imperfecciones ¢, lo
gue se conoce como el analisis de la sensibilidad a imperfecciones. La descripcion de la
curva de sensibilidad A-& puede ser hecha en forma paramétrica mediante las relaciones A(t),
&(t). Una eleccidn obvia seria adoptar a la magnitud & como parametro t de la curva de
sensibilidad, pero para ello es necesario que exista la relacion funcional A(g) en todo punto
de la curva y esto no siempre ocurre. En estos casos puede recurrirse a perturbaciones
singulares o utilizar otro parametro para describir la curva.

Las curvas de sensibilidad A-& son la proyeccion de curvas multidimensionales de
sensibilidad que involucran ademas los diferentes grados de libertad del sistema, que
[lamaremos caminos criticos de equilibrio. Para determinar estos caminos en forma
paramétrica se propone en este trabajo utilizar a la longitud de arco del camino como
parametro. Esto asegura siempre la existencia de las relaciones funcionales A(t), &(t) en todo
punto de la curva, por lo que no es necesario hacer ninguna distincion entre perturbaciones
regulares 0 singulares cuando se utilizan aproximaciones asintéticas. Se mostraran los
principales resultados para sensibilidad a imperfecciones de puntos limite y puntos de
bifurcacion simples, tanto asimétricos como simétricos.
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1 INTRODUCCION

La teoria de la estabilidad elastica fue introducida originalmente para sistemas continuos
por Koiter' y numerosos investigadores han contribuido a un desarrollo similar para sistemas
discretos®®. Un punto de especial atencién es el comportamiento estructural ante la presencia
de pequefas imperfecciones en las proximidades de puntos criticos de equilibrio, tales como
puntos limites y de bifurcacion. La sensibilidad a imperfecciones consiste en estudiar la
variacion de la carga critica con la amplitud de la imperfecciones. La descripcion de la curva
de sensibilidad A-¢ puede ser hecha en forma paramétrica mediante las relaciones A(t), (t).
Una eleccion obvia seria adoptar a la magnitud ¢ como pardmetro t de la curva de
sensibilidad, pero para ello es necesario que exista la relacion funcional A(g) en todo punto de
la curva y esto no siempre ocurre. En estos casos puede recurrirse a perturbaciones
singulares” o utilizar otro pardmetro para describir la curva.

La eleccion del parametro utilizado para describir los caminos de equilibrio asume gran
importancia cuando se utilizan desarrollos de Taylor de las relaciones paramétricas, pues una
eleccion inadecuada afecta la convergencia de las series. Se propone en este trabajo utilizar a
la longitud de arco s del camino como parametro, esto asegura la existencia de las relaciones
funcionales A(s), (S) en todo punto del camino y por ende la convergencia de las series.

2 ANALISIS DE SISTEMAS IMPERFECTOS

Consideremos las ecuaciones de equilibrio de un sistema estructural discreto con
imperfecciones

F(u,A,g)=F(u,e)-Ap=0 1)

donde u es un vector de n coordenadas generalizadas, usualmente asociadas con los
desplazamientos de los nodos de la discretizacion, f(u) es un vector de fuerzas internas
generadas por la deformacidn de la estructura, p es un vector de fuerzas externas de referencia
y A es un parametro de control asociado a la magnitud de las cargas. El parametro ¢ esta
asociado a la magnitud de las imperfecciones. Por ejemplo, si tuviéramos una desviacion
geométrica respecto de una configuracion perfecta de referencia, el pardmetro ¢ mide la
magnitud de dicha desviacion.

En los sistemas imperfectos resulta de gran interés analizar la evolucion de los puntos
criticos de equilibrio con el incremento de las imperfecciones, este es, el estudio de la
sensibilidad a las imperfecciones.

Las soluciones de las ecuaciones de equilibrio del sistema imperfecto son una familia de
curvas que definen una superficie de equilibrio en el espacio de coordenadas u, A, . Cada
una de estas curvas tiene asociado un valor fijo de ¢ y las llamaremos caminos imperfectos de
equilibrio. La curva correspondiente a ¢ = 0 es la respuesta del sistema perfecto y la
Ilamaremos camino perfecto de equilibrio. Una familia importante de curvas contenidas en la
superficie de equilibrio son las curvas asociadas a la evolucion de un punto critico con las
imperfecciones que Ilamaremos de caminos criticos de equilibrio (figura 1).

Los caminos criticos de equilibrio se pueden describir parametricamente. Una
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representacion paramétrica natural consiste en emplear al pardmetro de imperfecciones ¢
como parametro del camino critico definiendo relaciones u(e), A(€). La existencia de estas
relaciones funcionales implica que debe existir una relacion univoca, continua y diferenciable
entre las configuraciones imperfectas y el pardmetro . Como en general esto no puede ser
garantizado a-priori es conveniente utilizar una parametrizacion mas generalizada:

u=uf(t) @)
A =A(t)
e=¢(t)
A A camino )
camino critico perfecto _ caminos
imperfectos

Figura 1: Evolucion de un punto critico con imperfecciones.

Asumiendo que las relaciones funcionales u(t), A(t), (t) estan definidas, al menos, en un
intervalo de t, y asumiendo que las ecuaciones de equilibrio F(u,4,g) sean analiticas en las
variables u, A, €, esto implica que en ese intervalo de t las variables u(t), A(t), &(t) son
también funciones analiticas del parametro t y pueden representarse por series de Taylor
como:

u(t) = u +ut + u®? uBe 4 3
NOET AT AL LYt ST
e(t) = e + Mt + g2 4 g3 4

donde hemos indicado al i-ésimo coeficiente de cada serie con un superindice entre
corchetes. Estos coeficientes pueden ser obtenidos a partir de las derivadas paramétricas
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gm = Lo 4)
m! t=0
A ml :ix(m)
m! t=0
glm — 1 £(m
m! =0
y hemos usado la notacion
m =470 (5)

dt™

para indicar la m-ésima derivada con respecto aty m! es el factorial de m

2.1 Aproximacion asintotica de los caminos de equilibrio.

Considere una representacion paramétrica u(t), A(t), e(t) donde el origen t = 0 coincide con
una configuracion equilibrada E del camino critico (ug, Ag, ) que satisface las ecuaciones de
equilibrio (1). Si derivamos sucesivamente estas ecuaciones respecto del parametro t y
evaluamos en t = 0 obtenemos

gt (6)

1 1
FJEUHZZ_FAE»]_FSE
Rl u™=—F | AM-F,| &™M-r™  (m>2)

E

donde F,, F, son las derivadas parciales respecto de las coordenadas generalizadas u; y el
parametro de cargas A, respectivamente. Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones de
equilibrio de m-ésimo orden®.
Los vectores r™ tienen unidades de fuerzas generalizadas y son llamados vectores de
fuerzas residuales imperfectas de m-ésimo orden, siendo r™ =0, y para m>1
pml :if m-p (,:u(p)‘ ulm-Ply E(R gim-ely Fjp)‘ g[m—p]) (m>1) (7)
m ool pl E E E

Definiendo a la matriz de rigidez tangente como
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| OF, OF oF, | (8)
ou, ou,  au,
oF, OF, oF,
K. =F, = ou, oau, ou,
OF, oF,  oF,
| ou, du,  du, |

Asumiendo que las ecuaciones de equilibrio F(u,X\,e) sean analiticas en las variables u,A,e
entonces sobre una trayectoria u(t), A(t), e(t) los elementos Fi;(t) de la matriz de rigidez
tangente son también funciones analiticas del parametro t. Por lo tanto podemos expresar a la
matriz de rigidez tangente en series de Taylor como:

Ko (1) = K+ KBt K2 KBS 4 9)

Donde el primer término de la serie es la matriz de rigidez tangente en la configuracién de
equilibrio E, esto es:
1 (10)
(0] _
KP =—Fl.
Notemos que esta matriz aparece en el lado izquierdo de todas las ecuaciones de equilibrio
de orden m. Ademas, definimos a las matrices de rigidez tangente de m-ésimo orden como

K — 1 e (11)

m! "

E
Si asumimos que el vector de fuerzas de referencia generalizadas p es constante tenemos
F 1|E =—p (12)
FM| —
e =0

Definimos al vector de fuerzas imperfectas de referencia generalizadas q(t) como
q(t) =-F.(t) (13)

Asumiendo que las ecuaciones de equilibrio F(u,A,g) sean analiticas en las variables u,A,e
entonces los elementos de este vector son funciones analiticas del parametro t y se pueden
expresar mediante series de Taylor como:

at) =g + gt +g?t? + gt + ... (14)

Donde el primer término de la serie es el vector de fuerzas imperfectas en la configuracién
de equilibrio E, esto es:
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G = —F (15)

¢lE

y a los siguientes terminos los denominamos vectores de fuerzas imperfectas de m-ésima
orden que valen

m__ L1 em (16)
q - | Fs
m! .
Luego las ecuaciones de equilibrio de m-ésimo orden se pueden escribir como
17
KTyl = 20 4 gWgl (17)
KT ylm) = A 4 glmg ol _ ) (m>1)
siendo los vectores de fuerzas residuales imperfectas de m-ésimo orden
m-1
m— . . (18)
rm =S P (Kpiygtm-p1 _ gIm-eigie1) (m>1)
= m
p=1

Cada uno de los sistemas de ecuaciones (17) poseen n ecuaciones con n+2 incognitas, que
son las n componentes del vector u™, 2™y ¢l™. Por lo tanto, son necesarias dos ecuaciones
adicionales por cada sistema.

Una grupo de ecuaciones adicionales vienen dadas por la eleccion del parametro t del
camino y son llamadas ecuaciones de restriccion paramétrica. Otro grupo de ecuaciones
vienen dadas por algun tipo de restriccion impuesta a la evolucion del camino de equilibrio.
Por ejemplo, si deseamos trazar un camino critico debemos imponer la condicion adicional de
que cada punto del camino sea un punto de equilibrio critico.

2.2 La longitud de arco como parametro.

El pardmetro t es arbitrario, pero es conveniente identificarlo con alguna variable que
asegure la existencia de las relaciones funcionales u(t), A(t), €(t). Un pardmetro que presenta
una ventaja particular respecto de otros es la longitud de arco>®, pues asegura la convergencia
de las series de Taylor para cualquier punto del camino. Para deducir las ecuaciones de
restriccion asociadas a la longitud de arco, consideremos al vector posicion p(t) de una curva
definida por u(t), A(t), &(t):

p() ={Uy (1) U, (1) Us(t) ... At) e® (19)
El vector tangente viene dado por la derivada del vector posicion

o = Z_Ft) :{ul(l) ud y® 0 8(1)}T (20)

Si consideramos un segmento diferencial de curva ds
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ds =[p® |dt (21)

donde|p®| es la norma Euclidiana del vector tangente definida como

Hp(l) H: (u W' yo 4 (A)2 4+ (5(1))2)% (22)

La longitud de arco s de la curva es definida como la distancia medida a lo largo de la
curva

t 23
o0t )
0

Luego la condicion necesaria y suficiente para asegurar que el pardmetro del camino t sea
coincidente con la longitud de arco s, es que el vector tangente sea un vector unitario en todo
punto de la curva, esto es

HP(I)HZ “1=u O 4 (19)? 4 (sW)? —1=0 (24)

Si derivamos sucesivamente esta ecuacion con respecto a t y evaluamos en t=0 obtenemos
las ecuaciones de restriccion paramétricas que definen a la longitud de arco como parametro
del camino que resultan:

-
TLATILI S I R P L L) (25)

donde A*=1, f4=0y

B = Z * p(m— p+1)( [PI" y[m=p+1]  J[P] 4Im-p+1] +g[p]g[m—p+1]) (m>2) (26)

Notemos que existe una relacién biunivoca entre la longitud de arco y las coordenadas de
cada punto del camino. Esto implica que las relaciones funcionales u(s), A(S), &(s) existen en
todo punto de la curva y por lo tanto, para este caso, el radio de convergencia de las series de
Taylor (3) debe ser infinito. Pero si bien, en teoria, la longitud de arco asegura la
convergencia de las series de Taylor, esta convergencia puede ser muy lenta, requiriendo en
algunos casos un gran numero de términos en las series para obtener una representacion
aceptable. Una forma de mejorar la convergencia de las series localmente es mediante una
transformacion lineal de coordenadas definiendo longitudes de arco ponderadas®®. Otra
alternativa consiste en rescribir estas expansiones mediante aproximaciones de Padé’. Por
simplicidad nos limitaremos a utilizar en las deducciones que siguen a la longitud de arco sin
ponderar como parametro.

2.3 Expansiones de Taylor de autovectores criticos.

Un camino critico representa la evolucion de un punto de equilibrio critico sobre la
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superficie de equilibrio. La condicion de punto critico viene dada por la nulidad de algun
autovalor o, de la matriz de rigidez tangente?®. Luego para describir el camino critico
pasante por ese punto debemos imponer la condicién que dicho autovalor permanezca nulo
sobre todo el camino critico.

Asumiendo que las ecuaciones de equilibrio F(u,X\,&) sean analiticas en las variables u,A,e
entonces sobre una trayectoria u(t), A(t), e(t) los elementos F;j(t) de la matriz de rigidez
tangente son funciones analiticas del parametro t. Luego sobre esta trayectoria los autovalores
wi(t) de esta matriz y sus respectivos autovectores &;j(t) deben ser también funciones
analiticas® del parametro t. Luego es posible expresar estos autovalores y autovectores
mediante series de Taylor en el pardmetro t como:

o) = o™ + o™t + 0Pt? + 0Pt + ... (27)
E(t) =& gl el 4 g3 4

Donde los primeros términos de cada serie son el autovalor y su respectivo autovector
evaluados en la configuracion de equilibrio E, esto es:

o =o|_ (28)
(o] _
g =g,
y a los siguientes términos los denominamos autovalores y autovectores de m-ésima orden
1 (29)
o™ = _ = pm
m! e
g - _ il W
m! .

Si la configuracion E coincide con un punto critico donde un autovalor critico w. se anula,
por ese punto critico pasara un camino critico donde el autovalor critico serd siempre nulo.
Esto implica que las componentes de la expansion de Taylor de dicho autovalor (27) deben
ser idénticamente nulas:

o™ =0 (30)
Luego el autovector critico &(t) debe satisfacer la ecuacion de autovalor:

Ko (1), (1) =0 31

Si derivamos sucesivamente esta ecuacion respecto del parametro t y evaluamos ent =0
obtenemos

KT gm — _pim) (m>1) (32)
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Donde los h™ seran llamados vectores de fuerzas criticas de m-ésima orden y valen

him — Zm: K [Pl n-P) (m>1) (33)

p=1

Notemos que la matriz de rigidez tangente es singular en el punto critico, esto implica que
una de las ecuaciones del sistema (32) es combinacion lineal de las otras. Por lo tanto es
necesaria una ecuacion adicional, para ello imponemos la condicion que el autovector critico
E.(t) tenga mddulo unitario para todo t:

&8 =1 (34)

Si derivamos sucesivamente esta ecuacion respecto del parametro t y evaluamos ent =0
obtenemos las siguientes relaciones:

&g =0 (35)

mo 1T
ézé[]:_EZg[P] &_,[ pl (m>1)
p=1

Ademas si premultiplicamos la ecuacion (32) por el autovector critico el lado izquierdo se
anula. Luego por consistencia los vectores de fuerzas criticas deben ser ortogonales con el
autovector critico, esto es:

giht™ =0 (m=>1) (36)

2.4 Descripcion paramétrica de un camino critico.

Para describir un camino critico debemos utilizar las ecuaciones de equilibrio de m-ésimo
orden (17) donde la matriz de rigidez tangente de orden cero esta evaluada en un punto critico
y por lo tanto es singular y ortogonal al autovector critico. Luego, si premultiplicamos por el
autovector critico los lados derechos deben ser ortogonales al autovector critico y obtenemos
las siguientes ecuaciones adicionales:

AWy 4 gle = 0 (37)
Al 4 glme =g (m > 1)

donde
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b _ gT p (38)
16

c=glq

M =glrt™ (m>1)

El coeficiente b define el tipo de punto critico, punto limite si b=0 6 punto de bifurcacion
si b=0. El coeficiente c tiene influencia en la sensibilidad a imperfecciones como veremos
posteriormente.

Definimos los vectores intermedios e, d'™ ortogonales al autovector critico como

K% =" - (£Lg ™). = -k 9
Kyd" =p - (&cp)&. =p—Dbé,
KOG = ™ (gl e = r™ — (A + glMe)E (m>1)
Luego las soluciones de las ecuaciones de equilibrio (17) se pueden expresar como
(40)

ult! = ;Mg +g[”e+a[”§c

ul™ = AMgt 4 gMe — g™ 4 oMg . (m>1)

Notemos que tenemos tres incognitas escalares 4™, &™ o™ por cada vector ul™, luego
necesitamos tres ecuaciones adicionales por cada uno de estos vectores. Una ecuacion
adicional viene dada por las condiciones de ortogonalidad (37) de los lados derechos de las
ecuaciones de equilibrio con el autovector critico. Otra ecuacion adicional es obtenida de las
condiciones de ortogonalidad (36) de los vectores de fuerzas criticas con el autovector critico
que se pueden escribir como

GMA + A +zHA =0 (41)
a™A + AMA, +eMA + DM =0 (m>1)
donde
(42)
Al = (s::.'(l; I:uu |C &C&C
AZ = ‘:E I:uu|(; &'Cd[u
AS = E.)I? Fuu|CE.>Ce+ &E Fug CE.)C
y
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(43)
D = &3 F, [ uME ~ &0 F,, | d g + 2L, U
m-1
D" = —ELF] 0™ + 2. ELFL| uPem )+ 2PELF, | g )
p=
m-1
+ Z f:]pl? ( [m D]& +g[m p]E)c )
p=1
m p-1
+Z (p ( [pq]+g ) (m>2)
p=2 q=1

Notemos que F, es tensor de tercer orden que puede ser representado por una hipermatriz

con tres dimensiones
(44)
OF,
F, ={F”k}={a }
u;ou,

Ademas F, es tensor de segundo orden que puede ser representado por una matriz con dos

dimensiones
Eo_ oF _ oF,
ue oe ou;0¢

Nos resta hallar una ecuacion adicional para que el conjunto A™, ™ of™ quede definido.
Esta ecuacion adicional viene dada por las condiciones de restriccion paramétrica (25).
Substituyendo en estas ecuaciones las soluciones u™ (40) de las ecuaciones de equilibrio
obtenemos:

(45)

Mgt +/1[m][31/1[l] Jrasgtll]+ g[m][as/i[” +a25[”]: B 4 g (46)
donde =0y
a, =1+d"dW (47)
a,=1+e'e
a, =d%e
ﬂ[m] — g gtml (m>1)

Luego las ecuaciones (37), (41) y (46) forman un sistema de ecuaciones lineales que nos
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permiten obtener de manera Gnica a las incognitas 2™, £™, oI™ que definen el camino critico
mediante las ecuaciones (40).

3 SENSIBILIDAD A IMPERFECCIONES DE PUNTOS LIMITES

En un punto limite el coeficiente b es diferente de cero®®. Luego de las ecuaciones (37),
(41) y (46) obtenemos para m=1

] (48)
2 4
P %4- c’a, +a,—2a,bc
QA oM E
b
o = gmM
bA

Luego en un entorno pequefio del punto limite sobre el camino critico podemos asumir que
A(s), (s) varian linealmente con la longitud de arco s.

49
g(s) = ellls (49)
A(s) = Ms
Luego de la primera ecuacion podemos aproximar a la longitud de arco como:
. (50)
S~ ﬁ
y substituyendo en la segunda ecuacion obtenemos:
o . (51)
Ale)r—e=——¢
(e~ Tye=—1

Luego si el coeficiente ¢ es distinto de cero en las proximidades del punto limite la
evolucion de este punto critico es aproximadamente lineal con la magnitud de las
imperfecciones.
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w, € <0 \)\ c/b >0

> >

Figura 2: Evolucion de un punto limite con imperfecciones mayores (c+0).

Utilizando las mismas ecuaciones anteriores para m > 1 obtenemos las componentes de
alto orden del camino critico como:

(52)
i o
£ = | gim i oA (@A, —a A —asWA) +T piml

piml _ ¢ g™
b

o™ :ﬁ[g[ml(c A, b A)— (™A, + b D™)]

Al —

Notemos que si ¢ = 0 de la ecuacion (48) resulta A™ = 0. Luego en un entorno pequefio del
punto limite sobre el camino critico podemos asumir que A(S) varia cuadraticamente con la
longitud de arco s y ¢(s) varian linealmente con s:

#(s) = £ 3)
A(s) = A4s?
Por lo tanto podemos asumir que en las proximidades del punto limite se verifica que:
54)
pl (
1(8) =~ W«ﬁ'z

Luego si el coeficiente ¢ es nulo, en las proximidades del punto limite la evolucién de este
punto critico es aproximadamente cuadratica con la magnitud de las imperfecciones.
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c=0

u &
> >

Figura 3: Evolucion de un punto limite con imperfecciones menores (c=0).

Notemos que para pequefias imperfecciones la variacién de la carga critica con las
imperfecciones es menor cuando ¢=0. Luego las imperfecciones se dicen menores cuando
c=0y se dicen mayores si c#0.

4 SENSIBILIDAD A IMPERFECCIONES DE PUNTOS DE BIFURCACION

En un punto de bifurcacién el coeficiente b es igual a cero®°. En estos puntos se intersectan
dos caminos de equilibrio, un camino que llamaremos fundamental y otro secundario. Estos
caminos se pueden describir paramétricamente a partir del punto critico usando la longitud de
arco>®. La componente del vector tangente del camino fundamental segin las coordenadas
generalizadas se puede expresar como:

55
ul = A0 4 [ 59)
donde para el camino fundamental se asume A = 0.
Luego es posible expresar a las componentes de los caminos critico como:
(56)

ult! = ﬂ[l]gc +}/[l]U[F1] +eMe
ul™ = 77["1](\';C + 7[m]u[é] + glMa _gim (m > 1)

donde
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(57)
ol
i
ﬂ[m]
(m] _
Y= (m>1)
D
g = g — Wy
g™ = g — MW (m>1)
Luego de las ecuaciones (37), (41) y (46) obtenemos para m=1
e (58)
2 %
g =14 D) Zof Al
A4 A4
A
w_ _m A
4 n A,
donde
(59)

T 1
A, =8&cFy, |c gCU[F]

Utilizando las mismas ecuaciones anteriores para m > 1 obtenemos las componentes de
alto orden del camino critico como:

. (60)
C
(ml _ | pIml, ,,Im] b™ ¢, [m]
=t N+ ™ - ——+——(b"™A, +c D)
CA,
yIm = 1 [b[m]Az +cDI™ 4 pimg A.'L]
CA,
donde
¢, =a,y"+a, &M (61)
c,=a M +a, yM+ a, gt
= g’ gtml (m>1)
y con
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_ [ [11y2 2
a, =Ug uF+(ZF) (62)
a; =1l+e'e

T
a, =d yl

Luego en un entorno pequefio del punto de bifurcacion sobre el camino critico podemos
asumir que A(s) varia linealmente con la longitud de arco s y €(S) varian cuadraticamente con
s:

8(5) ~ 8[2]52 (63)

A(s) = Ms

Por lo tanto podemos asumir que en las proximidades del punto de bifurcacion se verifica
que:

y (64)
() = /”t[”(%j
&

Esto implica que en las proximidades del punto de bifurcacion la evolucion de este punto

critico varia aproximadamente con la raiz cuadrada de la magnitud de las imperfecciones, y

suele llamarse ley de la potencia % para la sensibilidad a imperfecciones iniciales"%*.

> >

Figura 4: Evolucion de un punto de bifurcacion asimétrico con imperfecciones.

1,23

Para una bifurcacién simétrica el coeficiente A; se torna nulo resultando

JRES I 3 ) (65)

Luego en un entorno pequefio del punto de bifurcacion simétrica sobre el camino critico

1674



Claudio E. Jouglard

podemos asumir que A(S) varia cuadraticamente con la longitud de arco s y &(s) varia
cubicamente con s:

66
g(s) = glls? (66)

A(s) = A4s?

Por lo tanto podemos asumir que en las proximidades del punto de bifurcacion simétrica se
verifica que:

@ _¢ ’ 0

Esto implica que en las proximidades del punto de bifurcacién simétrica la evolucion de
este punto critico varia aproximadamente con la potencia 2/3 de la magnitud de las
imperfecciones, y suele llamarse ley de la potencia 2/3 para la sensibilidad a imperfecciones
iniciales™ .

A A A A

> -

Figura 5: Evolucion de un punto de bifurcacién simétrica con imperfecciones.

5 CONCLUSIONES

Se han presentado las principales ecuaciones para la determinacién de las curvas de
sensibilidad a imperfecciones en las proximidades de puntos limites y bifurcaciones. Si bien
los resultados obtenidos son bastantes conocidos™??, la novedad radica en la utilizacién de la
longitud de arco como variable paramétrica. Esto elimina el problema de la eleccion adecuada
del parametro del camino®?, pues la longitud arco asegura la convergencia de las expansiones
de Taylor en todos los casos, permitiendo una implementacion computacional automatica del
trazado de curvas sensibilidad A(g), las cuales se podrian obtener en forma explicita utilizando
un proceso de inversion de series, tal como el descrito en la ref. 3.

Ademas se ha partido de las ecuaciones de equilibrio por lo que los resultados son

1675



MECOM 2005 — VIIl Congreso Argentino de Mecanica Computacional

aplicables tanto a sistemas conservativos como no conservativos, pero con una salvedad, que
la matriz de rigidez tangente sea simétrica. Para sistemas conservativos esto siempre se
cumple®®, pero para sistemas no conservativos puede ocurrir que la matriz de rigidez tangente
no sea simétrica. En estos casos es necesario distinguir entre autovectores izquierdos y
derechos para premultiplicar y posmultiplicar la matriz de rigidez tangente. Luego la
extension a sistemas no conservativos generales es bastante simple aunque hay que agregar
ecuaciones adicionales.

En este trabajo solo se consideraron puntos criticos simples, donde solo se anula un dnico
autovalor, pero la metodologia podria extenderse a puntos criticos multiples donde varios
autovalores se anulan simultaneamente.
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