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Resumen.En este trabajo se tratan aspectos vinculados a la formalait2l modelo y resoluon
numérica del problema de optimizar la geoni@tde un recinto en el que se satisface un problema con
valores en la frontera. El problema describe una distrébueistacionaria de temperaturas con condi-
ciones de frontera mixtas del tipo Dirichlet-Neumann. Una parte de la feodetidominio que se desea
disenar esh descripta por una furtm que debe ser determinada.

Si bien el problema es conocido en la literatura, la filasdel modelo que se plantea difiere de las que
se usan habitualmente y a@diasada en una&dnica de aalisis y diséo simulneos conocida en opti-
mizacbn estructural. Esta formuldm se caracteriza por la forma de elegir las variables independientes,
el arglisis de las ecuaciones empleadas y las restricciones resultantes.

Con la finalidad de poner de manifiesto el potencial de la formutadiilizada se presenta la resolti
nunérica del problema discretizado por medio de elementos finitos, para tferallas y aproxima-
ciones de la frontera de dise.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de optimizam de formas pueden ser considerados como problemas de la
optimizacbn estructural donde la geometres de inteé¥s primordial. En general, el objetivo
es mejorar un dig® dado minimizando una furtm objetivo sujeta a ciertas restricciones de
igualdad y desigualdad. En la majeode los casos los planteos resultan ser interdisciptisari
e intervienen la teda de ecuaciones diferenciales, la aproxiraaciunerica de problemas con
valores en la frontera y los@odos de la optimizagn.

En este trabajo, relativo a un proceso de dénsise describe una distribda bidimensional

y estacionaria de temperaturas, que responde a una @cwaderivadas parcialesica, con
condiciones de frontera mixtas del tipo Dirichlet-Neumadna parte de la frontera del do-
minio que es objeto del dide, esh descripta por una curva que debe ser determinada.
Muchos problemas pcticos conducen a encontrar el diseéptimo de un dominio donde
ocurre al@in proceso para el cual es de importancia controlar el eséadoco de un cuer-
po a traes de la influencia de sus fronteras. El diz@le un proceso de esterilizani para
alimentos envasados, el tratamier@mtico de partes malicas, el proceso de vulcanizanide
cauchos, son algunos ejemplos.

Por otra parte, interesantes aplicaciones pueden encsga el campo de ciertos problemas
de frontera libre que pueden reducirse a un problema dé@alégatimo (Grolleau y Humeau
1993 Tiihonen 1997 Haslinger et al.2004).

Si bien el problema es conocido en la literatiBadis y Glowinskj 1975 Haslinger y Makinen
2003, la filosofia del modelo que adse plantea difiere de las que se usan habitualmente y
esh basada en un&dnica conocida en optimizaéci estructural comanalisis y diséo si-
multineos(SAND). Esta estrategia resulta como alternativa adaich forma de trabajar en
el espacio de las variables de dis®(DVS). Ver Haftka (1985; Kirsch y Rozvany(1994),
Sonzogni y Queiza(005. La formulacdn que se usa en este trabajo fue usada exitosamente
por uno de los autores, en un problema de optimiwade dimensionedaciel et al, 2007).

A efectos de resolver nuenicamente el modelo, la ecuanide estado es aproximada mediante
elementos finitos. Por otra parte, utilizando resultadogldetificacbn con un dominio fijo,

el problema de optimizagn continuo se transforma en un problema de dinggnBnita sobre

un recinto fijo y, debido a la transformaai del dominio, la ecuagn variacional resulta en un
sistema de ecuaciones no lineales.

Para la resoluéin nunerica del problema se desarflin algoritmo en Matlab sobre la base
de una implementa@h compacta existente deletodo de elementos finitos desarrollada por
Alberty et al. (1999. A efectos de establecer comparaciones y encontrar elhncamas efi-
ciente para la resolu@n nunérica se probaron dos tipos de elementos finitos, cuéerds y
triangulares, dscomo dos tipos de aproximaciones para la frontera desamoompatibles
con los elementos elegidos, lineales a trozos y polinomiasl@aticos de BezierKarin 2002
Hollig, 2003.

Este trabajo eétorganizado de la siguiente manera. En la $&c2ise describe el problema.
La formulacbn variacional y la transformami del dominio variable a un dominio fijo ést
detalladas en la se@ri 3. En la secéin 4 se muestra la discretizéani utilizada y en la sec-
cion 5 se describe la formuladi final del problema de optimizaxri. Resultados nuamicos
son presentados en la séotb. Finalmente, algunas conclusiones se expresan ercias&c
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2. EL PROBLEMA

Consideramos un recinfd(a) en el planar,, x2, que puede representarse como uraegt-
lo “curvado”(ver figural).

Q) = {($1752)ER210§I1 < afxg),0 < a9 < 1} 1)
en el cual debe satisfacerse el siguiente problema coregador la frontera

—Au(a) = ¢ Qa),
(PVF) = ag_@ “0 Ty(a) = 99(a) \ T(a), )

W) =0  T(a),

dondel'(«) representa la parte de la frontera del recinto que es obgetiisdio y A es el ope-
rador laplaciano.

Desde el punto de vistasico, el (PV F) puede ser interpretado como una distribacesta-
cionaria de temperaturas en el recif@v), en el cual existe una fuente de calor constante. El
recinto, isotbpico y homog@neo, est aislado sobre la frontela y debe ser enfriado sobre la
frontera de dis@oI'(«).
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Figura 1: Dominio desconocido(a(x2))

A efectos de plantear el problema como un problema de oebiz se define una funcional
de costa/(u(«)) que debe ser minimizada sobre el domifli@y)

Hata) = [ ulada 3)
Q(a)
dondeu(a) es la soludn de(PV F'). Condiciones adicionales son incorporadas a efectos de

asegurar la factibilidad y existencia de soluciones ddblproa de optimizaéin.
Por una parte, drea total del recinto debe mantenerse constante

/1 axg)dry = cs. (4)
0

Respecto de la forma de la curugz,), se requiere que pertenezca al conjunto de funciones
continuas eno, 1] y que sus coordenadas se encuentren comprendidas en ¢a fran;

0 < am < a(xe) < ap. (5)
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Como elarea del recinto es constante y la frontera éstalmente aislada con excepeide la
parte que se digi&, donde la temperatura tiene que ser cer@niaa manera de enfriar esta
frontera es aumentando su longitud. Por ese motivo debgarprse oscilaciones bruscas de la
curva y una forma de que esto se cumpla es exigir que ladoreiser determinada satisfaga
una condiddbn de Lipschitz. Esta condimn implica acotar las derivadas de la funtiv(z,),
esto e% da(z,)
T2

Todas estas condiciones definen el conjunto admisible dwoiuesa para el problema

=~ C3.

1
S = {a c C™([0,1]) : 0 < ap < afx2) < aM,/ a(xg)dry = ¢, || < c3, } . (6)
0
De este modo el problema de optimizatipuede escribirse como

Hallar o* € S tal que

uw(a®) = argmin J(u(a)) = argmin /Q( )u(oz)2dA (7)

donde u(a*) resuelve el (PVF).

EnBegis y Glowinski(1975 y enHaslinger y Makinen(2003 se prold que existe soludn
del problema continuo de optimizaci (7) y se presentan ejemplos que muestran que la solu-
cion no edinica. En ambos trabajos se presentan @emitodos nuraricos para resolver los
problemas aproximados que se obtienen discretizandoldigmna continuo. La diferencia entre
esas metodoldgs y la que aduse presenta, se concentran, fundamentalmente, en la&i@oso
del tratamiento de la condim “u(«*) resuelve el (PVF)”.

3. FORMULACI ON VARIACIONAL DEL (PVF)

A efectos de simplificar el (PVF) escribimos su formutacvariacional. Para ello introduci-
mos un espacio de Hilbert de funcioriésc H'(Q2(«)) con

HY(Q(a)) = {v v, g;)i € L(Q)) i= 1,2} , (8)

dondeL? es el espacio de funciones cuadrado integrablésg define como
V(Q(a) ={v:ve H(Qa)), v=0 en I'(a)}. 9)
Multiplicando ambos miembros de la ecuatidiferencial dptica —Au(a) = ¢; por una fun-

cion de test en el espacio que se ha definido y usando el teorema de laelingagen el plano,
se obtiene la formulaén variacional del problemakelsson y Barker2007)

/ VuVodxidrs = / cvdridxy, Yv € V. (20)
Q(a) Q(a)
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3.1. Transformacion a un dominio fijo

A fin de facilitar la resoludn nunérica del problema planteamos la formuéacvariacional
sobre un dominio fijo, para ello se usa la transforaci

- I
l;l(%@) a(z) (11)
To(x1,x2) = Xo.

Es posible entonces, trabajar con un dominio fijo y sena@honuestro caso (ver figuga

Q={(21,5) eR*:0<a, <1, 0<% < 1}. (12)
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Figura 2: Dominio fijof2.

Resulta asdefinido un isomorfismo entre los espacios de funcidngsy” donde

V= {v Loe HY(Q), o(1,50) = 0}. (13)
Sobre estos espacios definimos la sd@oael (PVF) transformado coniptal que
a(fl,.f2> = U(l’l((’fl,fg),l’g(ffl,fQ)). (14)

El determinante Jacobiano de la transforroadce calcula como

Oz, Oy

. 9%, 07 o

J=det| 9 :det(o‘ Tio ):a. (15)
Oz Oz oot
ot 07

Con la finalidad de escribir la formulas variacional transformada calculamos las derivadas
dew en funcbn de las nuevas coordenadas

Ou 1 0u
3x1_oz(9f1
du  da 1 ,_ du

A, T a~  T@®Tig—-
0%2 81’2 (0% a-CL'l

(16)
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Luego, la formuladn variacional {0) resulta

1 ou 1 00 ot 1, 0u 0v 1 ,. 00 .
/ — Q5 —w |+ | == —ari— = — —XTl1 7= adzdTy
a | \adr; o 01, 01y « 01, 01y « 01, (17)

:[clﬁadfldfg, VoeV.
Q

Agrupando convenientemente,lliima ecuadn puede expresarse

/ Ou0vN  (0n o0 (0w 0v  0u v, .
o "\oz 0z, ) TP \om 01, ) T\ 0z, 00y | 0y 00, ) T

(18)
— / a,0di dis, Vo eV,
Q
donde

1 + O/Qflz

ay = )
o

s =, (19)
as = — O/Zfl,
a4 =C1 ().

Como la funcbn objetivo del problema de optimizaci que se ha definido involucra los
valores de la temperatuidz, y) en el dominio original, a efectos de concretar la resoluci
numeérica del problema, la transforméaai del dominio debe ser tenida en cuenta cuando se
evalua la fundn objetivo.

4. DISCRETIZACI ON DEL PROBLEMA

Para la resoluéin nunerica es necesario aproximar el problendaor un problema en
dimensén finita. Para ello se presentan dos formulaciones panticido el dominid? en e-
lementos)® triangulares (tres nodos) y en cuadtéros (cuatro nodos). En estos elementos se
usan funciones de interpoléci lineales y bilineales respectivamente. Dos aproxinmesale la
frontera son consideradas: funciones lineales a trozosgidoes splines de&ier, estailtima
aproximacdn en el caso de elementos triangulares.

4.1. Aproximacion lineal a trozos de la frontera

Una aproximadn lineal a trozos de la frontera fue usada tanto con eleraenémgulares
como cuadriteros.
Dado un enteron positivo yh = 1/m notamos poe; = [(j — 1)h,jh], 7 = 1,...,m, los
intervalos generados sobre el ejey sobre ellos se aproxima el conjunty de funciones
admisiblesy;, para el problema discretizado:

Sh:{aheS, onl,, EIP’l,Vj:L...,m,} (20)
dondeP; es el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 1.

Para generar la malla de cuadtéros se dividi el intervalo|0, 1] en el ejer; enm subinterva-
los. De esta manera, mientras en el recinto transformadotismenn? cuadrihteros regulares,
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en el dominio real resultan trapecios.

Finalmente, en cada franja, 1] x [(j — 1)h, jh], j = 1,...,m, uniendo dos &rtices opuestos
de cada cuaditero, se obtiene una malla 2ie? elementos triangulares.

Una vez descontados los nodos ubicados sobre la frohitedonde la fundn @ debe valer
cero, sobre cualquiera de las dos mallas resuitén + 1) nodos en los cuales la fudei v es
desconocida.

4.2. Aproximacion de la frontera de diséio por splines de Bezier

La segunda alternativa elegida como aproxirbadle la frontera es por medio de funciones
spline cuadaticas de Bzier. Estas funciones tienen la particularidad de queipatmantener
la continuidad de la curva y su derivada, de manera que puagdaplirse las restricciones
impuestas sobre(z,).
Una curva de Bzier de gradm, « : [0,1] — R puede ser definida en forma ebqita de la
siguiente forma

o(t) =Y a;B{(t), a; €R, (21)
j=0
donde cadeBi(”), 1 =0,...,n denota un polinomio de BernsteiHgllig, 2003 definido por

B™(t) = < 7;‘ )ti(l — )" te[0,1]. (22)

Los puntoS«;,j/n) € R, j =0,...,n, son los puntos de control de la curvy definen una
poligonal que es interpolada por la curva en sus puntosinydinal y tal que la curva resulta
tangente a los segmentes — ag Y o, — a1

De esta manera;,j = 0,...,n pueden ser adoptadas como las variables discretas d®dise
para la curva.

La derivaday/'(t) es

i
L

o/ (t) =n> (aj — o) BV (1), (23)

J

<.
Il
o

Debido a una de las propiedades de los polinomios de Bernstein
S By =1 vielo], (24)
=0

para satisfacer la condan |/ (t)| < L, es suficiente acotar la diferencia entre dos coeficientes
consecutivosga, 1 — a;| < Lo/n.

A efectos de concretar la discretizacj en cada uno de los interval@g — 1)h, (j + 1)h],
j=1,...,m—1, se ubican tres puntos de control para cada subarco de wzeotiadatica de
Bézier. La condidn de continuidad de la curva y su derivada en los puntos @ardis de los
subarcos, impone: + 1 variables de dide que corresponden a puntos deligoho de control

y a los puntos de la curva correspondientes & 0y 7, = 1.

4.3. Discretizacon del problema de estado

Con la discretiza@n descripta, el problema variacionaB| puede ser aproximado reem-
plazando el dominié) por otro que consiste de una colgotde elementos finitos y urumero
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total deN nodos. Se define entonces, un subespétideV de dimengn finita N construyen-
do un apropiado conjunto de funciones de base glolgles= 1,..., N, tal que la fun@dna
es aproximada por

(21, T2) Zuqﬁ 1, T2), (25)

donde es el valor dei en el j€simo nodc(xl, 75) del elemento y las funciones de interpo-
lacion de Lagrange tienen la propiedad

7 (L1, T2;) = 0yj. (26)

La forma espédica de las funciones$ se deriva de la manera habitual para elementos triangu-
lares y rectangulares.

Sustituyendo la aproximam de elementos finito2%) parau en la formulacdn cebil (18) para

un elementd) obtenemos

~ N ~ N
05 X 99,
%a;%m>

Del mismo modo es posible sustituir lagitas funciones de testen latltima formulacon,
simplificar €rminos y arribar finalmente a un sistema de ecuaciones denteaf

(27)

de‘ldIQ [ a46d[f1df2.

N
> Kyiy=F, i=1,...,N, (28)
=1

dondek;; son los elementos de la matriz de rigidez del problenfa las componentes del
vector de carga.

4.4. Discretizacon de la funcion de costo

La funcion de costo/(u(«)) debe ser transformada del mismo modo que el problema de
estado para referirla al dominio fijo, esto es

J(i(a)) = /Q () 2adddy. (29)

Una aproximadn natural de esta fur@n sobre el dominio formado por la colegoide ele-
mentos cuadrdteros es
N

J(a(a)) ~ — Z ' (30)

=1

dondeP’ representa al nodpen el elemento finita y 73/ es el punto medio en cada intervalo
(5 — 1)h jhl,7=1,...,men el ejers.
En el caso de elementos triangulares seligi

Tl ~ S @) S (P, 3

i=1 j=1
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5. FORMULACI ON DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACI ON

Una vez realizada la discretizaai del recinto y del problema de estado, estamos en condi-
ciones de formular una vetsi discretizada del problema de optimiZac(7).
Pueden ser identificadas dos tipos de variables: las vesiad disBo propiamente dichas y
las variables de estado. Las variables defdisse corresponden con la frontera del dominio y
son los puntos de control, en el caso que la discretimase haga por medio de las funciones
de Bezier, o las coordenadas correspondientes a la variable < 7, < 1, si se trata de la
frontera lineal a trozos. Por otro lado, las variables dadeste corresponden con los valores
de la temperatura en los nodos de la malla de elementos finitos.
En un chsico algoritmo de optimiza@n de formas, para resolver el problema, se genera una
malla de elementos finitos, se evaluan las variables deaestdite esa malla para una confi-
guracbn inicial y se resuelve el problema de optimizacpara obtener un nuevo conjunto de
variables de dig® y una nueva forma de la estructura. Estos pasos se repgéndicanzar la
convergencia. En cada iteréaoi la optimizaddn se realiza@o sobre las variables de dise
Se obtiene un esquema anidado donde repetidamente, paraargdnto de valores de prueba
de las variables de diBe debe calcularse la respuesta del sistema. Se requiead#s de la
ecuaobn de estado adjunta que debe ser aproximada con los misemosrebs finitos.
Durante mucho tiempo este fuelalico camino para resolver este tipo de problemasgxgo
se ha basado en el desarrollo detados diferenciales para resolver las ecuaciones deoestad
En losUltimos dios, con el creciente desarrollo de lostodos de optimizaén, especialmente
en lo que concierne a la aplicabilidad para problemas com igrmero de restricciones y de
variables, pueden permitirse formulaciones siamgdias que dan lugar a sistemas de gran porte.
En el vocabulario de la optimizawi estructural, esta forma se corresponde con los llamados
métodos que trabajan enedpacio de las variables de dis®(DVS).
En este trabajo estamos proponiendo una formaitediferente, que se aplica en optimiZaci
estructural y es conocida conapalisis y diséo simulaneos(SAND). Las ecuaciones que se
plantean al discretizar el problema de estado se incorpmmano restricciones de igualdad en
el problema de optimiza@n y la optimizaddbn se realiza sobre el conjunto de las variables de
diséio ampliado con las variables de estado. En estos casos nmebagidad de resolver las
ecuaciones de estado en cada iténagia que ellas son resueltas junto con las variables de
diseho en el proceso de optimizaaci.
Referencias sobre las dos estrategias aplicadas a proldenoasimizadbn estructural pueden
encontrarse eHaftka(1989; Kirsch y Rozvany(1994); Sonzogni y Queiza(005.
De esta manera resulta un problema de optimizacio lineal con restricciones de igualdad,
desigualdad y cotas sobre las variables

min  J(i(a)) (32)
s.a Ku=F
Az =7,
Ex <,

El sistema no lineak'az = F' resulta de la aproximaan por elementos finitos. La matriZ es
la matriz de rigidez, de orden(m + 1). Los elementos d& estn afectados por el Jacobiano
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de la transformadin, que depende de la ubicacide las coordenadas de la frontEfa), por lo
tanto, este sistema es no lineal, ya que contiene produtti@s\variables de dig® y de estado.
En total se tienem(m + 1) variables del problema de estadewy+ 1 variables de dis®.

Las restricciones de igualdatiz = v contienen la imposiéin de mantener un recinto deea
constante y en el caso de la aproxindecde la frontera por las splines dé®Ber, lasn /2 — 1
condiciones de continuidad de las pendientes por ensarals dubarcos.

En Ex < b estn contenidas las condiciones para la froniéfa), 2m restricciones corres-
ponden a las cotas sobre las pendientes y en el caso de lasssgé Bzier se agregam
restricciones al acotar las pendientes en los puntos medioada subarco.

6. RESOLUCION NUMERICA

Para la resoluéin nunerica del problema se desarmlin @digo en Matlab. EI programa
fue elaborado sobre la base de una implemebteampacta existente debtodo de elementos
finitos, realizado poAlberty et al.(1999 y combinado con la subrutifan ncon del toolbox
de Optimizaddn de Matlab para resolver el problema concreto de optinoma&l cdigo re-
sulta ser estructurado y de manera sencilla puede ser usaidocon malla de cuadaileros
como con elementos triangulares y con las dos aproximaziprmpuestas para la frontera de
diséio. Asimismo, puede seacilmente modificado para diferentes condiciones en lddran
La subrutina de optimiza@h usada combina unéadnica de programamh cuadatica secuen-
cial con una estrategia de globalizatide lisqueda lineal que permite obtener tanto factibili-
dad como optimalidad. Esta subrutina fue convenientensatdptada de modo de permitir en
cada iterad@n la actualizad@in de la malla y de las correspondientes restricciones ralés de
igualdad provenientes de la aproxin@tipor elementos finitos.

A efectos de comparar los resultados obtenidos con otregeaxes en la literatura, en los expe-
rimentos nuraricos se usaron dos configuraciones iniciales para etoetina forma siratrica
definida por

_ Jdeta+cp—e si 0<e<1/2
an(2) = { ap(l—d2)  si 1/2<e<], (33)
y una configuradn inicial trapezoidal dada por
ap(T2) = 2€xy + 5 — €. (34)

Para ambas configuraciones iniciales se han usado losrdigsiiéalores de los pametros del
problemac; = 10, ¢ =0.75,¢3 = 1, m = 20, o, =0.5 yay, = 1. El valor dee se tond igual

a 0.1 ya que la experimentaci nunerica mostb que valores muy peqiies de este pametro
implican un aumento significativo en la cantidad de itenaesonecesarias para resolver el pro-
blema de optimizadin, sin que ello implique una mejora significativa en el valeda funcon
objetivo o en el dis&o 6ptimo del dominio.

La performance de las distintas discretizaciones y lasxapexiones utilizadas para la frontera
estin comparadas en las tabthy 2 y en la figura3. En las tablas se comparan los valores
obtenidos para las distintas discretizaciones del doryidi® su frontera. El valor de la furgm
objetivo en el minimizador e$(u*), la cantidad de iteraciones que reallia estrategia de opti-
mizacbn hasta alcanzar éptimo esiter y fevals es la cantidad de evaluaciones de funciones.
Claramente, se observa que cuando se parte de un recint giiggtrico, la convergencia se
alcanza en menorimero de iteraciones utilizando una malla de elementosguiares, con
aproximacbn lineal a trozos de la frontera, mientras que cuando la ganaftdn inicial es
asinetrica, los mejores resultados se obtienen aproximandoiera por splines cuaaticas
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de Bezier.
En la figura3 se presentan los valores inicial y final de la fumcde costo para las distintas
mallas planteadas y se pone de manifiestaiglero de iteraciones que toma cada una de ellas.

¥ 4 3.2r

Jo) * J(@)
2.6r il
’ Dominio Inicial ’ Dominio Inicial
Simétrico 28 Trapezoidal
24r
260 ¥
. X
221 *
24 ¥
+ x x
.+
2 2.2, ' + Xxy
x
x + .+++++X xxxxxXxxx
18+ ot 2F x
« + Tt oL,
X i . . . . 1.8 te e e
1.6- x o+ o+ 4+ .
* iter iter

Figura 3: Variaocbn de la funddbn de costo respecto delimero de iteraciones con elementos triangulargs (
cuadribteros () y splines Bzier ().

| Elementos | Aprox. front. | J(u*) | iter | fevals |
Cuadribteros Lineal 1.79847, 25 | 11518
Triangulos Lineal 2.1246 | 28 | 12403
Triangulos | Splines Bezier| 2.07393| 16 | 7087

Las formas obtenidas para los domin@stimos son comparables a las que se obtienen con
las estrategias @&bicas que pueden ser consultadas en la literatura. En leadiy 5, 6 se
muestran las configuraciones que alcanza el dondipiiono y la funcén de estada partiendo
con un dominio inicial siratrico. En las figura3, 8, 9 se presentan los mismos resultados para
el caso del dominio inicial trapezoidal.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un modelo para optimizaegbdie un dominio donde se
satisface un problema con valores en la frontera relativo groceso de difuéin. A efectos de
resolver nuréricamente el modelo, el problema de optimidactontinuo fue transformado en
un problema de dimer finita sobre un recinto fijo.

El problema de optimizaén no lineal ha sido resuelto mediante la implemegitaein Matlab
de un algoritmo dis&ado sobre la base de uadigo existente estructurado y sencillo de ele-
mentos finitos.

| Elementos | Aprox. front. | J(u*) | iter | fevals |
Cuadrikteros Lineal 1.63991| 11 | 4872
Triangulos Lineal 1.55864| 8 3543
Triangulos | Splines Bezier| 1.60192| 12 | 5315

Tabla 2: Dominio inicial siratrico.
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La formulacbn del problema de optimizam sigue una estrategia conocida coamalisis y
diséio simulneospor la cual las ecuaciones que resultan al discretizar élgma de estado

se incorporan como restricciones de igualdad en el probtenegtimizacdn y la optimizacdn

se realiza sobre el conjunto de las variables defidisenpliado con las variables de estado.
Una de las principales ventajas de esta formola@s que permite usar cualquier algoritmo
disponible de programami no lineal. Las formas obtenidas para los domiriipsmos son
comparables a las que se obtienen con las estrategiisas que pueden ser consultadas en la
literatura.
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Figura 4: Dominio inicial simdtrico, elementos cuadaileros.
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Figura 5: Dominio inicial siratrico, elementos triangulares.
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Figura 6: Dominio inicial sirgtrico, elementos triangulares y aproxintacsplines Bzier.
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Figura 7: Dominio inicial trapezoidal, elementos cuaatgtos.
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Figura 8: Dominio inicial trapezoidal, elementos triarayek.
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Figura 9: Dominio inicial trapezoidal, elementos triarayek y aproximadin splines Bzier.
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