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Resumen. Se estudia un problema de frontera libre del tipo Stefan a dos fases para un cuerpo semi-
infinito: hallar la temperatura de la fase líquida h2(x,t) en el dominio (0<x<s(t), t>0), la temperatura de 
la fase sólida h1(x,t) en el dominio (x>s(t), t>0), y la frontera libre x=s(t), que separa ambas fases que 
se encuentra a la temperatura de cambio de fase Tf. Se considera un flujo constante q2 en la frontera 
fija x=0, y un flujo constante q1 en el infinito. Además se supone una condición de temperatura inicial 
lineal en la variable x para la fase sólida inicial y se considera un calor latente de fusión que es una 
función lineal de la posición.  
En este trabajo se determina la solución exacta de dicho problema de frontera libre y se hallan las 
condiciones necesarias y suficientes sobre los datos y parámetros físicos a los efectos de obtener la 
solución explícita de tipo de similaridad. Se generaliza al caso de dos fases el problema planteado a 
una fase en el trabajo (Voller, Swenson y Paola, Int. J. Heat Mass Transfer, 40 (2004), 5387-5390). 
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1 INTRODUCCIÓN  

Los problemas de cambio de fase aparecen frecuentemente en los procesos industriales y 
en otros problemas de interés tecnológico (Alexiades y Solomon, 1983; Crank, 1984; 
Lunardini, 1991). Una extensa bibliografía sobre problemas de frontera libre para la ecuación 
del calor-difusión fue dada en (Tarzia, 2000). 

Se estudia un problema de frontera libre para la ecuación del calor, en particular un 
proceso de conducción de calor con cambio de fase, como por ejemplo de fase sólida a fase 
líquida (problema de fusión). Dichos procesos se conocen en la literatura como problemas de 
frontera libre de tipo Stefan. En general, en el problema de Stefan a una fase se trata de hallar 
dos funciones: x=s(t), la frontera libre, y h(x,t) que representa la temperatura de la fase líquida 
de un material que inicialmente se encontraba en la fase sólida a la temperatura de fusión. 
Tales funciones deben satisfacer las siguientes ecuaciones y condiciones: 

 0)),(,0( si    , ),(),( >∀∈= ttsxtxhtxh xxt ν  (1) 

 0                0)),(( >∀= tttsh  (2) 

 0                   ),0( >∀= tTth  (3) 

 0                       0)0( >∀= ts  (4) 

 0     )()),(( >∀′−= ttsttshk x λρ  (5) 

donde ν  es el coeficiente de difusión, T es la temperatura constante en el borde fijo, k es la 
conductividad térmica, ρ es la densidad de masa , λ es el calor latente de fusión por unidad de 
masa; todos los coeficientes son constantes positivas. Por otro lado, s´(t) representa la 
velocidad de la frontera libre. 

El movimiento de las costas marítimas se puede modelar a través de un problema de Stefan 
a una fase modificado, como aparece descripto en el trabajo de Voller, Swenson y Paola,  
2004. En dicho trabajo se estudió el siguiente problema, análogo al problema clásico de 
Stefan de una fase, pero con algunas modificaciones: en lugar de la condición de Dirichlet (3) 
se impone la condición qthk x −=),0( de flujo constante en la frontera fija x=0 del cuerpo 
semi-infinito. La otra diferencia es que en la condición de Stefan (5), el término del calor 
latente no es constante sino que resulta ser una función lineal de la posición, es decir: 

)()()),(( tststtshk x ′−= ρ . 
En el presente trabajo se plantea un problema similar al de Voller, Swenson y Paola,  2004: 

un problema de Stefan a dos fases, es decir que se trata de hallar tres funciones: la frontera 
libre y las dos temperaturas de las fases líquida y sólida respectivamente. El término del calor 
latente es, como en el problema anterior, una función lineal de la posición. Se plantea también 
un flujo constante en la frontera fija x=0, y se considera un flujo constante en el infinito, es 
decir: 11 ),( qthk x −=+∞ . Además se supone una condición de temperatura inicial lineal en la 
variable x. Se propone determinar la solución explícita. Para ello se da la modelización 
matemática y se encuentra la solución exacta de dicho problema de frontera libre hallándose 
las condiciones necesarias y suficientes sobre los datos y parámetros físicos del sistema a los 
efectos de obtener la solución explícita de tipo de similaridad. Se generaliza al caso de dos 
fases el problema planteado a una fase en el trabajo (Voller, Swenson y Paola,  2004). 
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2 PLANTEO DEL PROBLEMA 

Se describe primero el problema de Stefan a dos fases clásico. Se considera un material 
semi-infinito que se encuentra inicialmente en estado sólido, a una temperatura Ti, con Ti<Tf , 
donde Tf  es la temperatura de cambio de fase. El borde fijo x=0 se calienta a una temperatura 
T0, con T0>Tf . Para cada t positivo existirá un valor en la frontera libre x=s(t) que separará la 
fase líquida, representada en el intervalo (0,s(t)), y la fase sólida, representada por el intervalo 
(s(t),+∞). Sea T1(x,t) la temperatura de la fase sólida en el punto x del material y en el tiempo 
t, y sea T2(x,t) la temperatura de la fase líquida, en el punto x y en el tiempo t . Se tiene que 
T1(x,t) y T2(x,t) deben verificar las ecuaciones de conducción del calor en los intervalos 
(s(t),+∞), (0,s(t)) respectivamente, es decir: 

( )
( ) .0,),( para       0),(),(

.0,)(,0 para       0),(),(

1111

2222

>+∞∈=−

>∈=−

ttsxtxTktxTc
ttsxtxTktxTc

xxt

xxt

ρ
ρ

 
donde ρ ,c, k son constantes y representan la densidad de masa, común en ambas fases, el 
calor específico y la conductividad térmica respectivamente. La temperatura del borde fijo 
x=0, y de la frontera libre x=s(t) deben ser constantemente T0 y Tf  respectivamente, es decir, 
T2(0,t)=T0 , T1(s(t),t)=Tf , T2(s(t),t)=Tf , para todo instante de tiempo. Además se debe 
verificar la condición de Stefan, es decir que la diferencia de los flujos de calor que 
atraviesan, en un instante de tiempo, la frontera libre x=s(t) es igual a la cantidad de calor 
necesaria para fundir a la porción de sólido durante dicho lapso de tiempo. Es decir, 

.0  todopara      )()),(()),(( 2211 >′=− ttsttsTkttsTk xx ρλ  
donde λ es el calor latente de fusión por unidad de masa. Como el material estaba inicialmente 
a temperatura Ti en su fase sólida entonces se tienen las siguientes condiciones: T1(0,t)=T0 , 
s(0)=0. Este problema se resuelve explícitamente utilizando el método de semejanza y su 
solución exacta es conocida como solución de Neumann (Alexiades y Solomon, 1983; 
Lunardini, 1991; Tarzia, 1984). 

En este trabajo se considera el siguiente problema de frontera libre de tipo Stefan para un 
material unidimensional, isótropo, homogéneo y semi-infinito: Dadas las constantes positivas 

212121 ,,,,,, kkqq γνν  se desea hallar las temperaturas h1(x,t), h2(x,t) y la frontera libre s(t) tal 
que se verifiquen las condiciones (6)-(12), a saber: 

 ( ) 0 , ),(  si , ),( ),( 111 >∀+∞∈= ttsxtxhtxh xxt ν  (6) 

 ( ) 0 , )(,0  si , ),( ),( 222 >∀∈= ttsxtxhtxh xxt ν  (7) 

 0 , 0)),((1 >∀= tttsh  (8) 

 0 , 0)),((2 >∀= tttsh  (9) 

 0 , ),0( 222 >∀−= tqthk x  (10) 

   0)0( =s  (11) 

 0 , )()( )),(( )),(( 2211 >∀′=− ttststtshkttshk xx γ  (12) 

 0 , ),(  111 >∀−=+∞ tqthk x  (13) 
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 ( )+∞∈∀−=
+→

,0  , ),(lím
1

1
1

0t
xx

k
qtxh . (14) 

Se pretende hallar las condiciones necesarias y suficientes sobre las constantes y 
parámetros físicos del problema a los efectos de obtener la existencia de la solución explícita. 

3 SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE (6) – (14) 

Se propone que la función s(t) sea de la forma: tts 12)( νλ=  para todo t positivo, donde λ 
es una constante adimensional positiva a determinar. Se puede observar que la condición 
inicial (11) se cumple automáticamente. Para encontrar las soluciones de las ecuaciones 
diferenciales (6) y (7) se necesita previamente el siguiente lema. 
 
Lema 1: 

a) Definiendo 
t

x
t
txh

2
y   

2
),()( == ξξη , se tiene: 

 0)()( )(
2

),( ),( =−′+′′⇔= ξηξηξξηνν txhtxh xxt  (15) 

donde ν es una constante positiva. 
b) La solución de la ecuación diferencial 

 0)()( )(
2

=−′+′′ ξηξηξξην  (16) 

viene dada por: 

 ξ
ν
ξξ

ν
πξη ν

ξ

21  )(
2

cerfec +
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=

−
 (17) 

donde c1 y c2 son dos constantes reales arbitrarias. 
 
Demostración: 
a) Se tienen las siguientes igualdades: 

 

( ).)()(
t

1),(

,)(
t2

1),(

,)(),(

ξηξξη

ξη

ξη

′−=

′′=

′=

txh

txh

txh

t

xx

x

 (18) 

Reemplazando (18) en (15), se tienen las siguientes equivalencias:  

( ) ).()()(
22

1).()()(1),( ),( ξηξξηξηνξηνξηξξην ′−=′′⇔′′=′−⇔=
tt

txhtxh xxt

 
b) Se observa que η(ξ)=ξ es solución de la ecuación diferencial equivalente, con lo cual se 
puede aplicar el método de rebaje de orden. Para ello se propone η(ξ)=ξ μ(ξ). Derivando se 
tienen las siguientes igualdades: 
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).(2)( )(

)( )()(
ξμξμξξη

ξμξξμξη
′+′′=′′

′+=′
 (19) 

Reemplazando (19) en (16), se tiene: 

 0)()()( 
2

2 =′++′′ ξμξνξμξν  (20) 

Sea ω(ξ)=μ´(ξ) , entonces la ecuación (20) es esquivalente a: 

 0)( )()( 
2

2 =++′ ξωξνξωξν  (21) 

Esta ecuación se resuelve por separación de variables. En efecto, se tiene: 

 ( ) ( ) ,  )ln(2)(ln     2
)(
)( 2

2
2

cd +−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=⇒

+
−=

′
∫ ν

ξξξξ
ξ
ν

ν
ξω

νξ
ξν

ξω
ξω  

donde c es una constante arbitraria, es decir 

 ( ) ( )    )(ln    )ln()(ln
2

2
2

2 ⇒+−=⇒+−=+ cc
ν
ξξξω

ν
ξξξω ν

ξ
ν
ξ

ξ
ξωξξω

22

2
2 )(    )(

−−
=⇒= eeee

c
c

con lo cual ν
ξ

ξ
ξω

2

2
1)(

−
= ec  con c1 una constate real arbitraria. Integrando ω(ξ) se obtiene μ(ξ) 

que viene dada por la siguiente expresión:  

 

2121 )()()(

22

cerfecdecd +
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−===
−−

∫∫ ν
ξ

ν
π

ξ
ξ

ξ
ξξωξμ

ν
ξ

ν
ξ

 (22)  

donde c2 es otra constante real de integración. Multiplicando (22) por ξ se obtiene (17). ▄ 
 

Continuando con el problema descripto anteriormente, sea 
t

x
2

=ξ  la variable de semejanza, 

entonces se tienen: 

 ( ) ( )λξ ,0)(,0 ∈⇔∈ tsx   ;   ( ) ( )+∞∈⇔+∞∈ ,),( λξtsx . (23) 

Sea .2,1 para   
2

),(
)( == i

t
txhi

i ξη  Utilizando el lema anterior y teniendo en cuenta (23), se 

tienen las siguientes soluciones para las ecuaciones diferenciales (6) y (7) respectivamente: 

 ( )+∞∈+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
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⎜
⎝

⎛
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−

,  si         ,       )( 12
11

111
1

2

λξξ
ν
ξξ

ν
πξη ν

ξ

cerfec  (24) 

 ( )λξξ
ν
ξξ

ν
πξη ν

ξ

,0  si        ,        )( 22
22
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2

2

∈+
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cerfec . (25) 
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La condición (8) y (9) se satisface si y sólo si  

 ( ) ( ) 0  ,  0 1211 == νληνλη . (26) 

La condición (10) se satisface si y sólo si  

 
2

2
22 k

q
c −= . (27) 

Utilizando (18) en la condición (13) se tiene: 

 =+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=′=

+∞→+∞→+∞→ 12
11

1111 )(),( cerfclímlímtxhlím xx ν
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πξη

ξξ
 

 
1

1
12

1
11 

k
q

cc −=+−
ν
π . (28) 

Se puede observar que la condición (14) se satisface pues se tiene que: 

 x
k
qxcxcxcxerfetct

iii

i

1

1
12111211

0t
1

0t
2222lím)( 2lím

2

−=+−=+
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ν
πξη ν
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ξ
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Sea 
2

1

ν
ν

ν = , despejando las constantes c11, c12, c21 y c22, de las cuatro condiciones obtenidas, 

(26), (27) y (28), se obtienen las siguientes expresiones: 

 
))((

2

1

1

1
11

λπλ

νλ
λ erfcek

qc
−

−=
−

 (29) 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+−=

− ))((
1 2

1

1
12

λπλ
πλ

λ erfcek
q

c  (30) 

 
( ))(

2)(

1

2

2
21

λνπλν

νλ
νλ erfek

q
c

+
−=

−
 (31) 

 
2

2
22 k

qc −=  (32) 

Sólo resta por determinar la constante λ, que deberá surgir de la condición (12). Teniendo 
en cuenta que 1,2i para  )()),(( 1 =′= νλη ixi ttsh , la condición (12) se satisface si y sólo si: 

 ( ) ( ) ⇔=′−′        2 2
1122111 γλννληνλη kk  

 ( ) 2
1222

2
221112

1
111 2)( γλννλ

ν
πλ

ν
π

=−++− kcerfkckcerfkc . (33) 

Teorema 2: La solución del problema (6)-(14) viene dada por  
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 ( ) ,0,)(,0  si        ,    
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  2),( 22
22

4
212
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donde los coeficientes cij vienen expresados por (29)-(32) y λ debe ser solución positiva de la 
ecuación (33). 

4 ANÁLISIS DE LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL PARAMETRO λ  

Se trata primero de simplificar las expresiones anteriores y por ende la condición sobre λ, 
definiendo nuevas funciones. Sean las funciones reales: 

 . )(  )( , )(  )(
22

xerfexxPxerfcexxQ xx ππ ==  (36) 

La ecuación (33) se transforma en: 

 0,
)(1

12
)(1

1
2

2
11 >⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

λ
λν

λγν
λ P

q
Q

q . (37) 

Sean las funciones reales: 

 . 
)(1

12)(  ;  
)(1

1)( 1
2

1122 xQ
qxxR

xP
qxR

−
+=

+
= γν

ν
 (38) 

Se busca ahora demostrar que existe una única solución positiva de la ecuación (37), que 
resulta ser la intersección de las curvas R1 y R2. Las propiedades de Q(x) y P(x) son 
respectivamente: 

 Q(0)=0, Q(x)>0 , 0<Q(x)<1 , Q´(x)>0 , ∀ x>0, Q(+∞)=1. (39) 

 P(0)=0, P(x)>0  , P´(x)>0 , ∀ x>0, P(+∞)=+∞. (40) 

De las propiedades (39) se tiene que ,0 , 0)´( , )( , )0( 1111 >∀>+∞=+∞= xxRRqR  lo cual 
implica que 1R  es una función estrictamente creciente. De las propiedades (40) se tiene que 

,0 , 0)´( , 0)( , )0( 2222 >∀<=+∞= xxRRqR  lo cual implica que es 2R  es una función 
estrictamente decreciente. Por lo tanto, si q1<q2 se deduce que existe una única intersección 
entre las curvas R1 y R2. 

5 CONCLUSIÓN 

 
Teorema 3: Si q1<q2 entonces existe una única solución 0>λ  de la ecuación (33), y por 

ende existe una única solución de tipo similaridad del problema de frontera libre (6)-(14) cuya 
solución está dada por los perfiles de temperaturas (34) y (35) y la frontera libre viene dada 
por la expresión: tts 12)( νλ= .   
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