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Resumen. La solidificacién de materiales rigidos o semi-rigidos, no embalados y con alto contenido
de agua implica dos procesos simultaneos de transferencia dentro del sistema: transferencia de calor
por conduccion (formacion de hielo) y transferencia de masa por difusion (sublimacion de la
superficie de hielo).

En este trabajo se propone un modelo fisico-matematico del problema expresado como un problema de
cambio de fase con dos fronteras libres.

Utilizando el método cuasi-estacionario para obtener los perfiles de temperatura y concentracion de
vapor de agua y asumiendo condiciones convectivas en el borde fijo x=0, se obtiene la solucion
analitica del problema mediante la resolucion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El modelo permite evaluar la influencia de las caracteristicas del material y de las variables del
proceso en el avance de los frentes moviles de solidificacion y de sublimacion ademas de los perfiles
de temperatura y de vapor de agua asi como también la pérdida de peso durante el proceso de
congelacion de materiales de alto contenido acuoso. Se realiza un estudio de la solucién hallada en
funcidn de diferentes parametros del sistema.
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1 INTRODUCCION

Durante la solidificacion del agua de materiales de alto contenido acuoso tales como
suelos, tejidos animales o vegetales y alimentos, que no se encuentren cubiertos por un
material impermeable y perfectamente adherido, ocurre simultaneamente la sublimacion del
hielo que se forma durante el proceso. La velocidad de ambos fendmenos (solidificacion y
sublimacion) estd determinada tanto por caracteristicas del material (fundamentalmente su
composicién, estructura y forma), como por las condiciones de enfriamiento (temperatura,
humedad y tipo de medio que rodea al material). El proceso de sublimacion, aunque su
magnitud es mucho menor que la del de congelacién, determina aspectos fundamentales de la
calidad final en el caso de alimentos y afecta la estructura y utilidad de los tejidos congelados.

El modelado de estos procesos simultaneos es muy dificil debido a que los balances de
materia y energia estan acoplados, existen dos frentes méviles de cambio de fase que se
desplazan a velocidades muy diferentes y a que las propiedades fisicas involucradas son en la
mayoria de los casos variables con la temperatura y el contenido de agua.

El proceso de congelacion (sin sublimacion) ha sido extensamente estudiado por Luikov
(1975), Cleland (1990) y Lunardini (1991). También puede verse una extensa bibliografia
sobre problemas de frontera movil y libre para la ecuacion del calor en Tarzia (2000). El
sistema ha sido modelado en forma analitica (Lunardini, 1991; Santillan Marcus y Tarzia,
2000) y a través de métodos numéricos (Cleland, 1990; Lunardini, 1991; Mascheroni y
Calvelo, 1980). Debido a la no linealidad del problema, es dificultoso dar una solucion
analitica al mismo. Si en cambio es factible resolverlo para sistemas idealizados o de
composicién y estructura simple. Los métodos numéricos y semi-analiticos se hacen
necesarios entonces y posibilitan considerar las caracteristicas estructurales y de composicién
(Plank, 1941; Cleland, 1990; Salvadori y Mascheroni, 1991; Delgado y Sun, 2001)

2 PLANTEO DEL PROBLEMA

Al someter a un material de alto contenido acuoso a una temperatura inferior a su
temperatura de solidificacion, a la que se supone estd inicialmente, se observan
simultdneamente dos fendmenos:

a) el liquido se congela,

b) la superficie del hielo sublima,
por lo cual, se pueden definir claramente tres zonas: una deshidratada, otra congelada y una
tercera no congelada (ver Figura 1). La congelacion comienza a partir de la superficie
refrigerada, a una temperatura T,, que es menor que la temperatura de solidificacion del agua

pura, debido a la presencia de materiales disueltos y continda a lo largo de una linea de
equilibro (frontera libre) que es desconocida. Mientras tanto, en general, no todo el liquido se
congela pues parte del mismo puede formar parte de las estructuras (caso de alimentos y
tejidos) o solvatar a las sustancias disueltas en el medio. Simultineamente comienza la
sublimacion del hielo en la superficie congelada y aparece un frente de deshidratacion cuya
velocidad de avance debe determinarse también. Normalmente, esta velocidad es mucho
menor que la velocidad del frente de congelacion (Campafione, 2001).

Por lo anterior, se plantea el problema de resolver simultaneamente un problema de
transferencia de calor (congelacion) y un problema de transferencia de masa (pérdida de peso)
y se desconocen los bordes que separan las zonas deshidratada de la congelada y ésta de la
aun sin congelar.
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Figura 1: Esquema del sistema

Asi planteado resulta un problema de tipo Stefan: Hallar las funciones
{sd(t),Td(x,t),Cva(x,t),sf(t),Tf(x,t)} que representan respectivamente el frente de

deshidratacion, la distribucion de temperatura en la zona deshidratada, las distribuciones de
vapor de agua y de temperatura en la zona de congelacién ademas del frente de congelacion.

Estas funciones estan sujetas a las siguientes condiciones:
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Se asume que T, <T,(t) <T,,t>0.Los coeficientes del problema son: C, concentracion
masica de vapor de agua en el aire [kg/m®]; C, calor especifico [J/(kg K)]; Der coeficiente
de difusion efectivo del agua [m?/s]; h coeficiente de transferencia de calor [W/(m? K)J; k
conductividad térmica [W/(m K)]; Ky, coeficiente de transferencia de masa [m/s]; L calor
latente de sublimacidn del agua [J/kg]; L calor latente de solidificacion del agua [J/kg]; ms
masa sublimada por unidad de volumen [kg/ m*]; M peso molecular [kg/mol]; ¢ porosidad;
p densidad [kg/m?]; Ry = 8.31 [J/(mol K)] constante universal de los gases, T temperatura
[K]. El subindice f se refiere a la zona congelada y el subindice d a la zona deshidratada.
Ademas se introducen los parametros a=133.33,b=23.986, c =6139.9094 .

3 APROXIMACION DE LA SOLUCION AL PROBLEMA (1)

3.1 Modelizacion

Se utiliza un método semi-analitico como el cuasi-estacionario (Lunardini, 1991). Este es
un método que produce una buena aproximacién de la solucion de problemas de tipo Stefan
cuando el nimero de Stefan tiende a 0, es decir en procesos estacionarios en los cuales el
calor latente es suficientemente alto con respecto al coeficiente de calor especifico del
material (London y Seban, 1943; Lunardini, 1991).

Se propone una solucién de la forma:

Tqa(X,t)=AM)+B(t)x, O0<x<sy(t), t>0
Ca(x,t)=D(t)+E()Xx, O<x<sy(t), t>0 (2)
T (X t)=F@{)+G(t)x, syq(t)<x<s;(t), t>0.

donde A(t), B(t), D(t), E(t), F(t) y G(t) son nuevas funciones a determinar, ademas de las
fronteras libres s, (t) y s, (t)y la temperatura T,(t) . Reemplazando estas expresiones en el

sistema (1), resulta el sistema de ecuaciones (3):

kg B(t) =h(A()-T;)

Det E(t) = K (D(1) -C,)
At) +B(t)sq (1) =To (1)
F()+G(t)sq (1) =To (1)

exp(b—_r (t)}

_ 0

D(t) + E(t)s, (t) = Ma 0 (3)
F(U)+G()s; (1) =Ty

K, G(t)—kyB() = Lm, sa(t)

Do E(V) = Mg Sa (1

k(G =psLy st ()

Considerando las primeras seis ecuaciones del sistema (3), se obtienen las expresiones de
A(t), B(t), D(t) y E(t) en funcion de s,(t) y la temperatura T,(t), asi como también

expresiones para F(t) y G(t) en funcion de T, (t), s, (t) y s, (t), segin queda expresado en el
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sistema de ecuaciones (4):

To (1) + To sy (1)
A(t) = T
1+ —sy(t)
kd

To(t) =T,

h
1+ —s t
o Se ()

B(t)=kh—
d

c
K exp [b_T(t)]
—Mm _C.,s4(t) + Ma 0

D(t): ef < RgTO(t)
1+ D: sq (t)
exp [b - c]
Ma N T TtO(t) _Ca
E(t): gm gKO()
ef 1 + m Sd(t)
ef
F(t): TO(t)Sf(t)_Tif Sd(t) (4)
st (1) = sq (1)
Ti — To(l)

G (t) =

s (t) — sq (1)

Trabajando algebraicamente, se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones (ec. (5)) que
relaciona los frentes y sus velocidades de avance con la temperatura sobre el frente de
deshidratacion.

Luego, definiendo los parametros & (ec. (6)), el sistema se reescribe en forma equivalente,
segn queda expresado en la ec. (7). Mas aun, las funciones F(t) y G(t) pueden reescribirse
segun la ec. (8), con lo cual las funciones T, (x,t) y T, (x,t) quedan expresadas por el sistema

(9) y la concentracion C,, (x,t) esta dada por la ec. (10)
Sobre el borde fijox =0, T, y C,, se evaltan de acuerdo a la ec. (11).

Como se dijo antes, al aplicar el método cuasi-estacionario al problema dado por el sistema
de ecuaciones (1), se obtiene un problema equivalente como es el problema (7). En este caso
se han de resolver numéricamente, mediante un esquema en diferencias finitas explicito, dos
problemas de Cauchy (razon por la cual el método cuasi-estacionario es un método semi-
analitico) para estimar las respectivas posiciones de los frentes de deshidratacion y
congelacién. A partir de ellas se obtiene la temperatura sobre el frente de deshidratacion
T, (t) y en consecuencia las temperaturas T, (x,t) y T, (x,t), asi como también la distribucion

de vapor de agua en la zona deshidratada C,, (x,t).
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3.2 Validacion del modelo

Se compara la solucion aproximada dada por el método desarrollado en el parrafo anterior
aplicAndolo a un problema simplificado.

Se considera un sistema en un medio semi-infinito con temperatura inicial constante e
igual a la temperatura de congelacion del agua y se supone que no existe sublimacion del
hielo. También se supone que la temperatura superficial es constante (es decir que se tiene un
coeficiente de transferencia de calor muy alto). Este es el llamado Problema de Stefan y su
solucién puede hallarse en (Lunardini, 1991).

Con esta finalidad, el programa desarrollado (se utilizé Scilab 4.0 para la codificacion), se
ejecutd con un valor suficientemente grande del coeficiente de transferencia de calor, h =
3000 W /(m*K), y un muy bajo coeficiente de transferencia de masa para asegurar una

temperatura superficial constante y hacer casi imperceptible la contribucién de la zona
deshidratada, K, =0.000001 m/s y T, = 263K . Si este supuesto es acertado, los resultados

obtenidos deben ser cercanos a la solucion analitica del problema con igual temperatura
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superficial.

Como se observa en la Figura 2, las gréficas de las posiciones del frente de cambio de fase
obtenidas a través de la solucion analitica de Stefan y del método cuasi-analitico propuesto
son coincidentes. De la misma manera (ver Figura 3), este método predice una distribucion de
temperatura muy similar a la solucién analitica del problema de testeo.

3.5E-02

----- Solucién de Stefan
3.0E-02

—— Este trabajo

2.5E-02

2.0E-02

1.5E-02 -

Frente de congelacién (m)

1.0E-02 -

5.0E-03

0.0E+00

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tiempo (s)

Figura 2: Comparacién de la posicion de los frentes de congelacion dados por la solucion
de Stefan y este trabajo.

274

272 A

< 270 4

tiempo

Temperatura (K
N
[2)]
©

266 -

264 -

262 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Posicion (m)

Figura 3: Perfil de temperatura en la zona congelada. La flecha indica el crecimiento del tiempo.
(—) Solucidn de Stefan, (¢) Este trabajo.

En consecuencia, se considera que estos resultados son adecuados para validar el modelo
desarrollado.
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3.3 Resultados numéricos

Se estudia la influencia del coeficiente de transferencia de calor h y la temperatura T,

sobre la solucion del problema (1) mediante el método propuesto.

Los célculos se realizaron simulando el congelamiento de un material con alto contenido
acuoso con propiedades térmicas y fisicas tales como un gel de agar-agar muy diluido. Por
ello, para muchas propiedades, se pueden utilizar los valores del agua pura ¢ del hielo. Para
otras propiedades, como las de la fase deshidratada, los valores de materiales liofilizados se
consideran aproximaciones validos (Campafione, 2001). En la Tabla 1 se presenta una lista de
los valores de las propiedades fundamentales utilizados.

Propiedades fisicas Zona congelada Zona deshidratada
p, kg/m? 1000 20
C,, J(kg K) 1900 1000
Des, M?/s 9.66 10
k, W/(m K) 1.7 0.07

Otros parametros

€ 0.98
C., kg/m® 8.29 10°
h, W/(m? K) 10 a 150
Ko, M/s 0.0072 2 0.1082
L, J/kg 2.8310°
Ly, J/kg 3.30 10°
m,, kg/m® 980
M, kg/mol 0.018

Coeficientes del vapor de agua a= 133.33, b=23.986, c= 6139.9094

T, K 273.16

T, K 233 a 268

Tabla 1: Propiedades fisicas y otros parametros.

Con el fin de tener un claro conocimiento de la influencia que los parametros externos h y

Ts ejercen bajo diferentes combinaciones de condiciones de congelamiento, se cubrié un
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amplio rango de variacion para h y T . se consideraron coeficientes de transferencia de

calor entre 10 y 150 W /(m?K), el cual es un rango factible en condiciones reales de
congelacion; ademas de temperaturas externas variando entre 233 y 263 K (-40 a -10 °C) para
un tiempo maximo de computo de 10000 segundos, suficiente para determinar las
caracteristicas del sistema que se deseaban estudiar.

En las Figuras 4a, b y 5a, b se muestra la evolucién de los frentes de deshidratacion y
congelacion bajo la influencia de los coeficientes de transferencia h y K_ (K, es

directamente proporcional a h). Se ve que ambos, s,(t) y s, (t), varian linealmente en

tiempos muy cortos, pero como la capa deshidratada crece, ambos procesos (congelaciéon y
sublimacion) contintan avanzando progresivamente, aunque a menor velocidad. Esto es
debido (ver Figura 1) al desarrollo de la superficie deshidratada que tiene un menor k
y D, que la zona congelada, lo que disminuye las velocidades de transferencia de calor y

materia.
Otro hecho que se observa es que s, (t) es monotonamente creciente con respecto al

parametro h, en cambio no hay monotonia para el frente s, (t)(ver Figura 5ab). Ello es

debido a que existe una doble y opuesta influencia del pardmetro h: significa una tasa de
sublimacién mayor al incrementarse K pero, al mismo tiempo, una fuerza impulsora menor

debido al rapido enfriamiento de la superficie donde decrece la presion del vapor de agua. A
tiempos cortos, el primer efecto prevalece pero con el transcurso del tiempo, el segundo factor
tiene gran peso y a tiempos suficientemente grandes, mayores valores de h implican una
menor pérdida de agua.

1,4E-03
----h=10
----- h=25
1,2E-03 - —h=75
---h=100
. h=150
£ 1,0E-03 1
[
0
i
o B8.0E-04 -
(o))
c
o
o
o 6,0E-04
©
o
[
L 4,0E-04
LL
2,0E-04 -
0,0E+00 -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (s)

Figura 4a: Influencia del coeficiente de transferencia de calor sobre la evolucion del
frente de congelacion (en tiempos muy cortos), T, = 243K .
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Figura 4b: Influencia del coeficiente de transferencia de calor sobre la evolucion del
frente de congelacion, T, = 243K
2,0E-05
—----h=10
18E-05+4+ | - h=25
—h=75
1,6E-05 - -~ ~h=100
~——h=150
1,4E-05 - 7
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6,0E-06 el
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0,0E+OO ':—-::;.T.:;:—..—“ —\_ ------- \-—“ _ .\— T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Figura 5a: Influencia del coeficiente de transferencia de calor en la evolucién
del frente de sublimacién (a tiempos muy cortos), T, = 243K .
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Figura 5b: Influencia del coeficiente de transferencia de calor en la evolucion
del frente de sublimacion, T, = 243K .

Otra caracteristica de la influencia de h es la monotonia decreciente de la temperatura

sobre el frente de sublimacion. Este efecto es mas notorio para valores pequefios de h y el
comportamiento se vuelve asintdtico para altos valores del pardmetro (ver Figura 6).

275

270 .

265

260 -

255 4

250 +

Temperatura sobre el frente de sublimacion (K)

245

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tiempo (s)

Figura 6: Influencia del coeficiente de transferencia de calor en la temperatura del frente de sublimacion,
T, =243K.
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Cuando se considera a T, como pardmetro, se obtiene que s, (t) es mondtonamente
decreciente y s, (t) es monotonamente creciente como funcion de T, (ver Figuras 7 y 8,
respectivamente). En el caso de s,(t), inicialmente T, no tiene influencia, pero a grandes
tiempos existe una clara influencia de la temperatura externa.

1,0E-03
—---Ts=233
90E-044 | =43 >
8,0E-04 - — Ts=253 S
5 ---Ts=263 e
= 7,0E-04 - o
c -
0 P
& 6,0E-04 - e
(] _-
2
S 5,0E-04 -
5] -
S 4,0E-04 1 R
e R U
= -7 L -
@ 3,0E-04 - P P
L T T
2,0E-04 1 R P
1,0E-04 1 LT T
0,0E+00 +===— : : : : : : : :
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (s)
Figura 7a: Influencia de la temperatura externa en la evolucion del frente de
congelacion (a tiempos muy cortos), h = 75W /(m?K)
2,5E-02
2,0E-02 -
E
c
©
& 1,5E-02 1
Q
(@]
c
o
o
Q
T 1,0E-02
e
c
o
LL
5,0E-03 -
0,0E+00 : : : : : : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tiempo (s)

Figure 7b: Influencia de la temperatura externa en la evolucion del frente de
congelacion, h =10W /(m?K)
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Figure 8a: Influencia de la temperatura externa en la evolucion del frente de
sublimacion (a tiempos muy cortos), h = 75W /(m?K)
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Figure 8b: Influencia de la temperatura externa en la evolucién del frente de
congelacion, h =10W /(m?K)

Ademas, los datos mostrados en las Figuras 4 a 8, muestran claramente que para sistemas
de iguales caracteristicas y condiciones de congelamiento, los valores de s, (t) son , al menos,
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2 ordenes de magnitud mayores que los de s, (t) y que para un sistema real y en tiempos

normales de congelamiento la sublimacion del hielo esta restringida a una zona muy delgada.
Por los ejemplos dados en este trabajo los valores mayores de s, (t) son alcanzados luego de
los 10000 segundos y son menores de 0.3 milimetros.

La Figura 9 muestra la influencia de T, sobre T,. Esto muestra que a bajos valores de la
temperatura externa se tiene menor temperatura de sublimacion y que su influencia crece a
medida que avanza el tiempo (mayor separacion entre las temperaturas de sublimacién para
diferentes temperaturas externas). Mas aun, en la Figura 10, se ve el cambio en los perfiles de
temperatura en las zonas deshidratada y congelada en el tiempo para un valor dado de los
parametros h y T,. En la figura se ve un perfil que cambia rapidamente en la zona
deshidratada pero es gradual (casi lineal) en la zona congelada. Ambos perfiles tienen, al
mismo tiempo, menor pendiente a medida que los frentes s, (t) y s, (t) avanzan hacia el

interior del sistema.
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Figure 9: Influencia de la temperatura externa sobre la temperatura del
frente de sublimacion

Con el fin de analizar mejor la evolucion de la temperatura, las Figuras 11 y12 presentan la
influencia de h y T, en la prediccion de los perfiles de temperatura en un tiempo dado (1000s)

para las zonas congelada y deshidratada respectivamente. Los graficos tienen el
comportamiento esperado, con menores temperaturas para valores altos de h 'y bajos de T, . La

suma de ambas figuras define la distribucion de temperatura en el sistema completo.
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Figure 10: Perfiles de temperatura en las regiones deshidratada y congelada y las posiciones de los respectivos
frentes a diferentes tiempos (entre 100 y 10000 s), h = 75 W /(m2K) yT, =243K. La flecha indica el crecimiento

del tiempo
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Figure 11: Perfiles de temperatura en la zona congelada a los 1000 s, como funcionde hyT,.
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Figure 12: Perfiles de temperatura en la zona deshidratada a los 1000 s, como funcion de hy T,
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Figure 13: Perfiles de concentracion de vapor a diferentes tiempos (entre 100 y 10000 s) en la zona

deshidratada, h = 75W /(m°K) y T, = 243 K. La flecha indica el crecimiento del tiempo
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En la Figura 13 se muestra se muestra el perfil de la concentracion de vapor de agua entre
los 100 y 10000 segundos para h=75W /(m*K) y T, =243 K. Como es de esperar, se
encuentra que los valores de la concentracién son menores a altos tiempos debido a la
disminucion de T,(t), que origina a su vez el bajo valor de C,, (s, (t),t) . Estos resultados se

complementan con los que se observan en la Figura 14, donde se muestra la influencia de h 'y
T, sobre la concentracion de vapor a los 1000 segundos.
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Figure 14: Perfiles de concentracion de vapor en la zona deshidratada a los 1000 s, como funcion de hy T,

4 CONCLUSIONES

El modelo cuasi-analitico, desarrollado con pocas suposiciones que simplifiquen el
problema real, permite predecir con sencillez la influencia de las caracteristicas del material y
condiciones de congelamiento en la evolucion de los frentes de congelacion y sublimacion asi
como también la distribucion de temperatura en las regiones congelada y deshidratada y la
concentracion de vapor de agua en la zona deshidratada.

Este método puede ser utilizado para optimizar condiciones de congelamiento de ciertos
tipos de materiales asi como también constituye una base para el desarrollo de modelos mas

complejos, que incluyan un rango de congelamiento o temperaturas iniciales distintas de las
material a congelar.
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