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Resumen. La espectacular evolución del poder de cómputo y el consecuente desarrollo de métodos 
numéricos para la solución de las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan a los fenómenos de 
transporte ha resultado en un gran número de modelos matemáticos para la predicción de, por ejemplo, 
los campos térmico, microestructural y de esfuerzos en procesos de tratamiento térmico de 
componentes metálicos. Sin embargo, estos modelos solo son precisos en tanto los parámetros del 
modelo sean conocidos. En particular, las condiciones de frontera térmica son difíciles de medir debido 
a las altas temperaturas y al ambiente agresivo que priva en la mayoría de los procesos metalúrgicos. 
En lugar de esto, se estiman a partir del planteamiento del problema inverso de conducción de calor 
(IHCP, de sus  siglas en inglés). 
En este artículo, se presentan resultados de la estimación de la condición de frontera térmica en la base 
de un cilindro que se enfría mediante una columna de agua que impacta a la base de la pieza; esta 
condición de enfriamiento corresponde a un ensayo estándar de laboratorio metalúrgico diseñado para 
generar gradientes de rapidez de enfriamiento a lo largo de la probeta.  
Para resolver el IHCP se implementó el algoritmo secuencial de especificación de la función para 
estimar la historia de densidad de flujo de calor a partir de temperaturas medidas en el interior de la 
probeta, considerando que el flujo de calor es 1D (en la dirección axial de la probeta) pero que también 
existen pérdidas de calor significativas (conocidas independientemente) por la superficie lateral. El 
algoritmo se validó aplicando la historia estimada de densidad de flujo de calor para calcular la 
respuesta térmica y comparándola con valores experimentales medidos durante el enfriamiento de un 
cilindro de aleación de  aluminio 6063. El código ya validado se utilizó para predecir la respuesta 
térmica en varios puntos de la probeta; esta información es importante en estudios de endurecimiento 
por precipitación de aleaciones de aluminio. 
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1 INTRODUCCION 
El proceso de temple de materiales metálicos tiene por objetivo el modificar la 

microestructura para así obtener las propiedades mecánicas deseadas. Para aceros, la 
microestructura resultante del temple es, en ocasiones, modificada posteriormente mediante 
un tratamiento de revenido. Por otra parte, el temple de las aleaciones de aluminio es siempre 
un paso previo a tratamientos de endurecimiento por precipitación. 

Durante el temple ocurren varios fenómenos que interactúan de manera complicada. 
Específicamente, el medio de enfriamiento genera cambios en el campo térmico lo que 
provoca que el campo de microestructuras se modifique. Al mismo tiempo, la evolución de 
gradientes térmicos y de microestructura al interior de la pieza provoca que se genere un 
campo de distorsión al que se asocia un campo de esfuerzos. Es evidente, entonces, que es 
muy difícil el poder diseñar y optimizar este tipo de procesos empíricamente a partir de 
mediciones en planta o en el laboratorio. No obstante esto, se han desarrollado ensayos de 
laboratorio que caracterizan la respuesta metalúrgica de componentes de manera indirecta. 
Uno de estos ensayos permite establecer experimentalmente la respuesta metalúrgica (en 
términos de dureza residual) en función de la rapidez de enfriamiento local (W.E. Jominy and 
A.L. Begehold.). Con este fin, se maquina una probeta de 1 pulgada de diámetro x 4 pulgadas 
de longitud, que se calienta para luego enfriarse en posición vertical exponiendo su base a un 
chorro de agua a temperatura ambiente de acuerdo a la norma ASTM 255. La probeta se 
calienta hasta una temperatura predeterminada, manteniéndose por un tiempo específico, 
asegurándose de minimizar la oxidación de la superficie. El tiempo máximo que se permite 
para transferir la probeta del horno a su posición de enfriamiento es de 5 segundos. El chorro 
de agua se produce al bombear agua a temperatura ambiente a través de un tubo de ½ 
pulgadas de diámetro y su altura libre no debe sobrepasar 2½ pulgadas Aunque originalmente 
diseñado para caracterizar el comportamiento metalúrgico de aceros, el ensayo Jominy 
también se ha utilizado para estudiar la respuesta metalúrgica de aleaciones de aluminio (J.W. 
Newkirk, K. Ganapati and D.S. MaxKenzie.). 

Aún cuando este ensayo se practica cotidianamente en la industria de tratamientos térmicos 
de manera empírica, es deseable poder simularlo computacionalmente. Para esto es  
indispensable conocer las condiciones de frontera térmica con precisión. Dolan et al. proponen 
utilizar la temperatura medida a 3 mm de la base como la condición de frontera en la base para 
simular el temple de aleaciones de aluminio. Hömberg propuso utilizar un coeficiente de 
transferencia de calor que sea función de la temperatura de la superficie para esta condición de 
frontera durante el temple de aceros; Le Masson et al. utilizaron valores constantes del 
coeficiente de transferencia de calor (de 15000 y 25000 W m-2 K-1) y predijeron durezas 
similares a las predichas con la función propuesta por Hömberg. En un trabajo previo se 
estimó la condición de frontera térmica en la base de la probeta resolviendo el problema 
inverso de conducción de calor pero sin considerar a las pérdidas por la superficie lateral (B. 
Hernández Morales, A. Ingalls Cruz, J.A. Barrera Godínez and R. Colás.). 

Como un paso previo para modelar el tratamiento térmico de aleaciones de aluminio, en 
este trabajo se desarrolló y validó una metodología para estimar la condición de frontera 
térmica en la base de una probeta cilíndrica de una aleación de aluminio durante su temple en 
un dispositivo tipo Jominy. Como este material no sufre cambios de fase durante el 
enfriamiento y no se produce distorsión significativa entonces solo debe modelarse la 
evolución del campo térmico. La condición de frontera térmica en la superficie expuesta a la 
columna de agua se estimó resolviendo el problema inverso de conducción de calor, 
incluyendo el enfriamiento de la superficie lateral (en aire quieto). 

Para alcanzar este objetivo se realizaron las tareas siguientes: 
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• Desarrollar, implementar y verificar un modelo matemático para estimar la 
condición de frontera térmica en la base de la probeta. 

• Obtener la respuesta térmica experimental al interior de una probeta de aleación de 
aluminio 6063. 

• Aplicar el modelo matemático para estimar la condición de frontera térmica en la 
base de la probeta. 

• Utilizar a la condición de frontera térmica estimada, para simular la respuesta 
térmica en la probeta en las posiciones donde se midió la respuesta experimental, 
para validar el algoritmo. 

• Aplicar la condición de frontera térmica estimada  para simular la respuesta térmica 
de la probeta. 

2 DESARROLLO EXPERIMENTAL 
Se maquinaron probetas de la aleación de aluminio 6063 de acuerdo al estándar para el 

ensayo Jominy: barras cilíndricas de 1 pulgadas (25.4 mm) de diámetro por 4 pulgadas (101.6 
mm) de longitud. Para medir la respuesta térmica a lo largo de la probeta se maquinaron tres 
barrenos para acomodar termopares tipo K de 1/16 pulgada de diámetro externo y 600 mm de 
longitud. Los barrenos se ubicaron a 3, 45 y 70 mm a partir de la base de la probeta, como se 
muestra en la Figura 1. 

 

Figura 1. Representación esquemática de la probeta utilizada en los experimentos. 
Los termopares se colocaron en los barrenos mostrados. 

La probeta instrumentada se calentó en un horno de resistencias tipo “libro” hasta la 
temperatura de solubilización (520 ºC), manteniéndose a esa temperatura durante 2 horas para 
luego transportarla rápidamente hasta el dispositivo Jominy. Las respuestas térmicas se 
capturaron con un sistema automatizado de adquisición de datos a una frecuencia de 
adquisición de 1 Hz. 

3 MODELACION MATEMATICA Y COMPUTACIONAL 

El sistema a modelar es una barra cilíndrica, de sección constante, que se enfría mediante 
una columna de agua que impacta a la base de la barra. El sistema se esquematiza en la Figura 
2. Aunque ocurre enfriamiento por la superficie lateral, la extracción de calor por la base de la 
barra es mucho mayor por lo que el campo de temperatura es esencialmente unidimensional. 
Como la probeta se fabricó con una aleación de aluminio, entonces, no hay transformación de 
fase durante el enfriamiento. 
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Figura 2. Esquema del sistema bajo estudio. 

Así, la formulación matemática del problema directo se plantea como sigue. Refiriéndose a 
la Figura 3, un balance (Entrada + Generación = Salida + Acumulación) microscópico de 
energía térmica  para un elemento diferencial de altura zΔ  resulta en: 

 

Figura 3. Flujos de energía térmica considerados para el balance                                                              

microscópico de energía térmica. 
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Donde 

zkq ,  es la densidad de flujo de calor transportado por conducción en la dirección z  

1,⊥A  es el área perpendicular al flujo de calor en la dirección z  

iq  es la densidad de flujo de calor que sale por la superficie lateral de la probeta 
2,⊥A  es el área perpendicular al flujo de calor por la superficie lateral 

V  es el volumen del elemento de control (= zA Δ×⊥ 1, ) 
ρ  es la densidad 

pC  es la capacidad calorífica a presión constante 
),( tzT  es la temperatura en la posición z al tiempo t 

t  es el tiempo 
 

Con 
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Donde 

))((2 zTh  es el coeficiente de transporte de interfase, que depende de la 
temperatura de la superficie a lo largo del eje z.  

)(Tk   es la conductividad térmica, que depende de la temperatura 
P   es el perímetro del cilindro (constante) 

fT   es la temperatura del fluido que rodea a la superficie lateral del cilindro 
z   es la posición a lo largo del eje z 

 
Por lo que la formulación matemática del problema directo, después de tomar el límite 

cuando el volumen de control y el intervalo de tiempo tienden a cero, es: 
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Nota: En lugar de tomar por separado a ρ  y al pC , se han agrupado como ( ρ pC ). 

El primer término del lado izquierdo de la Ec. (6) describe al transporte por conducción en 
la dirección z mientras que el segundo contabiliza las pérdidas de energía por la superficie 
lateral a través de la interfase metal/aire. El lado derecho de la ecuación representa a la 
acumulación de energía térmica. 

Las condiciones inicial (C.I.) y de frontera (C.F.) son: 

C.I.  LzTzT ≤≤= 0)0,( 0          (7) 
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C.F.1  0,0)(),()( 1 >==
∂

∂− tztq
z

tzTTk        (8) 

C.F.2  0,0),()( >==
∂

∂− tLz
z

tzTTk        (9) 

Donde 0T es la tempertaura inicial (constante) y )(1 tq es la historia de densidad de flujo de 
calor en la base de la pieza. 

 Debido a que la ecuación gobernante es no lineal, se requiere aplicar un método numérico 
para resolverla. En particular, en este estudio se utilizó el método de diferencias finitas 
implícito. 

La formulación matemática del problema inverso es similar a la del problema directo, 
excepto que la densidad de flujo de calor para la base de la probeta no se conoce. Entonces:  
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C.I.  LzTzT ≤≤= 0)0,( 0        (11) 

C.F.1  0,0?)()( 1 >===
∂
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∂
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z
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Este problema matemático se caracteriza por ser “mal planteado” por lo que es necesario 
recurrir a métodos numéricos para estimar a la función desconocida. En particular, en este 
trabajo se extendió el método secuencial de especificación de la función propuesto por Beck et 
al. 

El método se describe a continuación. Para cada intervalo de tiempo y conociendo el valor 
de q1 al tiempo anterior ( 1

1
−Mq ) y el valor de la temperatura en J posiciones al interior del 

sistema y para r tiempos futuros, el nuevo valor de q1 se calcula utilizando1: 
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Donde 

1−+iM
jY     es la temperatura medida por el termopar localizado en z = zj, 

1−+iM
jT     es la temperatura calculada para el termopar localizado en z = zj, 
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y 
                                                 
1 El “*” indica que esa cantidad se calcula utilizando la información del paso anterior. 
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es el coeficiente de sensitividad. 
El campo de coeficientes de sensitividad, ),( tzX , se calcula, a su vez, resolviendo: 
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Nótese que este problema matemático tiene la misma forma general que el problema 
directo para el cálculo del campo de temperatura (excepto por el valor de la condición inicial y 
el de la condición de frontera en z = 0), por lo que puede resolverse con un algoritmo similar. 

Los datos de temperatura que se alimentarían al programa de cómputo son tablas de Yj = 
fj(t) (respuesta térmica medida con el termopar colocado en la posición  j) para 3 posiciones    
( j = 1, 2, 3) colocadas a lo largo del eje axial del cilindro. 
Así, el algoritmo para resolver el problema inverso, en cada paso de tiempo, es2: 

1. Se conoce el campo de temperaturas al tiempo anterior: { }1−MT   

2. Suponer 0ˆˆ 1 == +MM qq  

3. Asignar { } 01 =−MX  

4. Evaluar las propiedades termofísicas que se utilizarán para todos los cálculos de este 
paso de tiempo a partir del campo de temperaturas al tiempo anterior: 
{ } { } { } { } { } { })()()()( 1111 −+−+ ==== MMMMMM TfCpCpyTfkk ρρ  

5. Calcular el campo de temperaturas para i = 1:{ }MT , utilizando { }1−MT  

6. Calcular el campo de temperaturas para i = 2:{ }1+MT , utilizando { }MT  

7. Calcular el campo de coef. de sensitividad para i = 1:{ }MX , utilizando { }1−MX  

8. Calcular el campo de coef. de sensitividad para i = 2: { }1+MX , utilizando { }MX  

9. Calcular { } { }[ ]{ }∑∑
= =

−+−+−+− −
Δ

+=
3

1

2

1

1111 1
j i

iMiMiM

M

MM XTYqq    con 0ˆ 1 =−Mq  

10. Recalcular { }MT , utilizando el valor de Mq̂  

                                                 
2 El algoritmo se ejemplifica para r = 2 (dos tiempos futuros) y j = 3 (tres termopares). Cantidades entre 
corchetes indican vectores. 
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11. A partir de (10), asignar el valor de MTsup  (la temperatura de superficie estimada para el 
tiempo correspondiente) y calcular la diferencia entre la temperatura calculada y la 
temperatura medida para cada posición donde hay un termopar. 

12. Imprimir resultados de este paso de tiempo 

13. Actualizar variables 

14. Incrementar el tiempo. 

Este algoritmo se implementó en el programa de cómputo CONTA-JOMINY, utilizando el 
método de diferencias finitas implícito para calcular la evolución de los campos (Tesis 
UNAM). El programa CONTA-JOMINY es una modificación del algoritmo, originalmente 
publicado por J.V. Beck en 1983, denominado CONTA. 

4 RESULTADOS 

4.1 Respuesta térmica 

En la Figura 4 se observan las curvas de enfriamiento obtenidas para una probeta de la 
aleación 6063 templada en un dispositivo Jominy. Durante los primeros segundos (lado 
izquierdo de la línea punteada) se puede observar que la probeta se encuentra esencialmente a 
una misma temperatura, debido a que estaba aún dentro del horno. Después, se observa el 
cambio en las pendientes de las curvas debido al contacto de la probeta con el medio de 
enfriamiento. 

La curva de enfriamiento en la posición de 3 mm es la que presenta una mayor rapidez de 
enfriamiento seguida por la curva de 40 mm y por último la curva de 70 mm. Esto 
corresponde al hecho de que la probeta se enfría esencialmente por su base. 

 

Figura 4. Respuesta térmica experimental para la probeta de aluminio 6063 durante el temple. 

4.2 Verificación 

Una vez implementado en un programa de cómputo, el algoritmo fue verificado como se 
describe a continuación. Se construyó una curva de historia de densidad de flujo de calor a 
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partir de datos experimentales conocidos; ésta es la curva base. Esta historia de densidad de 
flujo de calor (Figura 5) se alimentó al paquete de cómputo ABAQUS para generar tres 
respuestas térmicas ficticias en el interior de una probeta de las mismas dimensiones que la 
utilizada experimentalmente. Estas respuestas térmicas, junto con el coeficiente de 
transferencia de calor de interfase, se utilizaron en el programa CONTA-JOMINY para 
estimar a la condición de frontera térmica de la base de la probeta. 

 

Figura 5. Historia de densidad de flujo de calor (curva base) utilizada para verificar el algoritmo. 

La historia de densidad de flujo de calor así calculada se muestra, junto con la curva base, 
en la Figura 6. Como puede apreciarse, la historia de densidad de flujo de calor estimada es 
casi idéntica a la curva base. La única diferencia apreciable es en el valor máximo de densidad 
de flujo de calor. Entonces, se considera que el algoritmo ha sido verificado; el siguiente paso 
en el desarrollo del modelo matemático consiste en su validación. 

 

Figura 6. Comparación ente la historia de densidad de flujo de calor estimada a partir de respuestas
   térmicas ficticias (línea) y la curva base (línea punteada). 
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4.3 Estimación de la condición de frontera térmica 
A partir de las respuestas térmicas experimentales obtenidas durante el enfriamiento de la 

probeta de aluminio 6063 se estimaron las historias de temperatura de superficie de la probeta 
y de densidad de flujo de calor (para la base de la probeta). Para ello, las historias térmicas se 
alimentaron al programa de cómputo (CONTA-JOMINY) que implementa el algoritmo de 
solución del problema inverso de conducción de calor descrito líneas arriba. 

Las condiciones utilizadas para obtener la densidad de flujo de calor y la temperatura de 
superficie correspondiente a cada aleación se muestran en la Tabla 1, mientras que la Tabla 2 
muestra las propiedades termofísicas utilizadas. 

Parámetro Valor 

Número de tiempos futuros (r) 2 

Δt 0.3 s 

Nodos utilizados 100 

Temperatura del medio 25 °C 

Tabla 1. Condiciones utilizadas en el programa CONTA-JOMINY. 

Las propiedades termofísicas utilizadas para cada aleación son las siguientes: 

Propiedad Valor 

Conductividad térmica, k  170 W/m2 °C 

Densidad, ρ  2700 kg/m3 

Capacidad calorífica a presión constante, Cp  900 J/kg °C 

Tabla 2. Propiedades termofísicas de la aleación 6063 (http://www.matweb.com/). 

Nótese que aún cuando el programa de cómputo puede manejar propiedades termofísicas 
variables, solo se dispone de datos constantes. Los valores del coeficiente de transferencia de 
calor de interfase que se utilizaron para calcular las pérdidas de calor  por la superficie lateral 
muestran en la Figura 7. 

La Figura 8 muestra una gráfica en donde se observa la variación de la densidad de flujo de 
calor como función del tiempo, obtenida mediante el programa CONTA-JOMINY para la 
aleación 6063. Se puede observar que la densidad de flujo de calor se incrementa en cuanto la 
columna de agua impacta a la base de la probeta, presentándose un valor máximo a los 12.9 s 
el cual es de 4.52 E06 W/m2. A partir de ese instante la densidad de flujo de calor desciende 
monotónicamente hasta llegar a 0 W/m2 a aproximadamente 300 s. 
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Figura 7. Coeficiente de transferencia de calor de interfase como función de la                                      
temperatura de la superficie para la superficie lateral. 

 

Figura 8. Variación de la densidad de flujo de calor (en la base de la probeta) como función del tiempo                               
durante el temple de una probeta de aleación 6063. 

 
4.4 Validación 

Para verificar las historias de densidad de flujo de calor estimadas mediante CONTA-
JOMINY para cada una de las aleaciones, éstas se alimentaron al paquete comercial 
ABAQUS (http://www.abaqus.com/) junto con las condiciones de frontera para la superficie 
lateral y las propiedades termofísicas. Este paquete resuelve el problema directo de 
conducción de calor mediante el método numérico del elemento finito. Los parámetros de 
cálculo utilizados en la simulación se muestran en la Tabla 3. 
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Probeta (modelo) Cuerpo Axisimétrico 

Dimensiones del modelo 0.127mm * 10.16mm 

Numero de elementos utilizados 238 elementos 

Intervalo de tiempo de cálculo 0.5 s 

Temperatura del medio de enfriamiento 25 °C 

Tabla 3 Parámetros de cálculo utilizados para la simulación con ABAQUS. 
 
Para la aleación 6063 se utilizó un valor de temperatura inicial de 529 ºC. En la Figura 9 se 

observa la distribución de temperaturas a lo largo de la probeta de la aleación de aluminio 
6063 después de trascurridos 100 segundos. Se observa que el enfriamiento de la probeta es 
predominantemente en la dirección axial; sin embargo no se descartó el enfriamiento de la 
probeta en dirección radial por lo que se tomó en cuenta la extracción de calor en esta 
dirección utilizando para esto el coeficiente combinado de transferencia de calor en aire 
quieto. De acuerdo a la simulación, después de 100 s de haber iniciado el enfriamiento la parte 
inferior de la probeta se encuentra a una temperatura aproximada de 70 °C mientras que la 
parte superior de la probeta se encuentra aproximadamente  a 160 °C. 

 

Figura 9. Simulación con ABAQUS del enfriamiento de la probeta de la aleación 6063                                    
después de transcurridos 100 s. 

En la Figura 10 se muestran los resultados obtenidos con ABAQUS junto con los 
resultados experimentales para la aleación 6063. Se puede observar que las respuestas 
térmicas simuladas tienen la misma tendencia que las experimentales así como una mínima 
diferencia con éstas. Entonces, se puede afirmar que la condición de frontera térmica fue 
estimada correctamente y que puede aplicarse con confianza para predecir la historia térmica 
en cualquier punto del sistema. 
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Figura 10. Respuestas térmicas experimentales (líneas) y calculadas con ABAQUS                                      
(símbolos) durante el enfriamiento de la aleación 6063. 

4.5 Aplicación 
Una vez que la condición de frontera térmica para la base de la probeta ha sido estimada 

correctamente, el modelo térmico puede aplicarse para calcular la respuesta térmica en varias 
posiciones a lo largo de la probeta. En la Figura 11 se muestran las respuestas térmicas a lo 
largo de la probeta, calculadas con ABAQUS. Como es de esperarse, lejos de la superficie 
enfriada por la columna de agua se observa una menor rapidez de enfriamiento (como lo 
muestran las curvas a 101.6 mm, símbolos cerrados de triángulo hacia abajo, y 70 mm, 
símbolos cerrados de círculo). 

 

Figura 11. Respuestas térmicas a diferentes posiciones a lo largo del eje z                                                       
calculadas con ABAQUS para la aleación 6063. 
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5 RESUMEN Y CONCLUSIONES 
Es difícil medir la condición de frontera térmica en procesos metalúrgicos, por lo que debe 

recurrirse a técnicas de estimación. En particular, en este trabajo se estimó la condición de 
frontera térmica de la base de una barra cilíndrica enfriada por contacto con una columna de 
agua. En el algoritmo se incluyó la pérdida de calor por la superficie lateral. 

Para este fin se extendió el algoritmo secuencial de especificación de la función para incluir 
las pérdidas por la superficie lateral. La evolución del campo térmico se aproximó utilizando 
el método de diferencias finitas implícito. 

El algoritmo se verificó utilizando respuesta térmicas ficticias generadas a partir de una 
curva base de historia de densidad de flujo de calor y se validó comparando las respuestas 
térmica calculadas a partir de la historia de densidad de flujo de calor estimada contra los 
valores medidos experimentalmente. 

Una vez validado, el código se utilizó para simular la respuesta térmica de una probeta de 
aleación de aluminio 6063 durante el temple en un dispositivo tipo Jominy. 
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