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Resumo. A literatura técnica sobre o método das diferengas finitas e suas aplicagdes na resolugdo de
equacdes diferenciais parciais regentes de problemas da mecanica das estruturas é bastante farta, sendo
comum encontrar-se deducdes de operadores com base na defini¢do geométrica da derivada que,
geralmente, ndo mencionam o erro de aproximagdo. O presente trabalho trata de obter operadores mais
abrangentes através de método semi-automatico, nomeados por expressdes finitas hermitianas (EFHs),
nas quais o resto ¢ intrinseco. Para que isso seja providenciado, as expressoes sdo geradas com o
emprego de desenvolvimento de fungdes em séries de Taylor, porquanto através desse expediente o
termo de truncamento fica explicito. Tendo em consideracdo a necessidade de manipulagdes algébricas
para a obtengdo das expressdes, desenvolve-se um roteiro de trabalho no ambiente do aplicativo
Mathematica®, apresentando-se um resumo dos principais comandos a utilizar com a finalidade de
obtengdo de colegdes destinadas a experimentagdo. No final, mostra-se a possibilidade do uso de
expressdes especialmente geradas para a solugdo de dois classicos problemas de Resisténcia dos
Materiais, que sdo, respectivamente, o calculo do deslocamento maximo no extremo de uma viga em
balanco e a carga axial critica concentrada de flambagem de uma viga bi-apoiada. Os resultados
obtidos foram, no primeiro caso, a formula tradicional exata idéntica a solucdo pelo método da
integracdo direta e no segundo, uma formula com boa aproximagdo quando comparada a carga de
Euler.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho aborda uma variante numérica para a solucdo de equacdes diferenciais
regentes de dois problemas cldssicos da Resisténcia dos Materiais que sdo, a que descreve os
deslocamentos verticais de uma viga em balango sujeita a uma ac¢do concentrada em seu
extremo ¢ a que descreve os deslocamentos transversais de uma viga bi-apoiada quando
submetida a carga concentrada axial no apoio livre, com o objetivo de obter, respectivamente,
a flecha na extremidade livre e a carga critica de flambagem.

Trata-se de continuidade de tema cujo fundamento se encontra em Rigitano (2001), que
consiste em aplicar Expressdes Finitas Hermitianas, ou abreviadamente EFHs, um
refinamento do método das diferengas finitas tradicional, facilitado pela inclusdo no presente
texto, de um roteiro de geracio de tais expressdes no ambiente do aplicativo Mathematica®.

Os dois estudos de caso aqui tratados pertencem a uma série de ensaios numéricos, nos
quais foi detectada a possibilidade de solugdo das equagodes diferenciais através de EFHs
apropriadas, de modo exprimir o problema por meio de um sistema de uma equacao a uma
incognita.

Procura-se evidenciar a viabilidade do processo que, em tese, pode ser estendido a
qualquer problema, considerando-se que, quando for conhecido um conjunto de informagdes
pivotais, uma solugdo aproximada pode ser obtida com a explicitacdo de um erro.

Para demonstrar o procedimento, providencia-se inicialmente a dedu¢do manual de uma
EFH bastante simples, que fornece a conhecida formula de diferencas finitas centrais.

Em seguida, o mesmo problema ¢ resolvido através de processo semi-automatico, num
roteiro que vem servindo de base para se obter uma cole¢do de operadores.

Para encerrar, os dois estudos de caso ja descritos sdo solucionados com bom éxito através
do emprego de expressdes especialmente geradas.

A continuidade no tema proposto pode ser feita, principalmente no que diz respeito ao
aperfeicoamento da automagdo da geracdo das EFHs, que sdo bdasicas para realizar
experimentacdes visando conseqliente aplicagdo a um niimero maior de casos.

2 EXPRESSOES FINITAS HERMITIANAS — EFHs

E farta a literatura sobre o método das diferencas finitas, processo de resolugio de
equagdes diferenciais parciais (EDP) a duas ou mais dimensdes, utilizado quando a solugdo
analitica ¢ mais complicada ou inexistente.

Uma aplicagdo desse método em problemas da Resisténcia dos Materiais pode ser
encontrada em Laier e Barreiro (1983), trabalho no qual os autores apresentam exemplos de
solucao de problemas classicos, com o emprego de operadores gerados tendo como base a
defini¢do geométrica da derivada e interpolagdo polinomial nos moldes de Salvadori (1956).

Na questdo de geracdo de operadores, outra vertente de deducdo pode ser encontrada em
Collatz (1966) e que consiste na utilizacdo do desenvolvimento das func¢des pertinentes em
séries de Taylor, porquanto através desse expediente fica explicitado um erro de truncamento.

Para introdugdo ao tema, considere-se a expressao de operadores genéricos encontrada em
Pilkey (1994), com a seguinte redagao:

Z(apyp+bqy;+c,yr”+...)+R=O, (1)

A Equacido (1) ¢ um operador que contempla valores pivotais de uma fun¢do y e de suas
derivadas (', ", ...), sendo os indices (p, ¢, r , ...) nimeros arbitrarios, letras indexadas
(a . bq , C,, ...) constantes a determinar e R denominado resto.

Operadores no formato da Equacao (1), que se encontram nomeados neste trabalho por
Expressoes Finitas Hermitianas, ou abreviadamente EFHs, foram utilizadas em Rigitano
(1999), onde consta uma cole¢do cuja deducdo foi realizada a época através de extensas
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manipulacdes algébricas manuais.

Considerando que o objetivo deste trabalho ¢ de experimentagdes com variados tipos de
EFHs e que o tempo despendido para isso ¢ um fator limitante, expde-se a seguir a variante
para obté-las que consta em Collatz (1966), através de um exemplo tratado em carater manual
e em seguida de modo semi-automatico.

2.1 Exemplo de deducio de uma EFH através da variante de Collatz

Para sistematizar um procedimento de geracdo de EFHs, considere-se a dedu¢do de uma
delas no formato da Equagdo (1), com a finalidade de relacionar valores pivotais de uma
funcdo e de sua primeira derivada, redigida conforme segue:

a,y,+a,y, +an +boyé +R=0. (2)
Para determinar os parametros a_,, a,, a, € b, pertinentes a Equagao (2) conforme Collatz

(1966), providencia-se o desenvolvimento dos termos y , e y, em séries de Taylor centradas

em y,, 0 que leva a:

hZ h3 h4
Y= [yo _hyé +;yé’ —?yé” +$yéV ..... ],
h2 hS h4 (3)
I I 11 Vi4
v =Ly +hy, +2_!y0 +§y0 +4_!y0 ----- ]

Substituindo as Equagdes (3) na Equagdo (2), a menos de R que fica implicito por
truncamento, tem-se que:

théI _h3yéH +h4yéV

g

a_ [y, —hy, + X 30 41 +. ]+ a1+ @
thH h3y1]1 h4y1V

ay, +hy, + 2'0 + 3'0 + 4"’ +..]+b,[yi1=0.

Reunindo os termos comuns da Equacgao (4) obtém-se:

2 11 3 11

b
la +a,+a]y, +[-a_ +aq +I°]hyé +la, +a] ;0 +[-a_, +aq] ;'0 +..=0. (5

Anulando na Equagdo (5) termos até a ordem A°, resulta o sistema de equacgdes dado por:

a, + a + a = 0,
bO
-a, + a + > - 0, (6)
a, + a = 0,

sendo considerado como resto a ultima parcela, que é:

3_.11

R=[-a_ + al]%+.... 7)

Observe-se que nas Equacdes (6), o nimero de incognitas ¢ maior que o nimero de
equagdes, problema que pode ser contornado arbitrando-se uma delas para obter as demais.
No caso apresentado, resolve-se o sistema linear constituido pelas Equagdes (6) tomando-

se como incognitas a_,, a, € a,, cujas respostas sao:
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bO b()

a = -, a, = 0, a =——:- D) 8
ooont b2k ®)
que substituidas na Equagao (7), levam ao resto dado por:
b
BT +... 9)

Finalmente, tomando-se por simplicidade b, =1 nas Equacdes (8) e (9) e substituindo a_,,
a, € a, na Equagdo (2), tem-se a EFH completa que assim se expressa:

3.1

—y 4y, —2hy! - §° +..=0. (10)

Ressalte-se que na Equagdo (10) estdo presentes trés valores pivotais e um resto de terceira
ordem O(h3 ) e que sera possivel obter um deles em funcao dos outros dois, desde que o resto
seja tratado apenas como uma informagao de precisao.

Por exemplo, caso se queira obter uma férmula para a derivada de uma fun¢do no ponto 0
através da Equacdo (10) sendo dados y | e y,, basta explicitd-la conforme segue:

ur

_ 2
1:y1 y—l_hyo + .. (11)

LAY 6

Note-se que a primeira parcela da Equacao (11) € o cléssico operador de diferencas finitas

. - ~ r : 2
centrais e a segunda o seu erro de aproximacdo, que ¢ de segunda ordem, ou seja O(h ),

normalmente ndo mencionado na literatura mais comum.
Seguindo-se 0 método em consideragdo, ¢ possivel obter as mais diversas EFHs, o que

pode ser bastante facilitado com o uso do Mathematica®, conforme objeto do proximo item.

Cumpre observar que o raciocinio que se depreende do exposto sera utilizado em dois
estudos de caso, considerando-se que, em tese, uma expressao gerada com n termos dos quais
(n-1) sejam conhecidos, permite estabelecer um sistema de uma equagdo a uma incognita com
um erro de aproximagdo R explicito.

3 PROCESSO SEMI-AUTOMATICO DE GERACAO DE EFHs

Procurando minimizar a parte algébrica da geracdo da EFH mostrada no item anterior,
propde-se neste topico sua solugdo através de tratamento semi-automatico no ambiente do
Mathematica®.

Para isso, descreve-se a seguir um niimero minimo de comandos necessarios para uso do
aplicativo, sendo que maiores detalhes poderao ser encontrados em Wolfram (2003).

3.1 Desenvolvimento de fun¢des em séries de Taylor no Mathematica®

No aplicativo Mathematica®, o desenvolvimento de séries de Taylor é obtido através do
comando Series[ expr,{x,x,,n}], que constr6i a referida série para uma fun¢do “expr” em
torno do ponto x = x, com até (x —x,)" termos.

Caso seja introduzida no comando uma fungdo genérica f[x], o aplicativo construira a

série em caracteres simbolicos conforme mostra a Tabela 1, sendo importante observar o erro
de quarta ordem presente no ultimo termo.

682



In[1]:= Series

Tabela 1: Comando e resultado de série de Taylor de fungdo f[x].

Importante observar que a saida que consta na Tabela 1 ndo pode ser manipulada
algebricamente, o que ¢ realizado com o comando Normal[series], que faz a conversdo e a
torna operavel com o desprezo do erro de truncamento.

Para evitar reescrever expressdes algébricas e torna-las passiveis de manipulagdo, basta
utilizar o comando Normal [%], que recupera a ultima saida, conforme mostra a Tabela 2.

Tabela 2: Comando recuperador.

No tratamento dos sistemas lineares que fazem parte da geracdo das EFHs, o comando
Solve[egns, vars] resolve uma ou conjunto de equagdes “egns’” para as variaveis “vars”.

3.2 Roteiro para geracio de EFH no Mathematica®

O processo de geragdo de uma coleg¢do de operadores similares a Equacdo (1) descrito no
item 2 foi utilizado em Rigitano (1999), cujas manipulagdes algébricas foram realizadas a
época em carater manual demandando tempo razoavel.

Como isso ¢ um obstaculo para experimentacdes mais diversificadas, passa-se ao
aprimoramento do processo com o uso do aplicativo Mathematica®, o que remove a
dificuldade apontada, com substancial simplificacdo e reducdo do tempo dedicado as
manipulacdes algébricas.

Assim sendo, apresenta-se a resolucdo do problema do item 2.1 através dos passos
descritos nas Tabelas 3 e 4, que sdo auto-explicativos.

Expressao Finita Hermitiana que se quer gerar - vide Equacao (2):
a,y,tay, tay + boyé

Por facilidade, escreva a EFH na sintaxe do Mathematica®:
nr » . ' B [ ] y 4 [} y 4 [

a hd ":-v“.-v-" g

Desenvolva os pontos pivotais em série de Taylor, multiplicando os indices por h.
Fixe n = (n° de termos—1) e simplifique a expressao.
Para este exemplo — n = 3.

Tabela 3: Roteiro para gerar EFHs no Mathematica® - Continua na proxima pagina..

A redacao dos desenvolvimentos e sua simplificacdo tomam o aspecto:

Tecle Enter e sera apresentado o resultado:
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O resto R apresentado sera:

il r

Tabela 4: Continuagio do roteiro para gerar EFHs no Mathematica®.

4 ESTUDOS DE CASO

Neste topico sdo apresentadas as solugdes numéricas obtidas através de EFHs de dois
problemas classicamente tratados na forma analitica nos textos de Resisténcia dos Materiais.

Para os estudos de caso, foram geradas duas expressdes apropriadas de modo a contemplar
seis termos, sendo conhecidas cinco informagdes pivotais, o que levou a sistemas de uma
equagao a uma incognita, conforme proposta do trabalho.

No primeiro exemplo obteve-se solucdo exata e no segundo um resultado com boa
aproximagao.

4.1 Primeiro estudo de caso

Seja o problema da determinacdo da eldstica na extremidade de uma viga em balango
mostrada na Figura 1, quando submetida a uma acdo concentrada P, sendo conhecidos o
modulo de elasticidade E, o momento de inércia / € o comprimento L.
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L2 B L2 |

Figura 1: Viga em balango

A equacdo diferencial regente do problema segundo Hibbeler (2006), apenas para citar
publicac¢do mais recente, ¢ dada por:

1 M

Tk (12)

na qual na qual " ¢é a segunda derivada da linha eléstica y.

Considerando como incognita o deslocamento vertical do ponto 2, sabendo-se que no
engaste o deslocamento e a tangente a elastica sdo nulos, obtendo-se ainda as segundas
derivadas nos pontos 0, 1 ¢ 2 com o emprego da Equagdo (12), tem-se os valores pivotais que
se encontram reunidos na Tabela (5).

’_ » PL
Yo =0|Yo 0 yo_E
»_PL
Jﬁ‘ﬁ
y, =7 ¥, =0

Tabela 5: Valores pivotais de interesse para a viga em balanco.

Observando os valores pivotais da Tabela 5 e tendo em conta a argumentagao de exprimir
o problema por meio de uma equagdo a uma incognita, ¢ facil presumir que a expressao
genérica para contemplar a inser¢do de cinco valores pivotais para obter a incognita y,, ou

seja, a EFH apropriada no formato da Equacao (1), ¢ dada por:
Ayyy +a,, +b0yé +coyé1 +c]ylu +Czyél =0. (13)

Aplicando-se o roteiro descrito nas Tabelas 3 e 4, obtém-se:

2 4 2
Yo=Y, +2hy, +1° (gyé’+§yf’j—4—5hzy§+---=0, (14)

na qual se observa a nulidade do parametro c,.
Substituindo na Equagdo (14) os valores pivotais da Tabela 5, com A=L/2, tem-se

finalmente:

5
3EI’

yz (15)

sendo que, para o caso, a parcela do resto desaparece uma vez que y, =0, cumprindo-se

685



observar que essa resposta coincide com a solucdo exata da Equacdo (12) obtida por
integracao direta.

4.2 Segundo estudo de caso

Seja o problema mostrado na Figura 2, uma viga bi-apoiada para a qual se quer determinar
a carga critica de flambagem P..,.

Sao fornecidos o mddulo de elasticidade £, momento de inércia / € o comprimento L.

P
s~ &
o x ot
L2 B L2 7
Yy

Figura 2: Viga bi-apoiada

A equagdo diferencial regente que governa o comportamento da estrutura, conforme
Hibbeler (2006) e inimeros outros autores, ¢ dada por:

, P
+ — = 0 , 16
YAy (16)
na qual y é a linha elastica e y” sua segunda derivada, equagdo que pode ser expressa mais
convenientemente para o proposito do trabalho como:

” P
=—— . 17
V=g (17)
Sabendo-se que os deslocamentos verticais dos pontos 0 e 2 s3o nulos e que as segundas

derivadas nos pontos 0, 1 e 2 sdo expressas pela Equacdo (17), tém-se os valores pivotais que
estdo reunidos na Tabela 6.

Y, =0y =0

” P
ylz? ylz_Eyl
»,=0 y;':O

Tabela 6: Valores pivotais de interesse para a viga bi-apoiada.

Examinando os dados da Tabela 6, depreende-se que a expressdao genérica que contempla
esses seis valores pivotais no formato da Equagao (1) ¢ dada por:

A Yy + @y, + a3, + ¢ ¥y +ey +e,y) +..=0. (18)

Aplicando-se novamente o roteiro descrito na Tabela 3, obtém-se a EFH:

2

h
Vo =20, + ¥, —E(yél +10y" +y' ) -

hyy

+...=0, 19
240 (19)

que possui erro de aproximagao 0(h6) na sexta derivada.

686



Substituindo os valores pivotais da Tabela 6 na Equagao (19), ou seja na EFH apropriada e
sendo 4 = L/2, sem considerar o resto tem-se que:

10PL?
4 ( 48El J @0
cuja solugdo ndo trivial implica em:
9,6E1
P, = P (21

cumprindo-se observar um erro relativo de 2,8 % quanto ao valor exato, que ¢ a carga de
Euler dada por:

2
=X

. (22)

5 CONCLUSOES

O processo proposto neste trabalho constitui-se numa sistematizagdo para exprimir, em
tese, a solugcdo de qualquer problema para o qual se disponha de uma tabela de informagdes
pivotais (por exemplo, valores da fun¢do envolvida e de suas derivadas de ordem superior),
por meio da redagdo de uma equacdo a uma incdgnita, que fornece ainda um erro de
aproximacgao R explicito.

Sdo tratados dois casos cldssicos de Resisténcia dos Materiais retirados de Laier e Barreiro
(1983), para os quais constata-se forte redu¢do da ordem do sistema de equacgdes lineares,
intrinseco a solugdo através do processo tradicional de diferencas finitas, pautadas por
subdivisdes de malha para refinar os resultados.

Para efeito comparativo, no primeiro estudo de caso, obteve-se por meio da EFH a resposta
exata para deslocamento na extremidade da viga, sendo que, no citado trabalho, ela foi obtida
com erro de relativo de 5%, porém resolvendo-se um sistema de cinco equagdes a cinco
incognitas.

J& no segundo caso, a carga critica obtida via EFH apresenta erro relativo de 2,8 % quando
comparado ao valor de Euler, sendo que no trabalho de Laier e Barreiro (1983) encontra-se
uma resposta com erro relativo de 9 % a custa da solucdo de um determinante de ordem seis.

Considera-se um passo importante para continuidade da pesquisa o aperfeicoamento do
processo de geracdo das EFHs através de programacdo mais sofisticada no ambiente do
Mathematica®, a exemplo do ja realizado para diferengas finitas diferencas finitas tradicionais
que consta em Mikhailov (1994), o que certamente facilitarda e permitird maior de
experimentacoes.
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