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Resumen El uso de una malla compuesta de elementos finitos puede resultar de utilidad para estimar
errores de discretizam e incluso obtener una solaoi mejorada sin elevar el costo computacional. Esta
técnica surge de una analagon la tedia de mezclas para la modelacide materiales compuestos por
varias fases. Lo que elé&modo propone consiste en resolver, sobre una malla dada, un sistema lineal
cuyo operador resulta de una combigeciineal de operadores definidos en mallas con distintos grados
de refinamiento y definidos sobre la mallé@sfina de manera adecuada. Las distintas mallas poseen
nodos en corin, los cuales vinculan sus respectivos operadores.

Los métodos Multigrilla resuelven un sistema lineal empleando sistemas de distintdg®tareaul-
tantes de varios niveles de discretizaciEsta caractestica motiva el estudio de la aplicaai de una
técnica multigrilla en conjunto con la de mallas compuestas, cuya potencialidad es explorada en el pre-
sente trabajo. Se presentan diferentes ejemplos de aplicdeila estrategia desarrollada a problemas
elipticos en dos dimensiones, algunos de ellos con soiamaitica.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se utiliza unachica de malla compuestadrgallo et al. 2000 donde cada
componente de la mezcla representa una malla con diferente error de aproririaxas dos
mallas de elementos finitos con nodos en @aopdonde cada una posee diferente orden del
error de aproximaéin, adjudicando a cada malla la mitad de las propiedasiea$ o geot@tri-
cas, se obtiene un resultado global intermedio entre los resultados que seiahteadrcada
malla individualmente. Una de las ventajas de la comp@side mallas radica en que puede
tenerse una solu@mn aproximada mejorada con respecto a la sblucbtendida a partir del
comportamiento individual de cada componente.

El sistema lineal resultante luego de utilizardartica de malla compuesta, puede resolverse
mediante un ratodo directo, un @todo iterativo o bien un étodo Multigrilla. En general los
meétodos iterativos o de relaj@ei, como por ejemplo Jacobi o Gauss Seidel, parten de una
aproximacdn inicial de la solué®n y generan una sucési de aproximaciones que, si conver-
gen, permite obtener la sol@ci buscada. Estosétodos, adeds de serdciles de implementar,
poseen la propiedad de suavizado, la cual permite la elindinaig las componentes de alta fre-
cuencia del error en las primeras iteraciones dejanactipamente inalteradas las componentes
menos oscilantes.

Con la idea de modificar estosétodos de manera tal de reducir sirfankamente todas
las componentes del error, se parte de una aproxémanicial a la soludn mas adecuada
sobre el esquema de relajaci Esta aproximaodn se obtiene realizando algunas iteraciones
sobre una malla &s gruesa ya que el proceso en dicha malla es menos costoso debido a que
se tienen menos variables a ser actualizadas y, aslé@sta tendx una tasa de convergencia
marginalmente mejorada. Luego, si se asume que se ha aplicado un esquema deérrelajaci
hasta que@o se observen las componentes suaves del error, se considevducen dichas
componentes en una mallaéasgruesa. All estas componentes 8armenos suaves y, entonces,
se poda realizar una relajagh en esta malla para reducirlas. Ante el interrogantetaeoc
moverse de una malla a otra y relajar, es donde comienza a desarrollagseita tde los
métodos Multigrilla @rnold, 2003, Briggs et al, 200Q Wesseling1992 Xu, 1995 Press et a).
1988-1992.

Se presenta en este trabajo la utilibacde una malla compuesta de elementos finitos para
mallas no estructuradas y se muestran algunos problemas test donde se analizan los errores
de discretizadin. El sistema lineal de ecuaciones resultante de la discrétivael resuelve
mediante un ratodo Multigrilla.

2. METODO MULTIGRILLA

A continuacon, se desarrolla el esquema de Multigrilla para elementos finitos en forma
abstracta. Eisarraf et al(2006 puede encontrarse el desarrollo dedenica para un contexto
de diferencias finitas.

Seal2 un dominio acotado adecuado en el plano con fronté€raConsicrese la siguiente
ecuacbn diferencial con condiciones de borde hoEogas

Lu=f enQ

1
u =0 sobreo? (1)

Supngase que el operadobres autoadjunto, es decir, queu, v) = (u, Lv) para cualesquiera
u,v € H C L*(Q) y que es positivo en el sentido de que:, u) > 0 para todou € H, u # 0,
donde el subespacifi contiene funciones suaves que se anulan en la fronteila @en estas
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propiedades, resolver la ecuawidiferencial {) resulta formalmente equivalente a minimizar
el funcional cuadatico enu € H

S(Luu) — () @

El problema puede reescribirse en forma compacta como

F(u) =

u = argmin F(v) (3)
veH
donde B) denota hallar el argumento que minimiz&'@obre todas las funciones dée
Dada una triangulach de() de tamé#o h, denotada)”", seaH" el subespacio dé/ de
dimenson finita que consiste en las funcion€sque se anulan en la frontera del dominio, son
continuas e y polinomiales dentro de cada elemento. El problema discreto se escribe del
siguiente modo:

u" = argmin F(v") (4)
vhe Hh
Dado que el operaddr es autoadjunto y positivo los problemas que consisten en determinar la
funcibnu € H de manera que satisfagd ¢ (Lu,v) = (f,v) paratoda € H son equivalentes.
Luego resolver4) es equivalente a encontrat € H" de modo que

(Lul,v") = (f,v") paratoda” € H" (5)

Para resolverd) se trabaja con la fungn <? que denota una fun@n de alguna base dé”,
se resuelve ladrma cebil del problema, donde por ejemplo, para el operador de Laplace, la
forma cebil se escribe

(Vu", Vo) = (f,o") paratoda” € H" (6)

Luego, eligiendo las funciones de pruetfacomo funciones de la base @#': <", el resultado

de esta sustituoh es un sistema lineal en el cual lasGgnitas son los valores nodalese

es decir, se eligen las funcionestales que:!'(N;) = 4;;, donde los coeficientes matriciales

son productos de la forma&<, Ve”) y los elementos deétmino derecho sofY, ¢}'). Cuando

se ensamblan todas las filas de la matriz y sus correspondientes lados derechos, el resultado es
una ecuad@n matricial de la formaAu” = f*.

Dadas del mallas donde la primera es un refinamiento de la segunda, leitedacios
grillas es la base para construir uretmdo Multigrilla. En forma resumida, esta ite@tise
compone de los siguientes pasos:

1. Se realizan unas pocas iteraciones démlgétodo iterativo que suavice al residelb=
B — AhxB como por ejemplo Gauss Seidel o Jacobi amortiguado. Este paso de suavizado
reduci& las componentes de alta frecuencia del error pero bbédramenor medida para
las componentes de baja frecuencia. El nuevo residuo, siendo relativanensuave,
se puede entonces aproximar adecuadamente sobre unaparési gruesa.

2. Elresiduo se proyecta sobre la malla gruesaiysallesuelve la ecudxi para el error, re-
duciéndose ahora las componentes de baja frecuencia sobre la rasltaursa (debido a
gue en la malla gruesa las componentes suaves del error se comportan como componentes
de alta frecuencia).
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3. Finalmente, esta solum sobre la malla gruesa es transferida a la malla fina donde se la
utiliza para mejorar la aproximawi suavizada del paso 1.

Consicerese en primer lugar la etapa de rel@agcicuyo objetivo es proveer unatodo poco
costoso para la eliminamn de errores oscilatorios en la aproxintaci:” a la solucdbn del
sistema. Este objetivo puede conseguirse llevando a cabo cambios locales de la"forma
u" — seh', dondes € R es un tam@o de paso adecuado. La elértides se lleva a cabo en el
sentido de minimizar el funcional sobre todas las elecciones posibles, es decir

s = argmin F(a" — te!") (7)
teR

Luego, se obtiene el siguiente esquema de refajaci

» Paracada=1,2,---, calcular

s = argmin F(a" — te!") (8)
teR

» Realizar los desplazamienta$ «— @ — sc?

donde, para el funciondl, este esquema no es otro que Gauss Seidel.

El proceso de correamn a la malla gruesa se formula tafbide manera abstracta. Se define
el espacio para la grilla grueg&" c H" como el conjunto de funciones polinomiales a trozos
asociadas con una grilla gruesa estarfef4r El objetivo es cambiar la aproximaai 4" por
una funcon u** ¢ H?" que aproximaa el, presumiblemente, a8 suave error. La forma de
esta correc@n esi” « u" + u*'. La eleccon dew?" se realiza nuevamente eligiendo la
mejor correcdn de la malla gruesa en el sentido de que minimice el funcional sobre todas las
elecciones posibles. Matéicamente esto es,

u*" = argmin F(a" + w?") 9
w2k €H2h

y el esquema de correéei de la malla gruesa es

= Calcular

u*" = argmin F(a" + w?") (10)

w2he {2k

» Reemplazafi" — u" + u?".

En el proceso de agregar una funcii?* € H?", aunafundna” € Q" se pueden encontrar
coeficientes que permitan escrii” como una fundn de ", lo cual puede llevarse a cabo
ya queH?" c H". Luego, se busca ksl operador de prolongdm 77, que permite determinar
u" = 1} u*" (véaseBriggs et al.(2000).

Para determinar el operador de la malla gruesa correspondiente al opétadenominado
A?" | se trabaja con los vectores nodales y se traslada el principio de miniomizaérminos
matriciales. Se parte del sistema matriclah” = " equivalente al problema de minimizéani

u”" = argmin F"*(v") (12)

vheHh
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dondeF"(v") = (A" vh)/2 — (f* v"). De igul manera, el problema de la corréxcie la
malla gruesa es equivalente al principio de minimi@acgnatricial

a’" = argmin F"(@" + 1 w*") (12)
W2h€H2h
Luego, llevando a cabo losakculos correspondientes se obtiea® = (17.)T A"}, la
versbn en la malla gruesa d¢". El termino(7},)" toma un vector en la grilla fina y lo lleva a
un vector en la grilla gruesa, es decir, es un operador de reétridaiego, tiene sentido pensar
enl?h = (I3 )T.
Para concluir, seart" = f" — A"a" y £2 = [?"r". Entonces se obtiene

FMa" + I, w™) = F*(@") + F*"(w™") (13)

Por lo tanto, dado quE” (") es independiente de*”, la minimizacon deF" (a" + I}, w?") es
equivalente a la minimizagh def?"(w?") sobre los vectores®" € H?", el cual es el esquema
de correcdn para la malla gruesa.

El algoritmo Multigrilla se obtiene aplicando recursivamente la itémradie dos grillas. Pre-
cisando, se resuelve el problema en la malla gruesa utilizando unaétedecidos grillas in-
volucrando aisuna malla &n mas gruesa. Este procedimiento se utiliza en cada nivel de malla
hasta obtener una malla suficientemente gruesa donde el sistema correspondiente se resuelve en
forma directa.

Una iteracbn de Multigrilla desde la grilla @s fina a grillas s gruesas y volviendo a
la grilla fina, se denominaycle La estructura exacta de wycledepende del valor de, el
nimero de iteraciones de dos grillas en cada paso intermedio. Ehcasd se denomina
V-cycle mientras quey = 2 es llamaddN-cycle(ver figural).

2mallas

Figura 1: Diagrama del &todo Multigrilla
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3. USO DE UNA MALLA COMPUESTA

Una malla compuesta de elementos finitos aplicada a la reSoldei un problema Hiti-
co puede utilizarse para mejorar una sauaanunerica sin elevar en forma apreciable el costo
computacional y, adeas, estimar el error de discretizagiutilizando extrapoladn de Richard-
son Bergallo et al.2000. En suversibn h el método consiste en sustituir el operador discreto
por una combinadin lineal del propio operador y el correspondiente a una malla extendida al
mismo dominio pero con un tarma de elemento mayor. En este caso, los polinomios inter-
polantes conservan el mismo grado en ambas mallas. Luego, suponiendo que la malla fina se
obtiene a partir de un refinamiento honéogo de otra malla &s gruesa, la conéd entre am-
bas se fuerza en los nodos compartidos. El factor de partidipae cada malla en el modelo
compuesto, es decir, el coeficiente en la comboratineal entre las mallas, se introduce de
forma tal de minimizar el error de discretizaoi

3.1. Eleccon de los factores de participadn

Sear2™ y Q" dos mallas no estructuradas de elementos finitos corfiastie elementhb,
y h, respectivamentgh; > h,). Definiendou como la soludn exacta w.i coni = 1,2 como
las aproximaciones asociadas a cada malla, se puede expresar el erdticaglptla siguiente
manera $onzogni et a).1996:

u=u" + Ch} + O(hY),

N (14)
u=u"+ Chh+ O(hd).
dondep es el orden del gtodo yq > p. Eliminando la constant€ entre ambas ecuaciones, se
obtiene para
hi/hy

" T T O e 4o

Si las mallas poseen tafas de elemento tales que = 2h,, despreciandcerminos de orden
superior, de la ecuamn (15) se obtiene
2P ha 1 h1

L S 16
] (16)

Hhaher = op — )" T (2 — 1

La notacdnuy,, 1, significa que se efegh la extrapolaéin de Richardson entre los “pasds”
y ho. En los nodos de la grilla fina se utiliza la solici:2, y en los nodos de la grilla gruesa
se utiliza la extrapoladn uy,, ,,. propiamente dicha.

Mediante un procedimiento alogo se obtiene que

I T

uhs —uh2 Wb — hf (17)
Si en particular se tienk, = 2hy, = 4h3, la ecuaddn (17) se reduce a
uh2 — yh
_ " A9P
g = 2 (18)

la cual permite determinar el orden nérito aproximado del Btodo para estimar al®s coe-
ficientes de la combina@n lineal de la extrapolagn.
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Este procedimiento de extrapolanide dos mallas con nodos comunes, relacionadas entre
si mediante el refinamiento de una de ellas, permite obtener una@oloch una mejor a-
proximacbn en los nodos comunes a ambas mallas contenidos en la malla gruesa. Es decir, el
procedimiento mantiene el subespacio de funciones en la diomedsterminada por los nodos
de la malla nas fina pero incorpora las ventajas de la extrapotacisando una malla &s
gruesa.

Para el 6mputo de la malla compuesta, en lugar de obtener soluciones respectivas a cada
malla, se interpreta que el dominio @fbrmado por la superpositi de las dos mallas con
factores de participagha y 1 — a. Cona = 1 se obtiene el problema original en la malla fina
y cona = 0 se obtiene el problema en la mall@asgruesa.

SeanAju, = f;, el sistema de ecuaciones proveniente de la discretizgmr elementos
finitos para la malla€)™? y A,u;, = fi, el sistema a@logo para la discretizamm sobre la
mallaQ’, (A,u;, = f;) completado con ceros para obtener la dimamsequerida. La solugn
aproximada por el gtodo de malla compuests,,,, se obtiene del sistem&@nzogni et a.

1996

(OéAQ + (1 — a)A12)uh1h2 = Ckfg + (1 — Oé)f12 (19)

4. MULTIGRILLA PARA PROBLEMAS CON MALLA COMPUESTA

Como fuera puntualizado con anterioridad, el principal objetivo de este trabajo consiste en la
aplicacbn de la écnica de malla compuesta a la resdbnaile problemas Hdticos, resolviendo
el sistema lineal de ecuaciones resultante medianteelda Multigrilla. Suponiendo que se
involucrann niveles en cada iteramh de Multigrilla y que la malla correspondientejagsimo
nivel se obtiene dglj — 1)-&simo refinamiento homégeo de una malla inicial dada (corres-
pond iente al nivel 1), las grillas de los niveley n — 1 participan de la malla compuesta para
resolver el problema. Es decir, relativo a la ecaadlL9), A, = A,,, dondeA,, es la matriz co-
rrespondiente al nivel anteriormente citado, ;> se obtiene de completar con ceros la matriz
A, _1 para alcanzar la dimerigi deA,,.

Debido a que el @odo Multigrilla plantea resolver en el niveuna ecuadn para el error
del sistema planteado en el nivek- 1 (véase la secon 2), no resultdia eficaz proponer una
composiodbn o mezcla de mallas en cada nivel. Esto se debe aajagisne sentido plantear
esta mezcla para la soléci u,,,, y No para su error. Entonces, se propone modificar en el
esquema de Multigrill&inicamente la matriz correspondiente al niwgbkustituyendola por la
matriz que surge de la mezcla de mallas. La figleaquematiza la estrategia. Con este planteo,
es esperable que ladnica Multigrilla conserve sus caradsticas de convergencia, dado que
las soluciones de los problemas con y sin mezcla de mallas se encuentran relativamente cerca.
Esto sea comprobado en forma experimental con los problemas que se presentanbimba pr
seccon.

Estimaciones para el error deletodo de elementos finitos aplicado a problemas como el
del primer ejemplo permiten obtengr~ 2 en la ecuadn (16) (Sonzogni et a).1996. Sien-
do este el caso para el refinamiento aplicaldo€ 2h,,,), se emplea en en este caso como
factor de participaéin « = 4/3. Para el problema test correspondiente al dominid.ese
bus® numéricamente el factor de participaai que minimiza el error obteemdoser = 5/3.
PorGltimo, para el problema con coeficientes variables, el valor de partidipaoirrespondi-
ente, se estimtambén nungéricamente, luego para este problema se tiene4 /3.
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nivel

1

Figura 2: Multigrilla para malla compuest¥-€ycle

5. PROBLEMAS TEST

A continuacon se presentan problemas test, algunos de ellos con@olexacta, en donde
se muestran las ventajas de resolverlos medianézitada de doble malla junto con ekbtodo
Multigrilla. Si bien no existe uriinico algoritmo Multigrilla que resuelva todas las ecuaciones
elipticas, § existe un &cnica que provee el marco para resolverlos. Es necesario entonces para
cada caso ajustar las distintas componentes del algoritmo que forman parte del entorno para
resolver cada problema esfie.

5.1. Problema de Poisson

Se propone como primer ejemplo, resolver por étado de elementos finitos el siguiente
problema:

—Au=f, enQ=10,1] x [0,1]
{ u =20, sobred? (20)
cuya soluddbn exacta estdada por:
3 1 9 4 1 1
= 312 —Daz=-Sz-Ne—-)yly—D(y—)y—=)y——) (21
u(z,y) = 312502(z — 1)(z — S)(@ — )@ — 75yl = Dy = £)ly = )y — 15) @1)

En la figura3 se ilustra una de las mallas correspondiente al tercer nivel de refinamiento.

Se resolvd el problema realizando la composinide dos mallas de elementos finitos no es-
tructuradas, siendo una de ellas el resultado del refinamiento léomoge la otra que participa
en la mezcla. Se empesl método Multigrilla para resolver el sistema lineal resultante de la
discretizacdbn como se expli@ en la secdn 4. En la figura4 se presenta la solum obtenida
con una tolerancia dex 10~% para la convergencia en el residuo.

En las figura y 6 se muestran los errores nodales entre la sotuekacta y la solubn
numérica obtenida para la mallaamfina (nivel) y la compuesta. Para cuantificar los errores y
evaluar el comportamiento delgtodo Multigrilla, las tablag y 2 presentan algunos resultados.
La tablal contiene resultados para el cidloe incluye la cantidad de niveles que se utilizan en
el método Multigrilla, el rumero de iteraciones necesario para la convergencia, los errores en
norma del raximo y Lo, y el tiempo de &élculo en segundos. La tak®acorresponde al ciclo
Ww.
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Figura 3: Malla para el problema de Poisson Figura 4: Soluddn nurrérica al problema de Poisson

Sin mezcla
niveles| iteraciones error del néximo | errorenL, | tiempo [s]
3 7 3.3960<10°3 8.4062<10°* | 1.22x10°!
4 7 9.5195<10~* 2.0931x10°% | 4.24x10°!
5 7 2.8171x10°* 5.2294<10°° 1.70
6 7 8.1310<10°° 1.309% 10 7.34
Con mezcla
niveles| iteraciones error del néximo | errorenL, | tiempo [s]
3 7 1.1824<1073 8.0901x10°° | 1.31x10°!
4 7 1.6160<10~* 7.161710°° | 4.55x10°!
5 7 2.1730<10°° 6.4398<10° " 4.54

Tabla 1: Errores para el cicld, con 3 pasos de pre y post suavizado de Jacobi con factor 0.7 para el problema de
Poisson.

Sin mezcla
niveles| iteraciones error del néximo | errorenL, | tiempo [s]
3 6 3.3959%<10°° 8.4060<10~* | 1.55x10°!
9.5185<10°* 2.0928<10~* | 4.66x10°!
2.8159%<10°* 5.2258<107° 1.78
8.1190<10°° 1.3060<10°° 7.55
Con mezcla
niveles| iteraciones error del néximo | errorenL, | tiempo [s]
3 6 1.1824<10°3 8.0893<10°° | 1.62x10°!
4 6 1.6181x10~* 7.1549<10°° | 5.63x10°!
5 5 2.1912<10°° 6.3367 1077 | 4.08x10!

Tabla 2: Errores para el cicl’, con 3 pasos de pre y post suavizado de Jacobi con factor 0.7 para el problema de
Poisson.

En las figura$ y 6 se observa para este problema la incorpérade la écnica de malla
compuesta sobre los errores correspondientes. En las tablas presentadas se muestra como dis-
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Figura 5: Curvas de nivel del error para la soturci Figura 6: Curvas de nivel del error para la soturci
con la malla nas fina para el problema de Poisson con malla compuesta para el problema de Poisson

minuye el error con la mezcla, el cual puede apreciarse mejor cuando se calcula mediante la
normal, y, adenas, ®@mo crece el tiempo con la doble malla, lo cual se debe al hecho de que

la matriz del sistema es menos rala que la correspondiente al sistema sin mezcla. Respecto del
comportamiento de la estrategia propuesta en la@edgiara la resoluén de problemas con

malla compuesta aplicando Multigrilla, puede concluirse que la misma preserva las tstracter

cas del netodo Multigrilla original. Esta afirmaon se basa en que elimero de iteraciones
necesarias para la convergencia en los casos con y sin mezcla de mallas permanece constante
(véanse tablasy 2).

5.2. Problema de Laplace sobre un dominio eh

Consicerese el problema de Laplade: = 0 en un dominio en forma dé con la soluddn
exacta (dada en coordenadas polares)

u(r, ¢) = /3 sin ggb (22)

El problema se discretiza utilizando una triangudaano estructurada como la de la figurda
cual corresponde a una instancia intermedia del refinamiento.

Se realin la composidn de las mallas y se resobvel problema resultante con Multigrilla.
En la figura8 se presenta la solum obtenida con una tolerancia tlex 10~ para la conver-
gencia en el residuo.

En las figura® y 10 se muestran los errores nodales entre la sofuekacta y la soluén
nunmérica obtenida para la mallads fina y la compuesta. Las tablg 4 presentan los resulta-
dos obtenidos. La tabcorresponde al cicld” e incluye la cantidad de niveles que se utilizan
en el nétodo Multigrilla, el rumero de iteraciones necesario para la convergencia, los errores
ennormal., Y Lo, y el tiempo de &lculo en segundos. La tablacorresponde al cicldl.

Las conclusiones que pueden obtenerse para este problema son similares a las expuestas en
el problema de Poisson de la subséncanterior. Para reforzar lo concluido acerca de la con-
vergencia del ratodo Multigrilla para mallas compuestas, se presenta la edolwagl residuo
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Figura 7: Malla para el problema con dominio Bn
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Figura 8: Soludn nunerica al problema con dominio

enlL
Sin mezcla
niveles| iteraciones error del néximo | errorenL, | tiempo [s]
3 8 5.6340<10% | 6.0714x10* | 2.57x10°!
4 8 3.5637% 107 2.4614<10~* | 9.81x10°!
5 7 2.2489%<10% | 9.9025<10°° 3.56
Con mezcla
niveles| iteraciones error del néximo | errorenL, | tiempo [s]
3 8 3.0409<10° | 1.2747%10°* | 2.76x 107!
4 8 1.9152<10°% | 4.2726<10°° 1.03
Tabla 3: Errores para el cichd, con 4 pasos de pre y post suavizado de Jacobi con factor 0.7 para el problema del
dominio enL.
Sin mezcla
niveles| iteraciones error del nximo | errorenL, | tiempo [s]
3 7 5.6340<10° | 6.0714x10* | 3.36x 10!
4 7 3.563%10° | 2.461310* 1.27
5 7 2.248710~% | 9.8953x10°° 5.21
Con mezcla
niveles| iteraciones error del néximo | errorenL, | tiempo [s]
3 8 3.0409<10° | 1.2748<10* | 3.79x 10!
4 8 1.9151x10°3 4.2736<10°° 1.49

Tabla 4: Errores para el cicld’, con 4 pasos de pre y post suavizado de Jacobi con factor 0.7 para el problema del

dominio enL.

con el rumero de iteraciones en las figurbky 12, respectivamente, para los ciclosy V.
Como puede observarse, las curvas del residuo saotipemente paralelas en los casos con y

sin mezcla de mallas.
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Figura 10: Error entre las soluciones exacta y

aproximada para el problema con dominio n
con doble malla

Figura 9: Error entre las soluciones exacta y
aproximada para el problema con dominiolen

10 T T T 10 T T

T —— sin mezcla nivel 3 ki — sin mezcla nivel 3

— sin mezcla nivel 4 . — sin mezcla nivel 4
-2 —— sin mezcla nivel 5 2 —— sin mezcla nivel 5

10k : —+— con mezcla nivel 3 3 107 : —— con mezcla nivel 3 4

—— con mezcla nivel 4 —— con mezcla nivel 4

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 11: Residuos correspondientes al problema Figura 12: Residuos correspondientes al problema
enL para el cicloV. en L para el ciclolV.

5.3. Problema Elptico a Coeficientes Variables

Consicerese el problema

=V - (a(z,y)Vu) = f(z,y) (23)

en un dominid? conu = 0 sobred(?, dondef = 10. Sea? = ([0, 10] x [0,5.5])/B, dondeB
es el disco de radib/2 y centro(1.25,2.75). El coeficiente de difuéhn a(x,y) es discontinuo
y est dado por

1 sil/2<./(z—1.25)2+ (y —2.75)% < 2
a(r,y) =4 1000 si2 < \/(x—1.25)2+ (y —2.75)2 < 6 (24)
1 enotro caso
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El problema se discretiza empleando una malla no estructurada de elementos triangulares,
como puede verse, para el tercer nivel, en la figixa

55

5
4.5
4
3.5
3
>
25
2
15
1

0.5

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 13: Malla para el problema de coeficientes variables

I~ 2
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S 4'4'"&5*\‘\‘“"" { VAN \
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4 ‘VA%'G» "'” v%%‘ 8 05

i S
WSS : ‘
ST

<X —~
S

. . L. Figura 15: Curvas de nivel para el problema de
Figura 14: Soludn nurérica al problema de co- coeficientes variables

eficientes variables

En las tabla®$ y 6 se presentan los resultados obtenidos para el problema. En las mismas
se resolvd para el cicloV con 5 pasos de pre y post suavizado, con un factdr.&leara el
suavizador de Jacobi y una tolerancialde 10-¢ para la convergencia en el residuo. Para el
ciclo W con mezcla, a diferencia de los casos anteriores, se necesitaron 6 pasos de pre y post
suavizado para alcanzar la convergencia con la misma tolerancia. Con el algoritmo Multigrilla
estandar, la discontinuidad que presenta el coeficiente difusivo implica una gran demanda que
no puede ser resuelta en forma sencilla, dado que se emplean mallas no estructuradas y los
“saltos” siguen un padmn circular. Este hecho explica el grainmero de iteraciones necesarias
para alcanzar la convergencia y se refleja té&mlein el comportamiento del residu@énse las
figurasl6y 17).
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Sin mezcla

niveles| iteraciones tiempo [s]

3 25 1.46
4 41 9.35
Con mezcla

niveles| iteraciones tiempo

3 | 30 |

1.86

|

Tabla 5: Datos para el ciclg para el problema con coeficientes variables.

Sin mezcla
niveles| iteraciones tiempo
3 18 1.47
4 27 8.99
Con mezcla

niveles| iteraciones tiempo

| 3 | 24 [ 207 ]

Tabla 6: Datos para el cicld’ para el problema con coeficientes variables.

T T T T 10

— sin mezcla nivel 3
—— sin mezcla nivel 4
L+ . con mezcla nivel 3 | : | 10" %

— sin mezcla nivel 3
—— sin mezcla nivel 4
con mezcla nivel 3 ||

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 0

30

Figura 16: Residuo correspondiente para el pro-
blema de coeficientes variables para el ci¢lo

Figura 17: Residuo correspondiente para el pro-
blema de coeficientes variables para el cidlo

6. CONCLUSIONES

En el presente trabajo fueron presentados resultados preliminares de una implémeleiaci
método Multigrilla junto con laécnica de malla compuesta aplicada a la resotudel sistema
algebraico que surge de la discretizacimediante el @todo de elementos finitos.

Dado que algunos de los ejemplos gasesolucbn exacta, pudo confrontarse la sof@rci
obtenida mediante el @odo Multigrilla con la analica, ob&rvandose la potencialidad del
método.

La estrategia Multigrilla se mogtmas eficiente al aumentar el taittedel sistema a resolver
obsenandose siempre la ventaja del uso dettanica de doble malla al obtenerse una séluici
mejorada con respecto a la obtenida por cada malla de la mezcla individualmente.
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Se plantea como trabajo a futuro el desarrollo detado Multigrilla para problemas &s
generales, nado elipticos sino taml@n otros de naturaleza paddisa-hipertdlica, consideran-
do campos escalares y vectoriales. Las ecuaciones de Navier-Stokes constituyen un ejemplo
clasico de estéltimo tipo de ecuaciones. Aders, se proponen la incorporanide la vergin
algebraica del ®mtodo (AMG) y su implementagn en paralelo a fin de poder aplicarlo a la
resolucdn de problemas de in&es pactico.
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