
PROPIEDADES DE UNA NUEVA ESTRATEGIA DE SUAVIZADO DE
MALLAS
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Resumen.En este artı́culo se presentan varias caracterı́sticas de una nueva estrategia de suavizado
(smoothing) de mallas. La t́ecnica fue disẽnada por los autores para el cálculo de la dińamica de la
malla en problemas de interacción fluido-estructura resueltos mediante una formulación tipo ALE (Ar-
bitrary Lagrangian Eulerian). La citada estrategia, se basa en la minimización global de un funcional
no lineal que mide la distorsión de la grilla empleando un indicador geométrico de calidad elemental.
Este indicador se define para elementos sı́mplices, teniendo como referencia el elemento equilátero co-
rrespondiente (triángulo o tetraedro). La calidad para elementos no-sı́mplices se define en función de
su descomposición en śımplices. Con el objetivo de mejorar la aproximación inicial para el problema
de minimizacíon en cada paso de tiempo, se propone un predictor basado en la variación temporal del
gradiente del funcional. La estrategia propuesta puede aplicarse para mejorar la calidad de una malla,
produciendo una “relajación” inicial de la misma. Cuando esta relajación inicial no es deseada, puede
modificarse el funcional a fin de que el elementoóptimo sea uno de referencia definido por el usuario, en
lugar del elemento equilátero correspondiente. Además, se muestra mediante experimentos numéricos
que la t́ecnica propuesta permite la generación de mallas ortogonales en geometrı́as arbitrarias cuando
se emplean cuadrángulos y hexaedros en 2D y 3D, respectivamente. La regularización del funcional pro-
puesto permite obtener una técnica de untangling-smoothing simultáneos de mallas. Se presentan varios
ejemplos nuḿericos que muestran el potencial referido de la técnica propuesta.
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1. INTRODUCCI ÓN

Los métodos de suavizado de mallas (mesh smoothing) son disẽnados con el objetivo de
mejorar la calidad de las mismas. Estos métodos reposicionan los nodos de la grilla manteniendo
constante la topologı́a (conectividad), pudiéndose clasificar enlocalesy globales. Los ḿetodos
locales reubican los nodos de a uno por vez considerando sólo la submalla que lo contiene.
Por otro lado, los ḿetodos globales actualizan simultáneamente la totalidad de las coordenadas
nodales. Al poseer la propiedad de mover nodos, un método de suavizado puede ser aplicado
para resolver la dińamica de la malla en problemas con dominios cuyas fronteras son móviles.
Este tipo de problemas suele presentarse en diversas aplicaciones cientı́ficas y de ingenierı́a,
como por ejemplo en problemas de interacción fluido-estructura resueltos con técnicas tipo
ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian), problemas de sólidos con grandes deformaciones, etc.
La estrategia CMD (Computational Mesh Dynamics) aplicada para resolver la dinámica de una
malla resulta de gran importancia, dado que elementos de baja calidad influencian la estabilidad,
convergencia y precisión de los ḿetodos nuḿericos de resolución (Koobus y Farhat, 1999;
Farhat et al., 2001; Farhat y Geuzaine, 2004; Farhat et al., 1998; C.O.E., 2004; Stein et al.,
2004; Bar-Yoseph et al., 2001; Blom, 2000; Chiandussi et al., 2000; Kjellgren y Hyvärinen,
1998; Löhner y Yang, 1996).

Existe una gran variedad de métodos de suavizado basados en optimización, los cuales
poseen el objetivo de mejorar la calidad de la malla medida con una métrica de calidad particu-
lar (Amenta et al., 1999; Amezua et al., 1995; Cannan et al., 1998; Parthasarathy y Kodiyalam,
1991; Zavattieri et al., 1998; Freitag y Knupp, 1999). Este trabajo trata acerca de una técnica
de suavizado de mallas basada en la optimización de la calidad de la grilla, y desarrollada para
resolver la dińamica de la malla en problemas de interacción fluido-estructura (López et al.,
2007b). El funcional que se propone minimizar se vuelve singular cuando alguno de los ele-
mentos de la malla se invierte, restringiendo el uso del método de suavizado a mallas válidas.
La regularizacíon de este funcional permite obtener una estrategia de untangling y smoothing
simult́aneos de mallas (López et al., 2006, 2007a). Se tiene aśı una t́ecnica CMD capaz de tratar
con mallas inv́alidas que, a diferencia de otros métodos (Freitag y Plassmann, 2000; Kovalev
et al., 2003; Escobar et al., 2003; Montenegro et al., 2003), se resuelve en forma global.

En algunas aplicaciones, la calidad de una malla suele evaluarse a través de su ortogonalidad
(Haussling y Coleman, 1981; Eça, 1996; Jeng y Chen, 1999; Akcelik et al., 2001). Un enfoque
clásico para la generación de mallas ortogonales es el uso demapeos conformes(véaseMoretti
(1992)). Bajo ciertas condiciones, la técnica de untangling-smoothing que se propone en este
trabajo permite la obtención de mallas aproximadamente ortogonales. Se presentan varios ejem-
plos que muestran esta caracterı́stica de la t́ecnica expuesta.

2. ESTRATEGIA DE SUAVIZADO

La técnica de suavizado propuesta se basa en un problema de optimización resuelto en forma
global, donde el funcional representa la distorsión de la malla. Tal funcional fue definido del
siguiente modo (López et al., 2007b):

F (x) =
∑

e

Fe(x) =
∑

e

qe(x)m (1)

siendoqe un indicador de calidad del elemento ym un entero no negativo.
Aśı planteado el funcional, la estrategia es aplicable a mallas de cualquier tipo de elementos

adoptando un indicador de calidad adecuado. En el presente trabajo se propone utilizar elı́ndice
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de calidad geoḿetrico

q = C
N∑

i=1

qS,i (2)

dondeC es una constante de normalización tal que0 < q ≤ 1, N es el ńumero total de las
posibles subdivisiones del elemento en sı́mplices,qS,i se calcula para eli-ésimo śımplice de la
subdivisíon y est́a dado por

qS =
V∑
j lnd

j

(3)

lj representa la longitud delj-ésimo lado del śımplice,V su volumen ynd es el ńumero de
dimensiones espaciales del problema.

Esta t́ecnica de suavizado es aplicable a la resolución de la dińamica de la malla en problemas
con dominios deformables. En este caso se actualizan las coordenadas nodales a medida que
transcurre el tiempo, manteniendo la topologı́a de la malla constante. El problema a resolver
para el paso de tiempon se escribe

mı́n
xn

F (xn)

s a(xn − x0)|Γ(tn) · n(tn) = 0
(4)

dondex0 son las coordenadas iniciales de los nodos de la malla,Γ(t) es la frontera del dominio y
n(t) su normal. Como se observa, se permite a los nodos ubicados sobre la frontera del dominio
deslizar en la dirección tangencial a la misma. Otra opción en cuanto a las condiciones de con-
torno consiste en fijar los nodos de frontera en posiciones predeterminadas, lo cual resulta más
limitado pero simplifica el problema de minimización dado que se eliminan las restricciones.

3. PREDICTOR DIFERENCIAL

El problema de optimización planteado en la sección anterior consiste en hallar la posición de
los nodos en cada paso de tiempo resolviendo el problema de minimización4, lo cual se realiza
aplicando la t́ecnica iterativa de Newton-Raphson. El vector de coordenadasx se compone de
nodos sobre la frontera del dominioxb y nodos en su interiorxint.

x =

[
xb

xint

]
(5)

Si las componentesxb de x se fijan, en cada paso de tiempo el problema de minimización
consiste en hallar

xn
int = argmin

x̃int

F

([
xn

b

x̃int

])
(6)

La fórmula de recurrencia del ḿetodo de Newton-Raphson está dada por

xn,k+1
int = xn,k

int − (Kk)−1Rk (7)

donde

R =
∂F

∂xint

K =
∂R

∂xint

(8)
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Esto genera una sucesiónxn,k
int que, si converge, da la solución del problema de optimización

ĺım
k→∞

xn,k
int = xn

int (9)

La eleccíon más simple para el valor inicialxn,0
int consiste en tomar la solución del paso de

tiempo anterior

xn,0
int = xn−1,∞

int (10)

Si los elementos próximos a la frontera ḿovil son relativamente pequeños, la combinación “ar-
tificial” [xn−1,∞

int ,xn
b ] puede producir elementos inválidos (invertidos), áun para pasos de tiempo

pequẽnos. De hecho, el paso de tiempo se encuentra limitado por el tamaño de los elementos en
proximidad a la frontera. Ası́, el paso de tiempo lı́mite del problema de la dinámica de la malla
disminuye con el refinamiento de la grilla.

Con el objetivo de evitar este problema se propone un predictor lineal para la malla inicial.
Si se considera la soluciónxint(t) para cadat en el intervalotn−1 ≤ t ≤ tn, entonces

R(xint(t),xb(t)) = 0 (11)

Derivando con respecto al tiempo y evaluando parat = tn−1 se tiene(
∂R

∂xint

)
tn−1

ẋint(t
n−1) +

(
∂R

∂xb

)
tn−1

ẋb(t
n−1) = 0 (12)

Con esto, la sucesión generada por el ḿetodo de Newton-Raphson puede ser inicializada con la
extrapolacíon

xn,0
int = xn−1,∞

int + ∆t ẋint(t
n−1) (13)

Consid́erese, por ejemplo, un problema 1D con una malla homogénea deN elementos lineales
en el intervalo[0, 1]. Se fija la frontera derecha y la frontera izquierda se mueve hacia la derecha
con velocidad 1. Con la estrategia “standard” de inicialización, el paso de tiempo lı́mite es
inicialmente∆tCMD = h = 1/N , dado que un paso de tiempo mayor causarı́a que la frontera
izquierda pase por encima de la posición del primer nodo interno (inicialmente enx = h).
Por otro lado, con el predictor diferencial propuesto, el paso de tiempo lı́mite es∆tCMD = 1,
obteníendose en este caso la solución óptima sin necesidad de aplicar la estregia de Newton-
Raphson. Adeḿas ha sido verificado mediante experimentos numéricos que con este predictor
diferencial el paso de tiempo lı́mite∆tCMD es independiente del refinamiento de la malla.

4. RELAJACI ÓN DE LA MALLA INICIAL

La malla inicial del problema puede no seróptima con respecto al funcional planteado. Con-
sidérese por ejemplo la malla estructuradaM1 que se muestra en la figura1, la cual se compone
de 200 elementos triangulares. La estrategia de optimización tiende a convertir cada elemento
al triángulo equiĺatero, de forma tal que, luego de la relajación, se obtiene la mallaM3 mostrada
en la misma figura. En este caso, durante el proceso de relajación los nodos sobre los ladosAB,
CD fueron fijados, mientras que a los nodos sobre los ladosBC, AD se les permite deslizar
en la direccíon horizontal. Se observa que los elementos cerca de los vérticesA y C tienden a
achicarse, mientras que aquellos elementos cercanos a los vérticesB y D tienden a aumentar
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su tamãno. Este efecto es causado por la forma particular en que los cuadrados fueron divididos
en tríangulos.

La etapa de“relajaci ón” inicial puede ser deseable o no. Si la malla inicial posee una calidad
baja, entonces la etapa de relajación tiende a mejorar la calidad de la misma. Sin embargo, si
la malla inicial posee un refinamientoad-hoc, es posible que la relajación tienda a eliminar tal
refinamiento. Por ejemplo, la mallaM2 en la figura1 posee un refinamiento hacia el ladoAB,
con un espaciamiento horizontal 3.5 veces mayor hacia el ladoCD relativo alAB. Como resul-
tado de la etapa de relajación se obtiene la mallaM3. Esta malla depende sólo de la topoloǵıa de
la malla inicial y de las restricciones impuestas a los nodos de frontera, pero no de la posición
inicial de los nodos interiores.

A

B C

D

relaxation

relaxation

M2 = initial mesh with refinement

M3 = relaxed mesh

M1 = initial homogeneous mesh
A

B C

D

A

B C

D

Figura 1: Relajacíon de mallas.

El funcional puede modificarse a fin de mantener el refinamiento inicial de la malla. Obsérvese
que para elementos sı́mplices existe unáunica transformación lineal(x0,T) que transforma las
coordenadas{xreg,j} del elementoregular o equiĺatero a las coordenadas del elemento real
{xj}.

xj = x0 + Txreg,j (14)

El funcional propuesto puede escribirse como una función de la matriz de transformaciónT

Fe = g(T) (15)

dado que el mismo puede calcularse, aplicando la transformación, considerando las coordenadas
del elemento regular y luego calcular las longitudes de los lados, su volumen y, finalmente, el
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Figura 2: Relacíon entre los elementos real, regular y de referencia.

funcional. Este ćalculo se encuentra representado por la funcióng( · ). Obviamente, el funcional
no depende de una traslación x0. Por construccíon, g posee un ḿınimo cuandoT = cO, con
c un factor de escala yO una matriz ortogonal, debido a que en este caso el elemento real es
similar al elemento regular.

El objetivo consiste en modificar el funcional de forma tal que el elementoóptimo paraFe

no sea el elemento regular, sino algún elemento de referencia con coordenadas{xref,j} (véase
figura2). Para ello, se considera la transformación del elemento de referencia al elemento real

Fe = g(TT′−1
) (16)

dondeT′ transforma el elemento regular al elemento de referencia.
Obśervese que la modificación que se busca puede introducirse calculando las transforma-

cionesT,T′ y luego determinando el funcional con las coordenadasx′j = TT′−1xreg,j. La
figura3 presenta un ejemplo, donde la malla original posee un refinamiento hacia el ladoAB.
Este lado se deforma según una rampa de amplitud 0.2, resultando la malla que se muestra a
la derecha en esa misma figura. Como se observa, la malla final posee el refinamiento hacia el
ladoAB debido a que no se produjo la relajación inicial.

Los jacobianos analı́ticos se calculan componiendo los calculados en la forma usual respecto
ax′j con el jacobiano

∂x′j
∂x′j

= TT′−1
T−1 (17)

5. ESTRATEGIA DE UNTANGLING-SMOOTHING

Como fue propuesto, el funcional es continuo siempre queqe 6= 0 para todos los elementos
de la malla debido a que se empleam < 0. qe → 0 cuando para alǵun śımplice de la subdivisión
del elementoVi → 0, dado que

∑
j lnd

i, j se encuentra acotado por debajo si el sı́mplice no tiende
a colapsar en un punto. Por lo tanto, la aplicación de la t́ecnica se restringe a mallas válidas
debido a que se forman “barreras” infinitas cuando el volumen de alguno de los elementos
tiende a cero, impidiendo ası́ la obtencíon de una malla v́alida a partir de una inv́alida.
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initial mesh with refinement deformed mesh

A

B C

D

B C

DA

Figura 3: Deformacíon de una malla con refinamiento localizado.

Con el objetivo de evitar los problemas asociados con las singularidades referidas, el fun-
cional puede regularizarse reemplazandoV en la ecuacíon (3) por la funcíon

h(V ) =
1

2
(V +

√
V 2 + 4δ2) (18)

Esta es una función del volumen positiva y estrictamente creciente. El parámetroδ representa
el valor de la funcíon cuando el volumen es nulo.

El funcional modificado queda expresado entonces como:

F ∗(x) =
∑

e

F ∗
e (x) =

∑
e

q∗e(x)m (19)

con

q∗ =
Ch(V )∑

j lnd
j

(20)

Comoh(V ) 6= 0∀V , el funcional regularizadoF ∗(x) resulta ser continuo en todo el espacio.
La dependencia deh(V ) con el paŕametroδ es tal que

ĺım
δ→0

h(V ) =

{
V si V ≥ 0
0 si V < 0

Entonces, a medida queδ disminuye el funcional modificado se acerca cada vez más al funcional
original, al igual que sus respectivosóptimos. En el ĺımite cuandoδ → 0, F ∗(x) → F (x) punto
a punto. Aśı, definiendo una sucesión decreciente paraδ, se tiene una estrategia de untangling-
smoothing simult́aneos de mallas. Elk-ésimo elemento de la sucesión adoptada, correspondi-
ente al pasok en la iteracíon de Newton-Raphson, está dado por

δk = máx(δk−1 − α|∆δk|, βδk−1) (21)

conα y β constantes menores que la unidad, y

∆δk = −
(

∂2F ∗

∂δ2

)−1

n,k−1

[(
∂F ∗

∂δ

)
n,k−1

+

(
∂2F ∗

∂δ∂x

)
n,k−1

(xn,k − xn,k−1)

]
(22)

Los detalles de la deducción de la ecuación (21) y la metodoloǵıa de resolucíon pueden
encontrarse enLópez et al.(2006, 2007a).
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5.1. Flujómetro axisimétrico

Para ejemplificar el uso de la estrategia de untangling-smoothing simultáneos presentada, se
resuelve la dińamica de la malla para el problema de un flujómetro axisiḿetrico. En la figu-
ra 4 se muestra un esquema de la geometrı́a del dispositivo, la cual posee una frontera móvil
correspondiente a la válvula del fluj́ometro. Inicialmente la alzada de la válvula (distancia a su
asiento) es de 5 mm. La ley de movimiento es lineal, desde su posición inicial hasta una alzada
mı́nima de 0.5 mm. Se utiliźo una malla con 12133 elementos triangulares y 6394 nodos, con
h ' 0.2 mm en la zona de la v́alvula y el asiento. En la figura5(a)se presenta un detalle de la
malla empleada. La instancia (b) de la misma figura corresponde a la malla con la cual comien-
za a iterar la t́ecnica de untangling-smoothing, donde se han coloreado los elementos invertidos.
La malla v́alida finalmente obtenida se muestra en la figura5(c). En este caso, se aplicó toda
la deformacíon en un solo paso con el siguiente conjunto de parámetros:m = −1, α = 1 y
β = 1× 10−1. Respecto a las condiciones de contorno aplicadas, los nodos ubicados sobre una
frontera curva fueron fijados a la misma, permitiéndose deslizar en la dirección tangencial a la
frontera a aquellos que se posicionan sobre lados rectos.

H

h

y

rv

R

O x

moving
valve

Figura 4: Fluj́ometro axisiḿetrico.

(a) Posicíon inicial (b) 100 % def. - Malla ini-
cial

(c) 100 % def. - Malla final

Figura 5: Fluj́ometro axisiḿetrico - Detalle de la malla.

En la tabla1 se resumen los tiempos de cómputo para obtener una malla válida para la
alzada ḿınima de la v́alvula al variar la cantidad de pasos de tiempo. El problema fue resuelto
aplicando y sin aplicar el predictor diferencial presentado en la sección 3. Los coeficientes
empleados en la técnica de untangling-smoothing fueron elegidos en busca de minimizar la
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cantidad de iteraciones necesarias (lo cual se traduce en tiempo de cálculo) cuando se utiliza
un único paso de tiempo. Como se observa en la tabla, cuando se aplica el predictor diferencial
el tiempo de ćalculo permanece aproximadamente constante. Esto no se verifica en la columna
que lista los tiempos de cálculo sin el empleo del predictor diferencial.

Pasos de tiempoSin predictor Con predictor

1 39.486 s. 77.721 s.
2 113.897 s. 79.217 s.
5 121.616 s. 82.272 s.
10 204.734 s. 78.549 s.

Tabla 1: Tiempo de ćalculo total para el problema del flujómetro.

6. GENERACIÓN DE MALLAS ORTOGONALES

El ángulo interno ḿınimo de los elementos es generalmente usado como criterio para la
calidad de las mallas. En este sentido, las mallas ortogonales sonóptimas, dado que todos
los ángulos internos son aproximadamente rectos. Los métodos demapeos conformesgeneran
mallas ortogonales para geometrı́as relativamente simples. Sin embargo, un método pŕactico
más general para la generación de mallas ortogonales es aún un tema de investigación.

Con la t́ecnica de movimiento de mallas propuesta es posible, bajo ciertas condiciones,
obtener mallaśoptimas que suelen obtenerse por métodos analı́ticos como por ejemplo el de
mapeos conformes.

La siguiente lista resume el interés en la generación de mallas ortogonales:

Las mallas ortogonales sonóptimas de acuerdo con el criterio deángulo interno ḿınimo.
Algunos ḿetodos nuḿericos se simplifican (y posiblemente se aceleran) sobre mallas
ortogonales.
Algunos ḿetodos nuḿericos requieren mallas ortogonales.

6.1. Transformación para la esquina reentrante déangulo recto

La técnica de mapeos conformes se basa en la representación del espacio en 2D como el
plano complejo. Debido a que las transformaciones entre planos complejos que se derivan de
funciones analı́ticas preservańangulos, las mallas ortogonales pueden obtenerse mapeando el
dominio real a un rectángulo, generando una malla ortogonal (Cartesiana) en ese rectángulo, y
nuevamente mapeando las posiciones nodales al dominio real. La malla ası́ otenida es aproxi-
madamente ortogonal, es decir losángulos en las intersecciones convergen aπ/2 al refinar la
malla.

Una malla de este tipo se muestra en la figura6. La malla se obtiene mapeando el plano
complejoζ = ξ + iη, sobrez = x+ iy mediante la transformaciónz = ζ

3/2. Esta transformación
se utiliza a menudo para generar mallas ortogonales para el problema del flujo a través de la
esquina reentrante deángulo recto. La malla de la figura se obtuvo aplicando la transformación
a una malla cuadrada homogénea de30×30 elementos en el cuadrado unitario del0 ≤ ξ, η ≤ 1.

Esta malla se puede obtener con el método propuesto deformando la malla cuadrada mien-
tras se imponen desplazamientos a los nodos ubicados sobre los ladosDB y BA, y dejando
libre a los nodos que se hallan sobre ladosAE y ED. Sin embargo, es crucial permitir que
los nodos ubicados sobreDB y BA puedan deslizarse libremente en la dirección tangencial
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Figura 6: Malla ortogonal para el problema de la esquina reentrante generada con el mapeoz = ζ
3/2

a la frontera, debiéndose imponer una restricción lineal sobre los desplazamientos. Si ambos
desplazamientos se imponen en estos lados, entonces el espaciamiento de la malla a lo largo
de ellos permanecerá constante y la malla no será ortogonal. Esto es difı́cil de conseguir para
las fronteras curvas, donde deben dejarse los nodos deslizar libremente en la dirección tangen-
cial, lo cual representa un restricción no lineal sobre los desplazamientos. Más áun, los nodos
debeŕıan poder deslizar a través de los v́ertices, como si tuvieran una curvatura grande pero
finita. Esta restriccíon vuelve impŕactico el uso de la técnica para generar mallas conformes.
No obstante, se presentan algunos ejemplos con el objetivo de mostrar la potencialidad de la
misma.

En este caso en particular, el problema no está bien planteado porque para un conjunto dado
de posiciones nodales{xj}n

j=1, un múltiplo escalar de ellos{αxj}n
j=1 posee el mismo valor del

funcional. Para solucionar este problema, el funcional se regulariza agregándosele un término
proporcional al volumen del elemento (López et al., 2007b).

La malla obtenida mediante el método propuesto se muestra en la figura8. Cada elemento
cuadrangular ha sido particionado en cuatro triángulos seǵun lo explicado anteriormente, de mo-
do que cada cuadrángulo se dibuja junto con sus diagonales. Para determinar cuantitativamente
el error entre los mapeos analı́tico y nuḿerico, la posicíon de los nodos en el ejex = Re {z}
(es decir la relación x = x(ξ)) se superpone en la figura7. Como se observa, no hay error
apreciable en el resultado numérico.

Para comprobar el error cuantitativo en la ortogonalidad de la malla, se determinan losángu-
los en los v́ertices de los elementos cuadrangulares y se calcula la desviación máxima respecto
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Figura 7: Comparación de las posiciones nodales a lo largo del ejex.

Figura 8: Malla ortogonal generada numéricamente mediante el método propuesto para la esquina reentrante. Se
presentan elementos cuadrangulares con sus diagonales.

al ángulo recto para todos los elementos que convergen en un nodo. Esto se grafica para todos
los nodos de la malla en la figura9 en funcíon de la distancia radial al origenB. Claramente,
se observa un error significativo de45

◦
para el nodo en el origenB que est́a fijo y no puede

mejorarse. La desviación disminuye ŕapidamente con la distancia al origen, y parar = 0.1 ésta
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es ḿas baja que2.5
◦
. Otro criterio para determinar la ortogonalidad es la desviación delángulo

entre las diagonales en el punto en el cual se intersecan con respecto a90
◦
. Esto se muestra en

la misma figura y se observa que es significativamente más bajo que la desviación en los nodos.
Esta medida de la ortogonalidad siempre es menor que1.5

◦
, y parar = 0.1 es menor que0.1

◦
.

Figura 9: Ḿaximoángulo de desviación en los nodos ýangulos de desviación en el centro de los elementos para
la esquina reentrante.

6.2. Transformación de un cuadrado en un rombo

Otro ejemplo donde una puede obtenerse una solución es la transformación de un cuadrado
en un rombo (v́ease la figura10). En este caso los nodos se dejan deslizar libremente a lo largo
de cada lado. Se observa que, por simetrı́a, el ńumero y la distribucíon de los nodos serán iguales
en cada lado, de modo tal que los nodos no necesitan deslizar a través de los v́ertices desde un
lado hacia otro. Cualquier otro cuadrángulo requeriŕıa que los nodos puedan deslizar a través de
los vértices, lo cual implica un tratamiento especial para este tipo de condiciones de contorno.

En la figura10se muestra la transformación obtenida nuḿericamente para una malla de ele-
mentos cuadrangulares de30×30, y unángulo de inclinacíon de54

◦
. Se observa el crecimiento

de los elementos cerca de las esquinasA y C, donde eĺangulo se reduce con respecto alángulo
recto, y la contracción de los elementos en las esquinasB y D. Nuevamente fue calculada la
desviacíon del ángulo entre las diagonales con respecto a90

◦
, present́andose en la figura11.

Los ángulos de desviación fueron ordenados y se dibujan en función del ı́ndice del elemento.
Puede observarse que, con unángulo de inclinacíon de54

◦
hay 855 elementos (el 95 %) con

un ángulo de desviación por debajo de0.35
◦
. Más áun, se calcularon lośangulos de desviación

para mallas ḿas finas de60× 60 y de120× 120 cuadŕangulos para comprobar la convergencia
de la malla a una malla ortogonal, es decir, conforme. En la figura12 se muestra la distribu-
ción de la desviación de losángulos para las tres mallas en un eje logarı́tmico. Se observa que
mientras se reduce la desviación de lośangulos en un factor de 5 en la malla de30× 30 a la de
60× 60, la reduccíon en la malla de60× 60 a la de120× 120 es por un factor mayor a 100.

El mapeo conforme del cuadrado al rombo se puede hallar analı́ticamente mediante dos trans-
formaciones deSchwartz-Christoffel(TSC). Las TSC permiten el cálculo de la transformación
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entre un semiplano y una región arbitraria contenida en un poliedro. Sin embargo, algunos
paŕametros libres de la TSC (la posición de los v́ertices transformados en la frontera del semi-
plano) se deben calcular numéricamente. Esto requiere resolver ecuaciones no lineales cuyas
funciones residuales contienen integrales singulares, y por lo tanto no es una tarea simple. En
este caso pueden calcularse dos TSC de modo que la primera mapea un semiplano en un cuadra-
do y la segunda mapea el semiplano en un rombo. Entonces, la transformación del cuadrado en
el rombo se obtiene componiendo la segunda transformación con la transformación inversa de
la primera.

Figura 10: Malla ortogonal generada numéricamente para la transformación de un cuadrado en un rombo. Se
muestran elementos cuadrangulares junto con sus diagonales.

Figura 11:Ángulo de desviación para la intersección de las diagonales del cuadrángulo para una malla de30× 30
elementos.

6.3. Elipse

Un semiplano puede transformarse en el exterior de una elipse componiendo la transforma-
ción v = ew, que mapea el semiplanow ≥ 0 en el exterior de un cı́rculo |v| > 1, con una
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Figura 12:Ángulo de desviación de la intersección de las diagonales de los cuadrángulos para las mallas de30×30,
60× 60 y 120× 120 elementos.

transformacíon de Joukowski:

z = (1 + a2)−1

(
w +

a2

w

)
(23)

El valor dea se ajusta con la excentricidad de la elipse. En la figura13se presenta una malla de
50× 50 elementos alrededor de una elipse con excentricidadε = 0.932 (esto corresponde a una
relacíon entre ejesb/a = 0.361, donde la excentricidad se define comoε =

√
1− b2/a2). Los

nodos sobreBC y AD se dejan deslizar libremente a lo largo de la dirección horizontal y verti-
cal respectivamente, y los nodos sobre la frontera exteriorBD se dejan libres. En la cáscaraAB
de la elipse se permite deslizar libremente a los nodos a lo largo de esta frontera curva. Debido
a la curvatura de la frontera, se tiene una restricción no lineal sobre los desplazamientos de tales
nodos. En este trabajo se imponen estas restricciones mediante penalización. La solucíon se
obtiene mediante continuación en la excentricidad de la elipse y el parámetro de penalización.

En la figura14 se observa la distribución del ángulo de desviación en las diagonales. La
desviacíon máxima es de0.002

◦
y el 95 % de los elementos tienen desviación por debajo de

8×10−4 grados.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo fue presentada una técnica de suavizado de mallas basada en un problema de
optimizacíon resuelto en forma global. El funcional a minimizar representa la distorsión de la
grilla empleandóındices de calidad geoḿetricos para los elementos. Este método fue disẽnado
para resolver la dińamica de la malla en problemas de interacción fluido estructura. El uso de
la técnica de suavizado se limita a mallas válidas, lo cual impone una restricción adicional
sobre el paso de tiempo a utilizar en una simulación donde se acoplan problemas de fluidos y
estructuras en dominios con fronteras móviles. Se propuso un predictor que permite aumentar
el paso tiempo de ḿaximo, el cual es independiente del refinamiento. Además, el funcional
propuesto puede modificarse para que el elemento “óptimo” sea uno de referencia en lugar del
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Figura 13: Malla ortogonal generada numéricamente para la región exterior de una elipse de excentricidadε =
0.932 (b/a = 0.361)

Figura 14:Ángulo de desviación (en la intersección de las diagonales) para la malla alrededor de la elipse.

elemento regular correspondiente. Esta modificación evita la “relajacíon” inicial de la malla, lo
cual permite conservar, a medida que se deforma, un refinamiento ad-hoc de la grilla inicial.

Con la regularización del funcional se obtiene una técnica de untangling y smoothing si-
multáneos de mallas. La estrategia es muy robusta, en particular cuando se la utiliza en con-
junto con el predictor diferencial propuesto. El costo computacional de esta técnica es apenas
superior al costo del ḿetodo original de suavizado, pero dado que no se tiene una limitación en
el paso de tiempo a adoptar para la simulación, el costo total de ćomputo de un problema de
interaccíon fluido-estructura serı́a inferior.
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La técnica propuesta permite en principio la generación de mallas ortogonales en geometrı́as
arbitrarias. Se ha demostrado experimentalmente que la desviación de la ortogonalidad tiende a
cero con el refinamiento. Sin embargo, debido al hecho de que los nodos necesitan deslizar li-
bremente en las fronteras, deben imponerse restricciones no lineales sobre las mismas. Más áun,
los nodos se deben dejar deslizar a través de las esquinas. Esto plantea un problema no lineal
difı́cil de resolver y resulta impráctico para generar mallas ortogonales en geometrı́as comple-
jas. Sin embargo, esta caracterı́stica se presenta aquı́ como una demostración de la potencialidad
del método para generar mallas de buena calidad.
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