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Resumen.La permeabilidad magnética y las ṕerdidas magńeticas de una ferrita son factores importantes
para disẽnar dispositivos como inductores, transformadores, y materiales absorbentes de microondas
entre otros. Por esta razón es conveniente estudiar la permeabilidad magnética de una ferrita en función
de la frecuencia. Las ferritas pueden considerarse materiales homogéneos, iśotropos y lineales a los
que se les aplica una excitación que corresponde a un campo magnético arḿonico H, y dicho sistema
responde con una densidad de flujo magnético arḿonicoB. La respuesta en frecuencia del sistema lineal
seŕıa la permeabilidad magnética:B=µ(ω) H.

Los materiales magnéticos en campos sinusoidales, tienen en la práctica, ṕerdidas magńeticas, esto
se puede expresar considerando aµ como una magnitud compleja :µ(ω)=µ′(ω)+j µ”(ω) , siendoµ” el
factor de ṕerdidas.

De acuerdo con el principio de causalidad, la parte real y la parte imaginaria de la permeabilidad
magńetica compleja deben estar relacionadas entre sı́ a trav́es de las relaciones de Kramers - Kronig.

En este trabajo se ha analizado un modelo de permeabilidad magnética en el que se pone en evidencia
la contribucíon a la permeabilidad de dos aspectos fı́sicos: El movimiento de la pared de los dominios
magńeticos y el spin del electrón. Este ańalisis permite ubicar los polos del modelo en el plano com-
plejo, comprobando que los mismos se encuentran en el semiplano inferior (lano existencia de puntos
singulares de la funciónµ(ω) en el semiplano superior complejo es consecuencia directa del principio de
causalidad). Poŕultimo se ha obtenido nuḿericamente la parte imaginaria de la permeabilidad magnéti-
ca de las ferritas de MnZn, NiZn, Ni2Y y NiZnCu, aplicando la transformada de Hilbert a la parte real
de la mismas usando los resultados divulgados por distintos autores : T. Tsutaoka, Kawano y J.Y. Shin.
µ”(ω) = H(µ′ − µ′max) verificando de este modo las relaciones de Kramers- Kronig.

Eqr{tkijv"B"4229"Cuqekcekôp"Ctigpvkpc"fg"Ogeâpkec"Eqorwvcekqpcn"
jvvr<11yyy0coecqpnkpg0qti0ct

Ogeâpkec"Eqorwvcekqpcn"Xqn"ZZXK."rr01000-1009
Ugtikq"C0"Gncumct."Gnxkq"C0"Rknqvvc."Igtoâp"C0"Vqttgu"*Gfu0+
Eôtfqdc."Ctigpvkpc."Qevwdtg"4229

1000



1. INTRODUCCI ÓN

La teoŕıa electromagńetica puede ser utilizada para describir las propiedades macrosćopicas
de la materia. Los campos electromagnéticos se pueden caracterizar por cuatro vectores: campo
eléctricoE, densidad de flujo magnéticoB , densidad de flujo eléctricoD y campo magńetico
H , que en los puntos ordinarios satisfacen las ecuaciones delMaxwell (Stratton, 1941). Si el
perfil de las propiedades fı́sicas del material permite caracterizarlo como lineal, homoǵeneo, e
isótropo, la relacíon entre los vectoresB y H se puede expresar:

B = µ(ω)H, (1)

dondeµ es la permeabilidad magnética del material.
Tambíen un paŕametro importante en materiales magnéticos es la susceptibilidad magnética

χ que relaciona el vectorM de la magnetización con el vectorH del campo magńetico:

M = χ · H, (2)

La permeabilidad magnéticaµ y la susceptibilidad magnéticaχ tambíen se relacionan entre
śı (Stratton, 1941):

µ = 1 + χ, (3)

Los materiales magnéticos en campos sinusoidales tienen, en la práctica, ṕerdidas magńeti-
cas y esto se puede expresar tomandoµ y χ como paŕmetros complejos (Von Hippel, 1954):

µ = µ′ + jµ” (4)

χ = χ′ + jχ” (5)

La permeabilidad magnéticaµ′ y el factor de ṕerdidasµ” de los materiales magnéticos son
factores muy importantes para diseñar dispositivos como los inductores, los transformadores,
y los amortiguadores de onda para las microondas entre otras. Por lo tanto es recomendable
investigar el comportamiento de los materiales magnéticos en funcíon de la frecuencia (Sohoo,
1960), (Trainotti and Fano, 2004). El espectro de la permeabilidad compleja de las ferritas se
puede caracterizar por dos mecanismos diferentes de magnetización: el movimiento de la pared
de los dominios y el momento angular intrı́nsico del electŕon o spin.

La susceptibilidad magnética χ se puede entonces expresar como la contribución de dos
términos: factor giromagńetico de spin (χs), y pared del dominio (χd) (Tsutaoka, 2003):

χ = χs + χd (6)

µr = 1 + χs + χd (7)

El proceso del movimiento de la pared de los dominios se puedeestudiar con una ecuación
de movimiento en la cual la presión, proporcional al campo magnético(kH) se iguala a la suma
de los tres t́erminos:

me ·
∂2z

∂t2
+ β ·

∂z

∂t
+ δz = kH, (8)
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dondeme es la masa efectiva;β el factor de damping,δ el factor de la elasticidad, yk es un
factor de proporcionalidad.

La relacíon entrez, la coordenada espacial, y el momento dipolar magnético esm = pz,
dondep es la intensidad del polo magnético, y M = Nm, dondeN es la cantidad de las
part́ıculas (Wohlfarth, 1980).

Asumiendo que el campo magnético tiene una excitación arḿonica, la solucíon de la ecua-
ción de movimiento anterior expresa el comportamiento caracteŕıstico de la susceptibilidad
(Greiner, 1998):

χd =
ω2

d · χd0

ω2
d − ω2 − jωβ

, (9)

dondeωd es la frecuencia de resonancia de la pared de los dominios (ω2
d = δ

ω
) y χd0 es la

susceptibilidad magńetica est́atica ((χd0 = k · p

δ
).

La contribucíon a la permeabilidad magnética del factor giromagńetico de spin se estudia
con una ecuación magnetodińamica (Sohoo, 1960):

∂M

∂t
= γe (M × H) +

α

M
M ×

∂M

∂t
, (10)

Dondeγe es el factor giromagńetico, yα es el factor de damping. Siendo el campo magnético
y la magnetizacíon funciones arḿonicas:

H = Hi + hejωt, (11)

M = M0 + mejωt, (12)

DondeHi es el campo magnético interno y elM0 es la magnetización de saturación de la
ferrita.

Luego, la susceptibilidad magnéticaχs puede expresarse como:

χs =
(ωs + jωα) ωsχs0

(ωs + jωα)2 − ω2
, (13)

donde:ωs = −γH (es la frecuencia de resonancia de la componente del spin yχs0 es la
susceptibilidad magńetica est́atica)

Por lo tanto la permeabilidad magnética total resulta (Tsutaoka, 2003):

µ = 1 +
ω2 χd0

ω2
d − ω2 − jωβ

+
(ωs + jωα) ωsχs0

(ωs + jωα)2 − ω2
, (14)

Separando parte real y parte imaginaria de (14) se obtiene:

µ′ (ω) = 1 +
ω2

d χd0 (ω2
d − ω2)

(ω2
d − ω2)

2
+ ω2β2

+
ω2

s χs0 (ω2
s − ω2) + ω2α2

(ω2
s − ω2 (1 + α2))2 + 4ω2ω2

sα
2
, (15)

µ” (ω) = 1 +
ω2

d χd0 ω β

(ω2
d − ω2)

2
+ ω2β2

+
ωs χs0 ω α (ω2

s + ω2 (1 + α2))

(ω2
s − ω2 (1 + α2))2 + 4ω2ω2

sα
2
, (16)
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Seǵun el principio f́ısico de causalidad ( el valor de B en un instante dado dependede los
valores de campo magnético (H) de instantes anteriores), existe una relación directa entre el
valor deµ′ y µ”; esta relacíon es gobernada por las relaciones de Kramers - Kronig (Greiner,
1998) (Landau and Lifchitz, 1981):

µ′(ω) − µ1 =
1

π
· P

∫

+∞

−∞

µ”(ω) · dχ

χ − ω
(17)

µ”(ω) = −
1

π
· P

∫

+∞

−∞

(µ′(ω) − µ1) · dχ

χ − ω
, (18)

dondeµ1 es la parte real de la permeabilidad magnética para ḿaxima frecuencia.
Las ṕerdidas magńeticas, expresadas por la parte imaginaria de la permeabilidad magńetica,

pueden ser muy pequeñas; sin embargo están siempre presentes a menos que estemos conside-
rando el vaćıo (Landau and Lifchitz, 1981).
Desde el punto de vista fı́sico, la relacíon que existe entreµ′ y µ” expresa que los mecanismos
de almacenamiento y disipación de la enerǵıa son dos aspectos del mismo fenómeno. La f́ormu-
la 18es particularmente importante, nos ofrece la posibilidad de calcular la funcíonµ” (ω) si se
conoce, aunque solo sea aproximadamente (por ejemplo por vı́a experimental) la funciónµ′ (ω)
para el material dado.
La fórmula18 tambíen se puede expresar como:

µ” = HT (µ′ − µ1) , (19)

dondeHT es la transformada de Hilbert.
La única propiedad esencial de la funciónµ (ω) utilizada en la deducción de las f́ormulas de

Kramers - Kronig es la ausencia de puntos singulares en el semiplano superior complejo.
Cabe decir que las fórmulas de Kramers - Kronig (como también la propiedad indicada de

µ (ω)) son consecuencia directa del principio de causalidad.

2. PARTE EXPERIMENTAL

La parte imaginaria de la permeabilidad magnética de las ferritas de Mn-Zn, Ni-Zn, Ni2Y,
y NiZnCu se han computado numéricamente aplicando la transformada de Hilbert a la parte
real de las mismas usando los resultados divulgados por T. Tsutaoka (Tsutaoka, 2003), Kawano
et.al. (Kawano et al., 2006) and J.Y.Shin et. al. (Shin and Oh, 1993).

Para las ferritas Mn-Zn, Ni-Zn y NiZnCu se realizaron gráficos de permeabilidad magnética
(parte real y parte imaginaria) en función de la frecuencia aplicando modelos de permeabilidad
(similares a los desarrollados en este trabajo) divulgadospor T. Tsutaoka (Tsutaoka, 2003),
Kawano et.al. (Kawano et al., 2006) y luego se compara la parte imaginarı́a de los mismos con
los resultados nuḿericos obtenidos en este trabajo; la información de las respectivas muestras
se encuentran en las tablas1 y 2 .

Para la ferrita de Ni2Y se tomaron directamente valores experimentales deµ′ divulgados por
J.Y. Shin, con los cuales se obtiene numéricamente la parte imaginaria y se la compara con lo
publicado , en la tabla3 se da la información de esta muestra.
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Densidad(g/cm3) χd0 ωd (Mhz) β χs0 ωs (Mhz) α

MnZn ferrite 4.9 3282 2.5 9.3·106 1438 6.3 1.28
NiZn ferrita 5.2 485 2.8 3.5·106 1130 1100 161

Tabla 1: Informacíon de las muestras de las ferritas Mn-Zn y Ni-Zn divulgadas por T.Tsutaoka (Tsutaoka, 2003).

Muestra Relacíon en peso de la ferrita( %) tiempo de sintetizado (h)Densidad(g/cm3)

Muestra A 100 6 5.16
Muestra B 70 6 5.04

Tabla 2: Informacíon de las muestras de las ferritas de NiZnCu (muestra A) y de NiZnCu composite (muestra B)
divulgadas por Kawano (Kawano et al., 2006).

3. RESULTADOS Y DISCUSIONES

De acuerdo al principio de causalidad explicado anteriormente la funcíon de permeabilidad
compleja debe ser analı́tica en el plano superior complejo. En el modelo propuesto en este traba-
jo (ver ecuacíon 14) los polos (puntos singulares) se encuentran efectivamente en el semiplano
inferior complejo. Las expresiones de tales puntos son:

ω1−2 =
−j β ±

√

−β2 + 4 ω2
d

2
, (20)

ω3−4 = j
− |ωs| α

1 + α2
±

|ωs|

1 + α2
, (21)

siendoω1−2los polos de la ecuación 9 correspondientes a la contribución a la permeabilidad
magńetica del movimiento de la pared de los dominios yω3−4 los polos de la ecuación 13,
correspondiente a la contribución a la permeabilidad magnética del movimiento de spin.

La posicíon de tales polos está ilustrada en la figura1
Para calcularµ” aplicando la transformada de Hilbert aµ′, se utilizaron datos experimenta-

les del espectro de permeabilidad magnética publicados en las referencias citadas mas arriba ,
comprobando de esta manera que:

µ” = HT (µ′ − µ1) , (22)

Las figuras 2- 6 muestran los gráficos del espectro de permeabilidad magnética para diversas
ferritas obtenidos en los reportes y el espectro deµ” obtenido nuḿericamente por medio de la
transformada de Hilbert en el presente trabajo.

La figura 2 muestra el espectro de permeabilidad compleja de la ferritade NiZn (Tsutaoka,
2003) donde se observa que la curva calculada:µ” = HT (µ′ − µ1) ajusta aproximadamente
en la zona central del espectro mientras que difiere para frecuencias menores que 1 MHz y
mayores que 10MHz. El pico de pérdidas de la ferrita se encuentra en los 2.5MHz y aparece
una deformacíon para una frecuencia mayor a 5Mhz donde también la curva calculada ajusta a
la curva experimental.

Muestra Relacíon en peso de la ferrita(W %) tiempo de sintetizado (h)

Ni2Y 100 3

Tabla 3: Informacíon de la ferrita deNi2Y divulgada por J.Y.Shin (Shin and Oh, 1993).
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Figura 1: Posicíon de los polos

El espectro de permeabilidad compleja de la ferrita de MnZn (Tsutaoka, 2003) se muestra en
la figura 3. El pico de ṕerdidas se halla en la frecuencia 0.6 MHz, los datos calculados ajustan
aproximadamente bien, aunque difieren en la zona de baja y de alta frecuencia.

En la figura 4 se muestra el espectro de la permeabilidad compleja de la ferrita de NiZnCu
(muestra A). El pico de ṕerdidas se halla en la frecuencia de 3MHz y los resultados calculados
ajustan adecuadamente a los resultados experimentales.

En la figura 5 se observa el espectro de permeabilidad compleja de La ferrita de NiZnCu
composite. El pico de ṕerdidas se encuentra en los 50 MHz , se observa concordancia con los
valores calculados en forma similar a las ferritas descriptas anteriormente.

En la figura ?? se graficaron los valores experimentales y los resultados numéricos de la
ferrita deNi2Y . El espectro de permeabilidad se halla entre 0.1 GHz y 10 GHz .Se pueden
observar dos picos en 0.9GHz y 6.5GHz , la curva calculada ajusta a los datos medidos en casi
toda la banda. Se considera que al ser mayor el rango de frecuencias medidas los resultados
calculados ajustan mejor con la curva experimental.

Se observa que en los extremos del rango de frecuencias, la diferencia entre los valores
medidos y los calculados se incrementa. Esto es debido, en parte, a que el ancho de banda teórico
para aplicar la transformada de Hilbert serı́a de−∞ hasta+∞, como ha sido expresado en la
ecuacíon 18, obviamente no se puede reproducir asi en la práctica, se emplea para los cálculos
deµ” el rango finito de banda en el cual el modelo de permeabilidad propuesto responde; los
errores en las predicciones numéricas deµ” disminuiŕıan con el aumento del ancho de banda.
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Figura 2: Espectro de Permeabilidad de la ferrita de NiZn
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Figura 3: Espectro de Permeabilidad compleja de la ferrita de MnZn
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Figura 4: Espectro de Permeabilidad compleja de la ferrita de NiZnCu (muestra A)
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Figura 6: Espectro de Permeabilidad de la ferrita de Ni2Y

4. CONCLUSIONES

El modelo de la permeabilidad magnética en funcíon de la frecuencia desarrollado en este
trabajo satisface una caracterı́stica esencial de los espectros de permeabilidad complejos de las
ferritas: Ausencia de puntos singulares en el semiplano superior del plano complejo, consecuen-
cia directa del principio fı́sico de la causalidad.

Fueron predichas satisfactoriamente por medio de la aplicación de la transformada de Hilbert
a la parte real, la parte imaginaria de la permeabilidad magnética (relacionada a las pérdidas
magńeticas) de las ferritas de NiZn, MnZn, Ni2Y y NiZnCu y sus composites. Se observa
diferencia principalmente entre los valores medidos y los calculados en los extremos del rango
de frecuencia, esta diferencia se debe, en parte, a la aplicación nuḿerica de la transformada de
Hilbert.

Del ańalisis antedicho, se puede concluir que esta técnica nuḿerica se puede utilizar para
aproximar la respuesta deµ” conociendoµ′. Esta conclusíon es valiosa para las investigaciones
experimentales de los espectros complejos de la permeabilidad en ferritas
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