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Resumen.

El concepto de calificadh de nétodos de regularizami espectrales (MRES) para problemas
inversos mal condicionados adtiertemente asociado con el orden de convergéntiano del
error de regularizabn (H. W. Engl et al.,Regularization of inverse problemsolume 375
of Mathematics and its Applications, Kluwer Academic Publishers Group, Dordrecht (1996);
P. Matte and S. V. Pereverzev, Inverse Problems, 19(3):789-803 (2003)). En este trabajo se
extiende la definiéin de calificadn y se introducen tres niveles diferentes de este concepto:
debil, fuerte yoptimo. Se muestra que la calificanicebil extiende la definiéin introducida
por Mathe y Pereverzev en efia 2003, principalmente en el sentido que las funciones asociadas
a 6rdenes de convergencia y conjuntos fuente no necesariamente son las mismas. Se proveen
adend@s una condicin suficiente que garantiza que un MRE posee calificaen el sentido de
esta generalizaoh como astambien condiciones necesarias y suficientes para que un orden de
convergencia dado sea calificagifuerte ubptima. Se muestra que algunos MREs que tienen
calificacbn clasica infinita, por ejemplo expansi en valores singulares truncadatodo de
Landweber y retodo de Showalter, poseen adentalificacdn generalizada, la cual conlleva
a un orden de convergendtimo del error de regularizawmi. Se presentan varios ejemplos
gue ilustran los niveles de calificéai, las relaciones entre los mismos, comiotasibén con
el concepto de calificagn clasica y el introducido por Maéhy Pereverzev. Pdiltimo, se
muestran las implicaciones que tiene estaiteen el contexto dérdenes de convergencia,
resultados rdprocos y conjuntos fuente maximales para problemas inversos mal condicionados
concretos.
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1 INTRODUCCION Y PRELIMINARES

SeaT : X — Y un operador lineal y acotado con rango no cerrado, dondeY son
espacios de Hilbert de dimebsiinfinita. Bajo estas condiciones la ecuscoperacional lineal

Tz =y (1)

es mal condicionada en el sentido dli§ la inversa generalizada de Moore-Penrosel'gde
no es acotadaEngl et al.(1996). Dicha inversa eétfuertemente relacionada con las solu-
ciones de rmimos cuadrados debido a qui§ {iene soluadn de mnimos cuadrados si Yot
siy € D(TY) = R(T) @ R(T)*. Ental casoz’ = Ty es la solu@dn de mnimos cuadrados
de ninima norma y el conjunto de todas las soluciones de@mos cuadrados dd) est dado
porz' + N(T). Si el problema es mal condicionado entongésio depende continuamente
del datoy. Por lo tanto, si en lugar del dato exagt@dlo se dispone de un dato aproximado
y’, con|ly —¢°|| < &, donded > 0 es el nivel de ruido, entonces es posible qlig® ni
siquiera exista y si existe, no necesariamenta san buena aproximaei dex', alin cuando

d sea muy pequ®. Esta inestabilidad se hace evidente cuando se trata de apraximar
métodos y procedimientos ni@ricos usuales. Apor ejemplo, es posible que la aplicacidel
procedimiento eéindar de aproximaciones démmos cuadrados en una suéesde subespa-
cios finito dimensionale§X, } de X cuya unon sea densa eH, resulte en una suceési{x, }

de soluciones de mimos cuadrados que no converja'a(ver'Seidman(1980) 0, peor &@n,
que diverja dex' con velocidad arbitrariamente grande (&@ies and Temperirf2006)).

Los problemas mal condicionados deben ser regularizados antes de pretender aproximar
numéricamente sus soluciones. Regularizar un problema mal condicionado £psign(fica
esencialmente aproximar el operaddrpor una familia paragtrica de operadores acotados
{R.}, dondea se denomina pametro de regulariza@n. Mas precisamente, patac (0, ay)
conag € (0,+00], seaR, : Y — X un operador continuo (no necesariamente lineal). Se dice
que la familia{ R, }ac(0.00) €S Una “familia de operadores de regularidadiparal’")”, si para
todoy € D(T7), existe una regla de eleéei de paametrosy = (4, 3°) tal que

by (R Tl =0
[lv®—yll<s

La regla de elecéin de paametrosy : R™ x Y — (0, «p) €s tal que

lim sup «(d,y°) = 0.
llv0—vl|<s

Siy € D(TT), entonces' satisface la ecuasn normal(7*T)z" = T*yy =" puede escribirse
como

I+ 4
#t = Thy = / LBy, )
0

donde{E,},cr es la familia espectral asociada al operador autoadjfitifo(ver Dutray and
Lions (1990, Engl et al.(1996). Sin embargo, como estamos suponiendo BU&) no es
cerrado (y por lo tant®(T'") es un subconjunto propio dé), siy ¢ D(1") entonces la integral
en (2) no existe, pues en tal casoc o(7T*T) y % tiene un polo en 0. Adeas en este caso el
operadorT’" definido enP) paray € D(T") no es acotado. De afgue muchos @todos de

2
regularizaddn se basen en tdarespectral y consistan en defidiy, = O”T” +ga()\) dE\T*
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donde{g,} es una familia de funciones adecuadamente elegida de modo que pava ¢odo

(0, |17 se tengalim g, (A) = }.

Sea{ga }ac(0,0) Una familia pararétrica de funciones, : [0, +00) — IR paraa € (0, ay).
Diremos que{g. }ac(0,00) €S UN “netodo de regularizagn espectral” (MRE), si satisface las
siguientes hiptesis:

H1. Paratodax € (0, ap) fijo, g.(A\) €s continua por tramos con respecta, gara\ €
[0, 4-00);

H2. Existe una constante’ > 0 (independiente de) tal que|\g,(\)| < C para todo
A € [0, +00);

H3. Para todo\ € (0, +o0), ah_%ga()‘) = 1.

Se puede probar quefja. }ac(0,0) €8 Un MRE entonces la familia de operaddr&s } a.c(o,q,)
definida por

R, = /ga()\) dE\T* = go(T*T)T™,

es una familia de operadores de regularizagiaral’* (Engl et al.(1996), Teorema 4.1). En tal
caso diremos qUéR, }ae(o,a0) €S UNA “familia de regularizam espectral par@”, en virtud

de que cada uno de sus elemento& dsffinido en&rminos de una integral con respecto a la
familia espectral £, } .cr asociada al operaddr*T". Dado el operadof’, es suficiente con
queg.(\) ese definida para < [0,||7||%], puesE, es “constante” fuera de ese intervalo.

Es bien sabido que para problemas mal condicionados no es posible reconstruir énsoluci
exactaz’ con nindin grado de preciéh a menos que se disponga de inforroacadicional
a-priori sobre la mismaSpies and TemperiR006), Engl et al.(1996) Proposicbn 3.11).

Por otro lado, dada cierta informaaia-priori sobrez’, puede ser deseable conocer el mejor
orden de convergencia del error de regularit’zaﬁiRay — xTH como funcon del paametro de
regularizaddn o que pueda obtenerse con ugtado de regularizadh bajo esos supuestas

priori. Redprocamente, dado un cierto orden de convergencia, se puede estar interesado en
determinar la posible existencia de “conjuntos fuente” sobre los cuales un cierbolonde
regularizaddn alcanza dicho orden de convergencia. En tal caso puede seasdernntegs
determinar “conjuntos fuente maximales”. Estos problemamdaertemente relacionados con

el concepto de calificagn de un rétodo de regularizagn (Engl et al (1996), Neubaue(1994),
Neubaue1997).

De aqu en adelante denotaremos ¢@n } al MRE { g, }ac(0,00)- A CONtinuacdn recordamos
la definicbn de calificadn clasica para mtodos de regularizam espectral (veEngl et al.
(1996).

Definicion 1.1. Sea{g, } un MRE. Denotemos cdfg,,) al conjunto
Z(go) ={pn>0: VA€ [0,400),Tk > 0tal que\ |1 — A\go (V)| < ko' Va € (0,a)}

yseauy = sup pu. Si0 < ug < +oo, decimos qu€ g, } posee calificadin clasica. En tal
MGI(ga)
caso, el iimeroy, se denomina orden de la calificaai clasica.

Es oportuno observar aggueZ(g,) es siempre no vae puesto qué € Z(g,) en virtud de
H2.

Mathé y Pereverzev introdujeron por primera vez la siguiente defimide calificaddn de
un método de regularizagn espectral, con lo cual formalizaron y extendieron lamociasica
de este concepto (v&fathe and Pereverzg2003).
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Definicion 1.2. Seap : (0,a] — (0,00) una funcon creciente. Se dice que ektndo de
regularizacbn { g, } tiene calificacbn p si existe una constante< (0, co) tal que

sup |1 —Aga(A)[p(N) < vp(a) Va€(0,a] 3)
A€(0,a]
En este trabajo generalizamos el concepto previo, principalmente permitiendo queda funci
p(X) en el primer miembro de3f se sustituya por una fur@m generak(\) con propiedades
similares.

Obs. 1.3.Es importante d@alar que erEngl et al.(1996) la “calificacion clasica” se define
como el timeroy, de la Definicon/1.1 (aln en el casqiy = o0). Sin embargo, desde nuestro
punto de vista la “calificadn generalizada” de un gtodo no sex un rimero sino ras bien
una funcon del padmetro de regularizadin o, como un orden de convergencia en el sentido
de la Definicon/1.2. En el caso de MREs con calificaai clasica de orden finito positivay,
mostraremos que la correspondiente califi€acigeneralizada sérla funcbn p(a) = at°,
coincidiendo con el enfoqueé&dico. Como en los casos extremg@s= 0y uy = oo dicha
funcibn no define un orden de convergencia, hemos decidido excluirlos de la defidiei
calificacion clasica (Definicbn'1.1) y por ello en estos casos decimos que étado no tiene
calificacion clasica.

La organizadn de este trabajo es como sigue. En la Sete@ se definen los conceptos
de par fuente-orden &bil y fuerte) y par orden-fuente para un MRE y a partir de ellos se in-
troducen tres niveles de calificaai. cebil, fuerte yoptimo. Se provee adéam una condi@n
suficiente para la existencia de califigatidebil, como astambin condiciones necesarias y
suficientes para que un orden de convergencia dado sea cadifidaeirte ubptima. En la
Seccon 3 se dan ejemplos de los tres niveles de calificagise muestran las relaciones exis-
tentes entre los mismos, con la califi@acclasica y con la introducida por Matly Pereverzev.
En particular, se presentan MREs que no poseen calibicadasica y stienen calificadn en
alguno de los niveles introducidos. En la Séoc#t se muestran las implicaciones que tiene
esta tedia en el contexto dérdenes de convergencia, resultado§m@cos y conjuntos fuente
maximales para problemas inversos mal condicionados.

2 RESULTADOS PRINCIPALES

Es bien sabido que hayétodos de regularizam espectrales que no poseen califioaci
clasica, e.g. descomposiai en valores singulares truncada&todo de Landweber, @odo de
Showalter, debido a que el correspondiemiedado en la Definiéin/1.1 es infinito. Sin em-
bargo, es posible observar que el concepto de caliicamdymo orden de convergendptimo
del error de regularizadh sigue subyacente en la maigode estos &todos. En esta seéci
generalizamos el concepto de califiéacintroducido por Maté y Pereverzev eMathe and
Pereverze\(2003) y por lo tanto la nodn de calificadn clasica de un MRE. Adeas defin-
imos tres niveles de calificami: dcebil, fuerte yoptimo, los cuales introducen una jeraiau
natural para los MREs. Mostramos que la califibacgeneralizada corresponde al nivélsn
bajo. En particular, daremos una conditisuficiente que garantice que un MRE posee califi-
cacbn en el sentido de esta generalipacy condiciones necesarias y suficientes para que un
orden de convergencia dado sea califioaduerte ubptima.

Denotaremos cof® al conjunto de las funciongs: IRt — IR* no decrecientes tales que

1irél+p(a) = 0, y conS al conjunto de las funciones: IRj — IR continuas co(0) = 0y

tales ques(\) > 0 para todo\ > 0.
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Definicion 2.1. Seanp, p € O. Decimos que p precede @ en el origen”, y lo denotamos con
p = p, Si existen constantes positivag ¢ tales quep(a) < ¢ p(«) para todoa € (0, ¢).

Definicion 2.2. Seanp,p € O. Decimos que p y p son equivalentes en el origen”, y lo
denotamos cop = p, si se preceden mutuamente en el origen, es decir, si existen constantes
£,¢1,62,€ > 0,0 < 1 < ¢y < ootales quer p(a) < pa) < ¢ p(a) para todoa € (0, ¢).

Claramente, &” introduce un orden de equivalencia €h Analogas definiciones se uti-
lizaran paras, 5 € S.
Definicion 2.3. Sean{g,} un MREr,(A\) =1 — Ago(A\), p€ Oys e S.
i) Decimos qués, p) es un “par cebil fuente-orden pardg, }” si satisface
s(A) [ra(M)]
pla)

i) Decimos qués, p) es un “par fuerte fuente-orden pary, }” si es un par bil fuente-
ordeny no exista > 0 para el cual en(4), O(1) pueda reemplazarse pof1). Es decir, si vale
(4) y adenas

= 0O(1) cuandoa — 0T, V A > 0. (4)

s 272V
a—0t pla)
iif) Decimos quép, s) es un “par orden-fuente parég, }" si existen una constante > 0y
unafunconh : (0,p) — IR conag%+h(a) = 0, tales que
s(A) [ra(A)]
p(e)

En las definiciones precedentes nos referiremos a ladopccomo “orden de convergen-
cia” y a s como “funcbn fuente”. La ra@n de usar esta terminol@gquedaa clara en la
Seccon 4 cuando veamos aplicaciones de estos conceptos en el contexto de resultados directos
y redprocos para @etodos de regularizami.

En la siguiente definiéin introducimos el concepto de calificanigeneralizada y tres niveles
diferentes del mismo.

>0 VA>0. (5)

>y Ve [h(a), +o0). (6)

Definicion 2.4. Sea{g,} un MRE.

i) Decimos que es “calificacion generalizada o &bil de{g,}" si existe una fundn s tal
que(s, p) es un par ébil fuente-orden pardy., }.

i) Decimos que es “calificacion fuerte de{g, }” si existe una fundn s tal que(s, p) es un
par fuerte fuente-orden pargy, }.

iif) Decimos que es “calificacion 6ptima de{ g, }” si existe una fundin s tal que(s, p) es
un par fuerte fuente-orden pafg,, } (es suficiente con que, p) sea un par ébil fuente-orden)
Yy (p, s) es un par orden-fuente pafg, }.

Es importante observar que la califiagatidebil generaliza el concepto de calificeiintro-
ducido enMathé and Pereverzef2003 y por lo tanto, la no@n de calificadn clasica. En
efecto, si{ g, } tiene calificaddn continugo(«) en el sentido de la Definiah'1.2y alirgl+p(a) =
0, entonces la funén

0, sia =0;
pla) =< pla), si0<a<aq; (7)
pla), Sia>a.
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es calificaddn cébil de{g,}. Sin embargo, estas dos nociones no son equivalentes. Veremos
luego que es posible que una fumtisea calificadéin debil de un MRE y no sea calificami
sedin la Definicbn'1.2 (ver Ejemplo 8).

Es oportuno d&alar que s{ g, } tiene calificaddbn clasica de ordep,, entonce®(a) = o* es
calificacbn debil de{g,} y mas an, (\*, a*) es un par dbil fuente-orden pargy, } para todo
p € (0, o). Redprocamente, si para > 0, (A, o*) es un par 8bil fuente-orden paréy,, },
entonces este @todo tiene calificadin clasica (de ordepg > 1) Si jip = sup {M (M ot es

un par ébil fuente-orden par{aga}}< +o00.

El siguiente resultado provee una condicsuficiente para la existencia de califiéaccebil
de un MRE. Por razones de brevedad, no presentamdsagiemostradin. Mayores detalles
pueden encontrarse &pies and Temperii{2007).

Teorema 2.5.Sea{ g, } un MRE tal que paratoda > 0, g,()) es decreciente para € (0, «y).
a) Si existen una funén crecienteh : (0,ay) — IR™ con lim+h(oz) =0,preO0ye>0
a—0

tales que para toder € (0, ¢),

sup  [ra(A)| < p" (), (8)
Aelh(a),+0)

entonceq g, } tiene calificacdn cébil, y en tal cas@* es calificacon debil del nétodo.
b) Si para todo € (0, ap), 7 (A\) €S positiva y moptona decreciente para € (0, +o0),
entonces siempre es posible hallay p* como em) que satisfagand) para todoa € (0, ap).

Se deduce del teorema anterior que los MREs} tales que para toda > 0, g,(\) es
decreciente para € (0, ) Yy para todoa € (0, ), ro(A) €S positiva y decreciente para
A > 0, poseen calificadin cebil. Es importante observar que la magate los netodos usuales
satisfacen estas condiciones. En particular,&otio de Landweber y el@odo de Showalter.

Ahora, dados el MRE g, } y p € O, definimos

(@)
Sp(A) = lzrgégfm para A > 0. (9)
Notar ques,(0) = 0.
En los pbximos tres resultados veremos que dada unadancie O, las caractésticas de
la misma como posible calificam (fuerte ubptima) de un MRE se pueden determinar a partir
de propiedades de esta fudisis,,.

Teorema 2.6.(Condicbn necesaria y suficiente de calificanifuerte.) Una fundénp € O tal
ques, € S es calificacdn fuerte de{g, } siy Dlo si

0 < s,(A\) <+oo paratodo A > 0. (10)

Demostracbn. Supongamos que es calificaddn fuerte de{g,}. Entonces existe una
funcion s € S tal que(s, p) es par fuerte fuente-orden pdra, }. Luego, para toda > 0,

. opla) 1 s(\)
$,(A) = liminf = = .
A a=0t |ro(A)]  lim sup—'”‘((k))| lim sup2Ure(]
a—0t pler a—0T

Asi, (10) se sigue entonces cé)(y (5).
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Redprocamente, supongamos ahora que s,(\) < +oo para todo\ > 0. Probaremos
quep es calificaddn fuerte de{g, }. Para ello veamos que,, p) es un par fuerte fuente-orden
para{g,}. Como0 < s,(\) < +oo para todo\ > 0, se sigue que

limsupM = 5,(\) limsupM =1 VA>0.

a—0t P(Oé) a—0t p<05)
Luego, s, verifica 4) y (5), lo cual junto al hecho que, € S implica que(s,, p) es un par
fuerte fuente-orden y 8 es calificacdbn fuerte de{g, }. O

Teorema 2.7.Searp € O calificacion fuerte de{g, } y s € S. Entoncess, p) es un par fuerte
fuente-orden pardg, } siy lo si existek > 0 tal ques(\) < ks,(\) para todoA > 0.

Demostracbn. Comop es calificaddn fuerte,s,(\) > 0 para todo\ > 0 por el Teorema
2.6. Supongamos ahora que, p) es un par fuerte fuente-orden pdra, }. Entonces existen

Ta

constantes positivais y ¢ tales que% < k paratodos\ > 0, a € (0,¢). Luego, para

todo\ > 0
s I _

— 9

5N = s(\) limsup Ira (M| = lim sup
S,O()‘) a—0t p(a) a—0t p(a)
y por lo tantos(\) < ks,(\) para todo\ > 0.
Redprocamente, supongamos que existe- 0 tal ques(\) < ks,()\) para todo\ > 0.
Comos,(A) > 0 se sigue entonces que

k > ) = lim sup —8()\> Ira(M)] V>0,
SP()‘) a—0t p(Oé)
es decir(s, p) es un par ébil fuente-orden parfy, }. Ademas, comas(\) y s,(\) son positivas
paratodo\ > 0, se sigue que(\) verifica 5) y en consecuencia, p) es, mas din, un par fuerte
fuente-orden parég, }. O

Teorema 2.8.(Condicibn necesaria y suficiente de calificanioptima.) Una fundnp € O
tal ques, € S es calificacbn optima de{g, } si y Dlo sis, verifica 6) y (10).

Demostracbn. Supongamos quees calificaddn 6ptima. Entoncegp es calificacbn fuerte
y se sigue del Teorenta€ ques, verifica (10). Ademas, com es calificaddn Optima, existe
s € S tal que(s, p) es par fuerte fuente-orden(y, s) es par orden-fuente. De editiimo se
sigue que existen una constante> 0 y una funcén : (0,a9) — IR* con lim h(a) = 0,

a—0t

tales que

A) [ra (A

sV Ly ) ¢ h(a), +00). (11)
pla)

Por otro lado, comd@s, p) es par fuerte fuente-orden p&fa, }, se sigue del Teorenfa7 que
existek > 0 tal que

s(A) < ks,(\) paratodo > 0. (12)

De (11) y (12) resulta que

5oV [raN)]
ple) — —
es decirs, satisface) como quetamos probar.
Redprocamente, supongamos gije= S verifica 6) y (10). Por el Teorema.€se tiene que
(s,, p) €s un par fuerte fuente-orden pdia } y (6) implica que(p, s,) es un par orden-fuente.
Luego,p es calificaddbn optima de{g, }. ]

=2

VA € [h(a), +00),
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El siguiente teorema, que presentamos sin demo8trapermite afirmar que la furém
fuente edinica. Mayores detalles se pueden encontré@as and Temperirt2007).

Teorema 2.9. (Unicidad de la fundin fuente.) Sp es calificacbn 6ptima de{g,} entonces
existe a lo sumo unanica funcon s (en el sentido de la clase de equivalencia inducida por la
Definicibn'2.2) tal que(s, p) es un par fuerte fuente-ordeny, s) es un par orden-fuente para
{9.}. Mas din, sis, € S, entonces, es tallnica funcon.

3 EJEMPLOS

A continuacén se presentan varios ejemplos que ilustran los distintos niveles de cdiificaci
introducidos en este aculo como astambin las relaciones entre los mismos, con el concepto
de calificacdbn clasica y con la calificabn introducida por Mathy Pereverzev.

Ejemplo 1. El método de regularizagn de Tikhonov-Phillips{g,} dondeg, (A Aia

) =
tiene calificaddbn clasica de ordep, = 1 (Engl et al.(1996). Veremos que(a) = « es call-
ficacion 6ptima en el sentido de la Definﬁm’ 2.4iii). En efecto, para > 0, ro(\) = ;55 Y

Si p(a) = a entonces;,(\) = hm 1nf|f oy = lin%(A +a) = X > 0, es decirs,, verifica (10).
Ademas, puesto que

O _ A 1

pla)  A+a "2

VA€ [a, +00),

se tiene que, verifica 6). Del Teoremé2.8 se sigue entonces quéx) = « es calificaddn
optima de{g,}.

Ejemplo 2. Sea{g,} la familia de funciones asociada a la descomposien valores sin-
gulares truncada (TSVD),

1, Si\€ [a, +00)
- A\? )
9a(A) = { 0, sixe 0 a).

Se sigue que, = +oo, dondeu, es como en la Definibh1.1. Por lo tanto, TSVD no tiene
calificacbn clasica. En este caso, se tiene que

0, siXe o, +00)
ra(A) = { 1, sixe0,a).

Sean:(a) = ay p € O. Entonces

sup  |ra(A)] =sup|ra(N)| =0 < p(a) paratodox € (0, ).
Ae[h(a),+00) A>o

Luego, se sigue del Teoren#aS.a) que cualquier funén p € O es calificacbn cebil del
método. Sin embargo, TSVD no tiene calificatifuerte. En efecto, para cualquier funi

p € O setiene que,(\) = lim igf% = +o0 para todo\ > 0. Por lo tanto, el Teorema 6
a—0 «

implica quep no es calificadn fuerte del retodo. EriMathe and Pereverzg2003 se obserg
gue TSVD tiene calificaéin arbitraria en el sentido de la Defirdail.2.

Ejemplo 3. Paraa € (0, ag) conag < e !, definimos

LI+ (na)™!
Ga(N) = "= (na) T para todo\ € [0, +00).
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Claramente{g,} satisface las hiptesisH1-H3 y por lo tanto es un MRE. Comg,(\) =

—— para todo\ € [0, +00), resulta que para togo> 0,

NOBY 1+ A\
[ra(A)| - (L+2) — —+o0o cuandoa — 07 para todo) € [0, +00).
at ok — Aot n o

Luego, o = 0y por lo tanto{ g, } no tiene calificadn clasica.
Sin embargo, veremos qugéa) = —(Ina)~! es calificachn dptima de{g,}. En efecto,

. . @ . —(lna)~1
comos,(\) = hjﬂéﬁf\ri((g)\ - ili%% = 125 € (0,+00) paratodo\ > 0y
$p(A) [ra(V)] A 1 -1
p(a) A—(Ina)=t = 2 VA€ [=(ma)™, +o0),
se sigue del Teoreniagquep(a) = —(Ina) ! es calificaddn optima de{ g, }.

Ejemplo 4. Sea{g,} el MRE definido en el Ejemplo 3, el cual no tiene califiéacthsica
debido a que,, = 0. En dicho ejemplo probamos qugln a)~! es calificaddn optima y en
consecuencia,&bil. Como—(Ina)~! < (—Ina)~z, se deduce inmediatamente qufe) =
(—In «)z es calificaddn cebil. Veamos que no es calificadin fuerte del ratodo. Para
cualquiers € S, se tiene que

lim sup —SO\) o (A)] = lim sup s A+

=0 VA>0.
a0t p(a) a—0t (1 —=Alna)(—Ina)2

Es importante observar quegin) = o* es calificaddbn fuerte de un MRE entonces se sigue
inmediatamente de la definizi de par fuerte fuente-orden que ebtodo tiene calificadin
clasica de ordep. En el siguiente ejemplo veremos que elipeaco no es cierto. Luego, es la
calificacbn cebil y no la fuerte la que generaliza la nogiclasica de este concepto.

Ejemplo 5. Parax € (0, ) conag < 1/2 definimos

. o
ha(A) = o+ ln(a%w\)
y
" = %%%5 e ﬁAer+m)
Satha(e) = < O‘_W) , SiAe[0,2a).
En este caso,
a(14))

(o) (1N Si\ € [2a, +00)

—1
1—/\<2a—%23a2> . siAe[0,2a).

Ta()‘> =

Es inmediato probar qufy, } es un MRE con calificadn clasica de ordep, = 1. Sin em-
bargo,p(a) = a no es calificad@n fuerte del rdtodo. En efecto, para cualquiee S, se puede
ver que
s(A) [ra(N)]
«
y por lo tanto no se satisfacB)(

=o0(1) cuandoa — 07, VA >0
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Los MREs que poseen calificaci fuerte que no egptima tienen propiedades muy particula-
res. Por ejemplo, es Fosmle probar qug e& calificaddn fuerte nddptima, entonces para todo
A > 0, la funcibn 5”“) «M| 1o es de variadh acotada como funan dea en ningin entorno
dea = 0. Aln a3, el S|gwente ejemplo prueba la existencia de un MRE con califiodaierte
no optima y muestra que calificai fuerte no implica calificadin 6ptima.

Ejemplo 6. Paran, A > 0 definimosg,, (\) mediante

Ga(N) = A1 —ea) — e VAN

sin(\2 /oz)‘ ,
de modo que
ralX) = €% e A2 sin(A o)

Se puede verificar inmediatamente dyg} es un MRE que no posee calificaniclasica fi, =
1
o0). Sin embargo, cop(a) = e va se tiene que

e pl)
() = lminf =

1
. _A 1 . 3
limsup |e” @ ﬁ+)\*1/2\sm()\2/04)]]

a—07t

— )z,

Comos,(\) = A2 € S, por el Teorem&.€ (s,, p) s un par fuerte fuente-ordenpya) =
e~ /v es calificaddn fuerte del retodo. Sin embarg® A > 0 se tiene que

liminfM = liminf ()\1/26\/5 o 4 |sin(A2 /Oé)D =0,

a—0+ pla) a—0t

por lo tanto no vale®) y p(a) = ¢~ V% no es calificadin optima del nétodo.

Ejemplo 7. Consideremos el &todo de Showalter dondg(\) = (1 — e~ =). Este nétodo

no tiene calificadn clasica puegi, = co. Se sigue del Teoremas que p(a) = ¢ V7 es
calificacbn cebil de este ratodo. Sin embargo, se puede vacifmente que dicha funn no
satisface la condién (3) y por lo tantop(«) no es calificadn en el sentido de la Definim
1.2

Ejemplo 8. Como mencionamos anteriormente étodo de Landwebdly,, } dondey, (\) =

$(1-(1- pA)a), paraa < 1y p < HTHQ, no tiene calificadn clasica debido a que, = oc.

Se puede probaétilmente usando el Teorerfid quep(a) = (1— ua2) es calificacdn cebil
de este ratodo.

Observar que los Ejemplos 2, 3, 4, 6, 7 y 8 correspondeatados de regularizam espec-
tral que no poseen calificami clasica, y sin embargd poseen calificadin en alguno de los
sentidos en que este concepto ha sido extendido en el presérarh la Definiadn2.4.

En la Figura 1 se visualizan los distintos niveles de califmaaitroducidos en este atilo
y la relacbn entre los mismos como iammbén con la calificadén clasica y la calificadén
introducida por Math y Pereverzev.
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Optimo

U % Ejemplo 6

Fuerte
Clasica M
Mathé and P R
(23:)33,a;em:r:(exer% Ejemplos 2y 4

Ejemplo 5

( p continua)

Calificacion en el sentido de

Mathé-Pereverzev (2003) :} /

Débil

Ejemplo 7
Figura 1. Relacbn entre los diferentes niveles de califiéatila calificacbn clasica y la califi-
cacbn definida eiMathé and Pereverz42003).

4 ORDENES DE CONVERGENCIA, RESULTADOS RECIPROCOS Y CONJUNTOS
FUENTE MAXIMALES

En esta secon presentamos algunas implicaciones que tiene la generahizaei concepto
de calificacbn en el contexto dérdenes de convergencia, resultado$p®cos y conjuntos
fuente maximales para problemas inversos mal condicionados.

SeanX,Y espacios de Hilbert de dimebsi infinitay7 : X — Y un operador lineal,
acotado, inversible co®(7") no cerrado. Para € S, entenderemos por “conjunto fuente
asociado a la funbn s y al operadof/™ al conjuntoR (s(7*T)).

El siguiente resultado directo, cuya demostracie sigue inmediatamente del concepto de
par cebil fuente-orden, afirma que si la soloiexactar’ del problemal’z = y pertenece al
conjunto fuenteR (s(7*T)) y (s, p) es un par @bil fuente-orden pargg, }, entonces el error
de regularizadin || R,y — z'|| tiene orden de convergengiéx). Por razones de brevedad no
damos la demostramn aqu.

Teorema 4.1. Seanp calificacion cebil de{g.} y s € S tal que(s, p) es un par ébil fuente-
orden para{g,}. Siz! = T'y € R(s(I"T)) entonces|(R, — T")y|| = O(p(a)) cuando
a— 0.

El resultado anterior es una generalinacdel Teorema 4.3 déngl et al.(1996¢) al caso de
MRE con calificacdbn debil y conjuntos fuente generales. En efecto, este corresponde al caso
particular en qud g, } tiene calificaddbn clasica de ordep.

El siguiente resultado rgmroco afirma que si el error de regularizatitiene orden de con-
vergenciap(«) Y (p, s) es un par orden-fuente entonces la s@oaéxacta pertenece al rango
del operados(T*T).

Teorema 4.2.Si (p, s) es un par orden-fuente parg,} y ||(R. — T)y|| = O(p(c)) cuando
a — 0T, entonces’ € R(s(T*T)).
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Demostracbn. Se sigue inmediatamente de la defioicde par orden-fuente pafa,}. [

Es oportuno observar que el Teorerha es una generalizam del Teorema 4.11 deng|
et all (1996). En efecto, estéltimo corresponde al caso particular en gug) = M\ y p(«) =
a*. Si adenasp es calificaddn optima entonces tamén vale el refproco del Teoremd.Z,
como se prueba a continuéani

Teorema 4.3.Sip es calificacbnoptima de{g, } y s, € S, entonces|(R, — TT)y|| = O(p(a))
cuandoa — 07 siy Dlo siz! € R(s,(T*T)).

Demostracibn. Seary calificacibn optima de{g,} y s, € S. Entonces por el TeorenfaC,
(p.s,) es par orden-fuente pafg,} y como||(R, — TT)y|| = O(p(a)) cuandoa — 0%, se
sigue del Teoremd.Z quex’ € R(s,(T*T)).

Redprocamente, sit € R(s,(T*T)), como en virtud del Teorenfag (s,, p) es par fuerte
fuente-orden, el Teoren¥alimplica que|| (R, — T")y|| = O(p(«)) cuandoo — 07 O

Un resultado importante en lo que respecta a la existencia y maximalidad de conjuntos fuente
es el siguiente: sy es calificaddn fuerte de un MRE ¥, € S se sigue inmediatamente del
Teoremd.7queR(s,(T*T)) es un conjunto fuente maximal dondes orden de convergencia
del error de regularizagn. Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.4.Seanp € O calificacion fuerte de{g, } tal ques, € Sy s € S. Si(s,p) es
un par fuerte fuente-orden pargy,} y R(s(7T%7T)) D R(s,(T*T)) entoncesR(s(T*T)) =
R(s,(T*T)).

Demostracibn. Bajo las hitesis del Teoremia 7, existek > 0 tal ques(\) < ks,(\) para
todo\ > 0, lo cual implica QUER (s(T*T)) C R(s,(T*T)). O
Si adenasp es calificaddbn 6ptima se obtiene el siguiente resultadasfuerte.

Teorema 4.5.Sip € O es calificacbn optima de{g,} y s, € S, entoncesR(s,(T*T)) es el
Unico conjunto fuente dongees calificacbn dptima de{g, }.

Demostracbn. Este resultado se sigue inmediatamente del Teofegna ]

Ejemplos:

1. Para la regulariza@n de Tikhonov-Phillips elinico conjunto fuente dond€«) = o es
calificacion optima esR (s,(1*T)) = R(T*T), puesto que en este cagg)) = .

2. En el Ejemplo 3 de la Sedn 3 vimos quen(a) = —(Ina)~! es calificaddn dptima de
{90} Y 5,(A) = 35. Puesto qug2; ~ ) se tiene queR(s,(T"T)) = R(T*T) es ellnico

conjunto fuente donde es calificadbn 6ptima.

3. En el Ejemplo 6 de la sed@r anterior para(«) = ¢~ V7 se tiene que,(\) = AV2
Comop es calificacdn fuerte del MRE, se sigue qu&(s,(T*T)) = (T*T)'/? es un conjunto
fuente maximal dondg es orden de convergencia del error de regulariraci

4. Como vimos en el Ejemplo 4(«) = e~ V= es calificaddn cebil del nétodo de Showalter.
Se puede vefdcilmente que para cada S, (s, p) es un par dbil fuente-orden para el@odo.
Por lo tanto, se sigue del Teored que el error de regularizami | R,y — «'|| tiene orden de
convergencig(a) = e~ Ve siempre que'’ € |J R(s(T*T)).

seS

5. Para el ratodo de Landweber dado en el Ejemplo 8 y la fangi(a) = (1 — puy/a)a

sucede lo mismo que en 4.
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5 CONCLUSIONES

En este trabajo se extedda definicbn de calificadn introducida eMathée and Pereverzev
(2003, principalmente permitiendo que las funciones asociadaslenes de convergencia y
conjuntos fuente no necesariamente sean las mismas. Se introdujeron tres niveles de califi-
cacbn generalizada:abil, fuerte yoptimo. Se mosér que el primero de estos niveles extiende
la definicbn de calificaddn dada por Mathy Pereverzev y se presénin ejemplo de un MRE
gue tiene calificaéin cebil que no es calificaén en el sentido de la Defintm[1.2. Se dio
una condiobn suficiente que garantiza que un MRE posee calificaen el sentido de esta
generalizadn. Tambén se probaron condiciones necesarias y suficientes para que un orden de
convergencia dado sea calificacifuerte ubptima. Se presentaron varios ejemplos de MREs
gue no tienen calificadh clasica y & poseen calificadin generalizada en alguno de los nive-
les definidos en este trabajo. Rdtimo, se mostraron brevemente algunas implicaciones de
esta tedia en el contexto dérdenes de convergencia, resultado$m@cos y conjuntos fuente
maximales para problemas inversos mal condicionados.
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