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Resumen

A partir de una solucién directa del llamado problema “inverso de segundo orden” en el campo del
Anédlisis y Disefio de Redes Geodésicas, los pesos “P” de las observaciones son obtenidos teniendo en
cuenta una matriz de criterio Q, (matriz de coeficientes de peso de las coordenadas incégnitas) ideal
que contiene indicadores de precision previamente establecidos y una matriz de disefio A que expresa
la configuracion de la estructura bajo estudio, la cual es una red geodésica bidimensional (trilateracion
con 15 distancias horizontales) libre compuesta de seis puntos (12 coordenadas incognitas planas “x” e
‘Iy11). . - . - -

Con los pesos efectivamente resueltos se calculé una matriz Q,, (matriz de coeficientes de peso de las
coordenadas incognitas calculadas) y a posterior se comparo dicha matriz con Q, mediante: d*-d, con

d=vec(D) ¥y D=Q, Q.

La solucién que se aprovecha en este trabajo es la solucion general presentada por Schaffrin, B. (1983)
y los conceptos y propiedades de Inversa Generalizada lzquierda como fue introducida por Koch, R.
(1988).

Del anélisis de la solucién de la matriz de Peso se observa que, como lo indica la experiencia: las
distancias mayores resultan tener menor peso en concordancia con su mayor error. Por otra parte, el
numero d'-d es una medida global de la calidad de la aproximacion respecto de la matriz de criterio.
Finalmente, se adjunta una tabla en donde se muestran los resultados de P, diag(Q,.) y d'-d para

otros disefios de red (diferentes matrices de disefio A).
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1 INTRODUCCION

El problema del éptimo disefio de una red geodésica comienza con F.R. Helmert en 1868
(Grafarend, 1974) quien propuso una esquema de clasificacion para efectuar un
“levantamiento racional”.

Helmert busco encontrar reglas para la dptima localizacién de los puntos de una red, como
una funcion del tipo de mediciones y el numero de observaciones.

Sus postulados de maxima precision en las coordenadas de los puntos de la red a partir de
la compensacion y del minimo costo y tiempo para realizar las observaciones son
actualmente aceptados mundialmente.

El esquema propuesto por Helmert para el problema de disefio 6ptimo comprende:

(i) Disefio optimo de orden cero (ZOD): El problema geodésico del Datum 06 disefio del
sistema de referencia.

(ii) Disefio 6ptimo de primer orden (FOD): El problema de la configuracion.

(iii) Disefio 6ptimo de segundo orden (SOD): El problema generalizado de los pesos.

(iv) Disefio 6ptimo de tercer orden (TOD): El enfoque Geodésico Bayesiano 0 el disefio de
observaciones adicionales para mejorar una red que ya existe.

En este trabajo se propone una metodologia para el Disefio 6ptimo de segundo orden que
aprovecha la solucion general presentada por Schaffrin, B. (1983) y los conceptos y
propiedades de Inversa Generalizada lzquierda como fue introducida por Koch, R. (1988)
para realizar una optimizacion analitica de los pesos de las observaciones con respecto a
objetivos de precision prefijados mediante una matriz de criterio.

Por matriz de criterio denotamos a una matriz de segundos momentos que tiene una
estructura ideal con respecto a las estimaciones de aquellos pardmetros que buscamos, es
decir: respecto a las coordenadas incognitas de un cierto nimero de puntos de la red
geodésica.

Esta matriz representa la estructura ideal para las matrices de varianza-covarianza de los
parametros a estimar y, en principio, ella es creada independientemente de cualquier modelo
lineal conectando los parametros buscados a ciertas observaciones.

Estudios sobre matrices de criterio que expresan propiedades especificas como: isotropia y
homogeneidad y que conducen a estructuras del tipo “Taylor-Karman” pueden ser
encontrados en los trabajos de Grafarend et.al. (1979) y Schaffrin et.al. (1982). Para otras
investigaciones sobre matrices de criterio y su relacién con los problemas de disefio 6ptimo
ver, por ejemplo, los trabajos de: Crosilla (1982, 1985); Baarda (1981); Grafarend (1985) y
Grafarend, et.al. (1985); Kaltenbach y Schmitt (1988); Schmitt (1980) y Wimmer (1981).

Por otro lado, se muestra también en este trabajo, como la metodologia propuesta puede ser
aplicada a otros disefios alternativos de red.

Las soluciones al problema de SOD tienen gran importancia practica en numerosos
trabajos de la Ingenieria tales como: el control de deformaciones en obras civiles; el estudio
de los desplazamientos en puntos de redes geodésicas establecidas para monitorear las
deformaciones que se producen en la corteza terrestre, en este sentido, véanse -por ejemplo-
los trabajos de: Benzao, T. et. al. (1995) y Kuang, S.L et.al. (1991).

Es util sefialar que, en general, cuando los dptimos pesos de las observaciones obtenidos
por las soluciones analiticas al problema de SOD son efectivamente realizables en la préactica,
permiten reducir considerablemente los costos de medicion en las camparfias de observacion
(menor tiempo de ocupacion en las estaciones y menor numero de repeticiones entre otros
aspectos) y alcanzar simultaneamente los objetivos de precision deseados para las
coordenadas de los puntos de la red.
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Otros estudios sobre SOD realizados utilizando otras técnicas se encuentran en: Xu
(1989,1990) y Chang et.al. (1996).

2 METODOLOGIA :

2.1 Marco Teorico:

Sea el modelo singular de Gauss-Markov (SGMM):
E{y}nxlenmemxlv yz(AX,Z y=G§Qy) (l)

0 equivalentemente y—e=AX (1’), con rank(A)<m

Con n = al nimero de observaciones; m = nimero de parametros;
X= Vector de los parametros.

Y = Vector de las observaciones

o¢ = Factor de la varianza

A, n =Matriz de disefio

z y= matriz de varianza covarianza de las observaciones
P,.n =Matriz de pesos de las observaciones

Qx;, , = Matriz de coeficientes de peso de las incognitas = Matriz de criterio
Z X = Matriz de varianza covarianza de las incognitas

(*)= Inversa generalizada de Moore-Penrose

La conexidn entre las ecuaciones normales -que surgen de aplicar el método de minimos
cuadrados a (1)-, con la matriz de criterio como una matriz de varianza covarianza ideal

(supondremos factor de la varianza of =1), es segin Schaffrin (1983), (ver Schmitt, G.,
1985):

A'PA=Qy (2)
Multiplicando (2), en ambos miembro por la matriz de criterio Q,
Q,A'PAQ, =Q,Q,Q, =Q, 3)
Si definimos k =Q A" (4), entonces (3) queda:
kPk' =Q, (5)

La ecuacion (5), puede ser convertida a un conjunto de ecuaciones lineales (ver el Anexo
para la definicion del producto Khatri-Rao “©” y del operador “vec” :

(kOk)p=q (6)

Con: p=vecdP (6.1) y g=vecQx (6.2)

La solucion general de (6) 0 equivalente al problema de Disefio de segundo orden 0
también llamado problema de los Pesos, es de acuerdo a Schaffrin (1983):

p=(kOk)'q (7.1)

p=K"q (7.2)
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con, K=(kOk).
Si, K es de rango completo de columnas :
Es decir: rank(k) =m
Entonces de acuerdo a Koch, R (1988) se puede utilizar en (7.1) o (7.2) la Inversa
Generalizada Izquierda de (k Ok), lacual es:
61 = (k'K ) K (8)
siendo: 1G1,, n;m Kumn =lnn » CON I, =matriz identidad de tamafio n.
Se demuestra en el teorema (ver Koch, 1988, p.63), que:
K = (KK KE =161, 0 9)

O sea, K* es también una inversa izquierda de K . Por lo tanto, reemplazando (8) y (9), en
(7.1) 6 (7.2) las soluciones quedan:

Pra =K q=(kOk)"q (10.1)

Pny = 1GI g :[(KtK)’th}q (10.2)
Por otro lado, K *también puede ser obtenido segun otro teorema (ver Koch, 1988, p.63):
K+=Kt(KKt)_K(KtK)_Kt (11)
El superindice =, en (11) indica la inversa generalizada.
Por lo que, la solucion también se obtiene reemplazando (11) en (10.1):
pnvlth(KKt)_K(KtK)_Ktq (12)

Los pesos “ P, ” que surgen de utilizar las ecuaciones (10.1) 6 (10.2) nos permiten arribar a
matrices de coeficientes de peso calculadas : Q,.. Una forma para comparar Q, con Q,.se
obtiene vectorizando la diferencia:

D =Q, —Qy (13)
de acuerdo a:
d =vec(D) (14)

y luego, calculando el escalar d'd, el cual permite una rapida y global visualizacion de la
calidad de la aproximacion de Q,.a Q,.

2.2 Método Propuesto:

Teniendo en cuenta las ecuaciones anteriores, el método que aqui se propone para el
disefio 6ptimo (d'd =minimo), de una red geodésica a partir de la solucion al problema de
segundo orden (matriz de peso “P”), y una matriz de criterio dada como indicador de la
precision de las incognitas (Q, ), es:

1) Definir el modelo singular de Gauss-Markov (1), o equivalentemente establecer las

relaciones de observacion (1’) para la red bajo estudio. Esto significa calcular la
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matriz de disefio A de la estructura teniendo en cuenta las “n” observaciones
proyectadas y las “m” incdgnitas establecidas.

2) Adoptar una matriz de criterioQ, como objetivo de precision a alcanzar.

3) Calcular una solucién P, utilizando la ecuacion (10.1), que corresponde a la solucion
general de (6) y que involucra la obtencion dek, K, 1GI (de acuerdo a (8)), K*(que se

puede calcular con (11)), y utilizando los operadores “Khatri-Rao” y “vec” como se
indica en la mencionada ecuacion.

4) CalcularQ,, = (A'P,A)", siendo P, una matriz diagonal de orden o(P,)=nxn Yy que
contiene a los pesos de las observaciones.
5) Calcular b=Q, -Q,, Y Vvectorizar segun: d =vec(D).

6) Finalmente, calculard'd, la que, como se indico anteriormente es una medida global
de la calidad de la aproximacién a la matriz de criterio dada.

2.3 Ejemplos

La red geodésica bidimensional (trilateracion) que a continuacion se analiza en un sistema
de referencia euclidiano (X,Y), consiste de seis puntos (m=12) interconectados mediante
n=15 distancias horizontales como se muestra en la Figura mas abajo.

El vector X contiene los 12 pardmetros que son: los diferenciales dx; y dvy;, que se
relacionan con las coordenadas cartesianas de los puntos de la siguiente forma: X; = X; +dX; ,
Y; =Yy +dY;, con i=1...6, siendo X;,Y,; las llamadas coordenadas aproximadas de los puntos
de la red y que se muestran en la Tabla 1.

La matriz de disefio A del (SGMM) de (1) esta formada por los coeficientes que surgen de
linealizar la funcion distancia para las 15 mediciones alrededor de las coordenadas
aproximadas (X;,Y, ). La matriz de criterio que se establece como objetivo de precision es la

matriz de identidad "1,,,,,", 0sea: Q, =1,,.,.

Tabla 1. : Coordenadas aproximadas para el Disefio Nro. 1

Punto | Xo (m) | Yo (m)

1 510.14 | 54.27
700.20 | 350.75
450.75 | 680.73
100.23 | 330.31
480.10 | 300.28
580.70 | 370.50

oo (WN

Se procedié como se indica a continuacion:

1) Para el Disefio de red Nro. 1 que se forma con las coordenadas aproximadas indicadas en
la Tabla 1 y las 15 distancias indicadas en la Figura: Se utiliz6 la metodologia
anteriormente descripta y se calcularon los pesos Optimos para las distancias, la matriz
Q,. Y su correspondiente medida global de la calidad de la aproximacion a la matriz de

criterio dada Q, =1. Estos resultados son mostrados en la Tabla 2. Luego, a partir del

Disefio Nro. 1 se generaron 3 disefios de red alternativos que a continuacién se definen y
que se procesaron de acuerdo a la metodologia propuesta.

2) Se formo un Disefio de red Nro. 2, modificando las coordenadas aproximadas del punto 3,
alejandola de su posicion original, como se indica en la Tabla Nro. 3. Se utilizo la
metodologia anteriormente descripta y los resultados obtenidos son mostrados en la Tabla
4,
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3)

4)

Se formo un Disefio de red Nro.3 mediante la eliminacion de la distancia entre los puntos
5y 6, pero manteniendo las coordenadas aproximadas para el Disefio Nro.1 de la Tabla 1.
Los resultados se muestran en la Tabla 5.
Se formd un Disefio de red Nro.4 mediante la eliminacion de la distancia entre los puntos
1y 3, pero manteniendo las coordenadas aproximadas para el Disefio Nro.1 de la Tabla 1.
Los resultados se muestran en la Tabla 6.

5) Se realiz6 un analisis de los resultados obtenidos.
Figura : Red geodésica bidimensional (trilateracion)
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Tabla 2. Resultados correspondientes al Disefio Nro.1

Nota : Pc muestra los pesos correspondientes a las distancias.

Dist | 1-2 | 13 [ 1.4 [ 15 [ 16 | 23 | 24 [ 25 [ 26 [ 34 | 35 | 36 [ 45 [ 46 | 5
Pc | 0.33 | 0.07 | 0.37 | 0.26 | 0.25 | 0.31 | 0.11 | 0.25 | 0.27 | 0.39 | 0.24 | 0.27 | 0.22 | 0.18 | 0.28
Diag Qxc 1.27 [ 0.85 | 1.00 | 1.25 | 1.03 | 0.86 | 0.82 | 0.85 | 1.30 | 142 | 1.27 | 1.30

d'd | 95588 |

Tabla 3. : Coordenadas aproximadas para el Disefio Nro. 2

Punto | Xo (m) | Yo (m)
1 510.14 | 54.27
700.20 | 350.75
460.00 | 1240.25
100.23 | 330.31
480.10 | 300.28
580.70 | 370.50

oA~ lWIN
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Tabla 4. Resultados correspondientes al Disefio Nro.2
Nota :Pc muestra los pesos correspondientes a las distancias:.

Dist| 1-2| 13| 14| 15| 16| 23| 24| 25| 26| 34| 35| 36| 45| 46| 56

Pc | 031]0.04]035|0.28|0.26|028)|0.16|0.25|0.30|0.33|0.20]|0.23]|0.24|0.21|0.26

Diag Qxc 1.88 1089|111 |152)0.78|0.74|084]153]126|149]141]140

d'd | 16.6865 |

Tabla 5. Resultados correspondientes al Disefio Nro.3
Nota :Pc muestra los pesos correspondientes a las distancias.

Dist| 1-2| 13| 14| 15| 16| 23| 24| 25| 26| 34| 35| 36| 45| 46

Pc 1032|006 |036|027]030]031]008]031]0.29]0.38]0.26]|027]|024]0.23

Diag Qxc 12710841099 127|103 |086|079|086| 152 | 151|148 | 146

d'd | 101384

Tabla 6. Resultados correspondientes al Disefio Nro.4
Nota : Pc muestra los pesos correspondientes a las distancias.

Dist | 1-2| 14| 15| 16| 23| 24| 25| 26| 34| 35| 36| 45| 46| 56

Pc 10341037 ]027)026]032|011]025]027|040]025]0.28|0.21] 0.18 | 0.28

Diag Qxc 126 | 095102122 ]1.01 |09 | 083|084 130]137]128 | 1.26

d'd | 97005

3 ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Del analisis de la solucién de la matriz de peso del disefio Nro. 1 se observa que (ver Tabla
Nro.2), como lo indica la experiencia: las distancias mayores resultan tener menor peso, en
concordancia con su mayor error.

Recapitulando: los disefios alternativos al disefio numero 1 son:

Disefio numero 2: se modifican las coordenadas aproximadas del punto 3 del disefio
numero 1 (ver tabla nimero 2).

Disefio numero 3: se elimina la distancia entre los punto 5 y 6. las coordenadas de los
puntos de la red se indican en la tabla nimero 1.

Disefio nimero 4: se elimina la distancia entre los puntos 1 y 3. Las coordenadas de los
puntos de la red se indican en la tabla nimero 1.

Del anélisis de estos disefios alternativos para la red se observa claramente que el disefio
Nro. 4 (ver Tabla 6) es mas favorable que los disefios Nro. 2 (ver Tabla 4) y Nro. 3 (ver
Tabla 5), pues d'-d=9,7905 es menor que 16,6865 y 10,1384 respectivamente. Es decir, el
disefio Nro.4 conduce a una mejor medida global de la calidad de la aproximacion respecto de
la matriz de criterio que los disefios Nro.2 y Nro.3.

4 CONCLUSIONES

Se mostro que los resultados de aplicar la metodologia propuesta para la solucion optima
del SOD que aprovecha la solucion general presentada por Schaffrin, B. (1983), los conceptos
y propiedades de Inversa Generalizada lzquierda como fue introducida por Koch, R. (1988) y
una matriz de criterio dada en una red tipica -como lo es una Trilateracion bidimensional- son
coherentes respecto a lo observado experimentalmente.

Se mostro ademas, como el método descripto es aplicable a otros disefios alternativos de
red, permitiendo de este modo ampliar y enriquecer el analisis del problema del SOD para una
particular red que se encuentre en su etapa de ejecucion o de disefio.
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5 ANEXO
Sean las matrices (Grafarend, E., 1993):

A= laijJ:[al !!!!! am ]’ O(A)= nxm aij eR [aij]e R
B:= I.biJJ:[bl lllll by, ]! o(B)=kxm bij eR [bij]e g lom
Di=ldy]=[drd]  o(D)=kxl  djeR  [d;]en™
El producto Kronecker-Zehful3 se define como:
E=D®A=[e;} D®A:=|d;.A|, o(E)=0(D®A)=knxIm

El producto Khatri-Rao, se define como:

C=BOA= ®a,..b,®a,], o(C)=knxm

El operador vec(A), se define como el vector:

a
a
vec(A) =

an nmx1
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