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Resumen.

En este trabajo se realiza un estudio comparativo de esquemas de comyen@ la fundn de
level set, cuantificando el error introducido en la pdsicde la interfaz utilizando medidas de error
espedicas de integs en flujos a superficie libre. El algoritmo nérito empleado para el transporte de
la funcion de level set, inicialmente desarrollado en una dimension espaciahasstdo en un esquema
de volimenes finitos y puede ser utilizado inclusive con campos de velocidadetgeticia no nula. En
éste, se considera una aproxin@aciineal por trozos de la fun@n a transportar, para lo cual se emplean
métodos del tipo TVD y ENO a fin de efectuar dllculo de las pendientes involucradas. El esquema es
extendido a mayoramero de dimensiones espaciales mediantédaita de "Dimensional Splitting”.
Finalmente, el ratodo de transporte se complementa con un algoritmo de reiniciélizgae preserva
la masa mediante ajustes basados en desbalances locales a diferencegtgitosos convencionales
gue emplean criterios globales de corréaci
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1. INTRODUCCION

El método de Level Set encuentra aplicaciones en las diversasreas de la industria y
la ingeniera. Por ejemplo, en problemas de flujo malsiico en elrea naval Carrica et al.
2006, modelado de interfaces entiiguidos y gases dduidos inmisibles en problemas de
flujo incompresible Tornberg y Engquist200Q Luo et al, 2005, problemas de cambio de fa-
se y solidificaddn (Benes 2001, Schmidt 1996, propagadn de frentes de llama en proble-
mas de combugin (Sethian 1999, procesamiento digital de imgenesCaselles et 11997,
Sarti et al, 2000, optimizacbn topobgica de estructura¥\@ang et al.2003 entre otros.

En particular para problemas de movimiento de interfacékifs a superficie libre, debido
a que la fundn de level set representa la interfaz aire/agua, la cuahasuperficie mate-
rial, el transporte gobierna el movimiento de la superficgadir de un campo de velocidad
dinamicamente equilibrado. En eklculo de este transporte la diféei nuneérica es altamen-
te indeseable ya que causa movimienfggémente no realistas de la interfaz. Con el fin de
tratar este problema, dentro del contexto de |lé&auos Eulerianos, los esquemas TVD (To-
tal Variation Diminishing) y ENO (Essentially Non-osciitay) de alto ordenl{eveque 2002
Harten y Osherl987 Oshery Sethignl988, han sido utilizados coéxito en algoritmos de
volumenes y diferencias finitas. Dichoftados presentan limitada difusividad y comporta-
mientos no oscilatorios.

En este trabajo se realiza un estudio comparativo de esjoemas cuantificando el error
introducido en la posioéin de la interfaz. Este tipo de estudios cuantitativoszatildo una medi-
da de error espéica de intees en flujos a superficie libre no ha sidmaealizado o al menos
reportado en la literatura donde se suele realizar estatearacon simplemente por medio
de dlculos de prdida de masa, que si bien son importantes,ipadscultar falencias de los
esquemas de transporte porderenos de compensaaide error.

El algoritmo nunérico propuesto para el transporte de la fondile level set es presentado
en detalle inicialmente en una dimension espacial § basado en un esquema delvoénes
finitos en combinadin con los esquemas TVD y ENO antes mencionados. Posteritarak
esquema se extiende a maydammero de dimensiones espaciales mediantédaita de "Di-
mensional Splitting”de la cual se presentan dos alterastilGodunov Splitting” y “Strang
Splitting” que tambgn son caracterizadas mediante la medida de error meneaionad

Finalmente, el esquema de transporte empleado se compgéenwnel algoritmo de reini-
cializacbn introducido porNut et al, 2006. EI mismo, inicialmente desarrollado para mallas
no estructuradas de elementos finitos es extendido en foomsistente con el esquema de
voliumenes finitos usado. El algoritmo tiene la carastieia de preservar la masa mediante
ajustes basados en desbalances de masa locales a difelethasaalgoritmos convencionales
gue emplean criterios globales de corrécci

2. EL METODO DE LEVEL SET

En esta parte presentamos los concepésscos acerca del@odo de level set que emplea-
mos a lo largo del trabajo.

Para comenzar, con&rkse una interfaz definida por una superfitie R". Se desea ana-
lizar su evoluddbn bajo un campo de velocidatlarbitrario, que puede ser dependiente de la
posicbn espacial, el tiempo, la geometretc. En principio, este problemaasgpbernado por
la siguiente ecuaon diferencial:

o = i) ®
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gue representa explicitamente el movimiento de la inteBazlice que esta formulaci es del
tipo Lagrangiano

La idea lasica defais del nétodo de Level set, introducido p@sher y Sethiaf1988, con-
siste en definir implicitamente la superfidiecomo la curva de nivel cero de una fubicio.
Entonces, si se llam@ a la regon delimitada por la superficig, se asigna a la fun@n ¢ las
siguientes caractgsticas:

o(d,t) > 0 para T €X) (2)
o(Z,t) < 0 para T ¢%) (3)
o(d,t) = 0 para T €0Q=T(t) 4)

de lo cual se observa que la interfaz puede ser localizadendurla curva (en dos dimensiones)
o superficie (en tres dimensiones) a lo largo de la cual la&mng se anula a un dado tiempo.

El hecho de que cada punto de la interfaz evolucione de azaelaEc. {) es consistente
con la siguiente ecuamn de transporte para la fudci ¢ tal como fue propuesto por Sethian y
Osher:

¢ + @ - Vo =0 (5)

gue es la llamada ecuaai de Level Set. El objetivo principal de este trabajo ergeres el
estudio de diferentes esquemas déimmnes finitos para la resolocide esta ecuami en una
y dos dimensiones espaciales.

3. FORMULACI ON NUMERICA

Presentamos el @odo de valimenes finitos empleado para el transporte de la @undée
level set. La descripon detallada se hace para el caso unidimensional. Este sad® ien-
portancia, ya que los esquemas obtenidos son luego apichdxtender el gtodo a mayor
niumero de dimensiones espaciales, lo cual se lleva a cab@medinaé&cnica de'Dimen-
sional Splitting” que esh basada en la divian del problema multidimensional en problemas
unidimensionales independientes.

3.1. Metodo de Volimenes Finitos - 1D

El método de vaimenes finitos, introducido por McDonald en 1971 y luego presheliente-
mente por McCormack y Paullay en 1972, se basa en la disaiétizde la formulad@n integral
de las leyes de conservani Si bien el rétodo es bien conocido, y en particular su aplicaa
problemas de transporte de interfaces conéatbaio de level set ha sido estudiado recientemente
enFrolkovic y Mikula (2006 por ejemplo, donde se presenta el caso bidimensional agor r
nes de claridad y completitud presentamos las idasas involucradas en la discretizatde
la ecuaddn de level set.

Se considera una discretizaoidel dominio computacional en celdas oarakenes de control
C; = (:ci,;,xi%) (no necesariamente uniformes). Entonces, si se integra.l&)E(en su
versbn unidzimensional) sobre una celday a lo largo de un paso de tiemp = ¢,,.1 — 1,
se obtiene
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/ {gbt(x, t) + u(zx) ngx(m,t)} dtdr = 0 (6)
C; JAt

luego de integraéin por partes para el segun@orhino y asumiendo un comportamiento suave
de las derivadas dentro de cada celda computacional, mebti

/C (0 ) — 0l ) /A t [u(x) o, 1) .

- / d“<“’)¢dx] dt=0 (7)
C;

Ahora, dado que se pretende desarrollar esquemas de segyuiet) en este punto es conve-
niente introducir la siguiente aproximaailineal por trozos para la velocidad

up(x) = u(xze%) +7i (& — 351‘7%) Tl ST <Ty1 (8)

en donde la pendientg viene dada por

uw(z, 1) —u(z,_1

i 1)

Entonces, haciendo un reordenamiento&tminos enT), no es difcil ver que resultan esque-
mas nunéricos del tipo

[

At At At

donde@?, que puede pensarse como el valor promedio gebre la celda, viene dado por
Ii+%
@ = [ ot (1)

y el flujo F' queda definido como

1 tn+1

F" —

11—

1= up(z;_1) ¢(z;_1,t,) dit (12)
2
con una expreén araloga pard, ;.

2
Cabe aclarar, que al tomar = 0 se obtienen esquemas del tipo

At
AZL‘Z'

QItt = Qr — (F", — F"

i+ 1—

) (13)

N

los cuales posiblemente resulte@srfamiliares al lector. Bn en este caso se pueden obtener
esquemas de segundo de orden si la velocidasi constante en todo el dominio.
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Ahora, a fines de evaluar L es necesario hacer alguna aproximacparag(z;_1,t,), de

manera tal de evaluar la mtegral dr2). Una posibilidad, con la cual se pueden obtenetddos
de hasta segundo orden, consiste en asumir la siguienesegpadn lineal por trozos para

on(z,t,) = QF + of (x — ;) para 1 < T < T (14)

(sei@ justamente la definion de la pendiente lo que daa lugar a diferentes esquemas de
volumenes finitos).

Luego, basados en el hecho de que esenmalmﬁém;el t) = o(x; 1 u(z,;
no es difcil demostrar que™ 1 tiene que ser de la forma

Uh(fi—%) T %Uh(%—%)(Axi—l - Uh(xi—%) At) o uh(xi—l) >0
Fr =
2
up(;_

s

%) Qr — %uh(xi_%)(Axi + uh(xi_%) At) o up(z;_1) < 0
(15)
y expresiones a@logas pareFi’il

Como se dijo, diferentes @odos de vdlmenes finitos surgen de acuerdo al esquema em-
pleado para determinat’. En lo que sigue se presentan los esquemas que son companados
este trabajo, a sabd&tsquemas Fijos de tres punt@squemas TVH Esquemas ENO

e Esquemas Fijos de tres puntos

Los cuatro esquemas que se pueden utilizar para la&llan este caso son:

SimpleUpwind: ¢ = 0 V u (Godunov)
i1 — @ity
Centered slope: o¢, A:pi% +Axi_% u (Fromm)
; Qn n ‘
A%_% si u >0
Upwind slope: oy, = (Beam-Warming) 16
Qi —Qr (16)
siou <0
\ A‘TH-*
Qzlxl @i st u >0
Downwind slope: ops = (Lax-Wendroff)
QAQ: : st u < 0

dondeAz; ; viene dado por
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Ax,

71—

1= & —Ti-1 = # (17)

A excepcon del esquema de Godunov que es de primer orden, los restateemas son de
segundo orden. Una falencia de est@tados es que desarrollan oscilaciones espurias cerca de
discontinuidades, para lo cual se proponen los esquemasyTBNDD.

e Esquemas TVD

Harten introdujo el concepto de esquema& (Total VariationDiminishing) para evitar
la genera@n espuria de oscilacionesldrten 1983 Harten et al. 1987 Harten 1984). Estos
métodos tienen la propiedad de no aumentar la vanmatital, la cual se define en el caso
discreto como

TV(Q) = > 1Q: — Qi (18)

1=—00

Entonces, un @&todo se llamado TVD si para cualquier conjunto de dafys los valores
Q"*! satisfacen

TV(Q™) <TV(Q") (19)

Una particularidad muy importante de logtados TVD, es la de conservar la mondtode las
soluciones, es decir, § > Q7,, se cumple qu&)!*' > Q! Vi.

Una forma de lograr que uné&todo sea TVD es mediante la introdutide limitadores de
pendiente. Para ello se define una famc(¢) cond = Us y se adopta una pendiente de

Ds

“downwind” ¢}' dada por

o = ops V(). (20)

(2

Los diferentes esquemas de limit@tide pendiente que se han usado en este trabajo son

Min Mod ~ ¥(#) = Minmod(1,6) (21)

Super Bee  ¥(f) = max(0, min(1,26), min(2,6)) (22)

Mc limiter ¥ (9) = max(O,min(l%g,Qﬂe)) (23)
(0l

Van Leer V(0) = (1 n |6|) (24)

donde la fundn Minmod esk definida por
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a Sila]<|bl y ab >0
Minmod(a,b) = b silb|<la] y ab > 0 (25)
0 siab <0

Una descrip@n detallada de estosatodos de limitadéin de pendiente puede ser consultada en
Leveque(2002.

e Esquemas ENO

Los esquemas ENCE6sentiallyNon-Oscillatory) han sido tamkn desarrollados a fines
de eliminar oscilaciones espurias de la sduaciLos mismos fueron introducidos por Harten
y Osher y a diferencia de los esquemas TVD, permiten el aundmta variadn total (ver
Ec. (18)). Enéstos se impone la restriéoi de no incrementar elimero de extremos locales
de la funcon aproximantep, en el tiempo. Este hecho es suficiente para garantizar que la
aplicacbn de estos gtodos a un conjunto de datos ndtonos, resulta tamén en una funéin
monbtona. Si bien esta restriéei resulta ser @s bil que la de los @todos TVD, permite
obtener rétodos de alto orden bajo cualquier condlicdel sistema.

En este caso la idea es definir una famcinterpolanted (x, )) y una pendiente como

. d d

Entonces, para que elatodo sea no oscilatorio es necesario que la miiterpolante sea no
oscilatoria. De la Ec.26), es posible verificar que para obtener uetatdo de segundo orden es
necesario que se cumpla

d d

por lo tanto, la fundn interpolanted (x, () debe cumplir con

H(z,Q) — ¢ = O(Az?) (28)

para lo cual se puede usar la siguiente fanénterpolante cuadtica en el intervala; < = <
Li+1

(—a) 1 (@ — ) (x — @ip1)
TP @ Ax?

5 (29)

H(w:,Q) = Qi +d;3Q-

De esta forma, para garantizar que la f@ncinterpolante sea no oscilatoria debe definirse lo
siguiente

o = Minmod(S;", S;) (30)

7
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donde

. £ _ 1 1
Si = %@ F gAx,ilDii%Q
)

.o, 1
ity

di—&-%Q = Qiy1— Q;

. (31)
DH%Q = AZL‘H_% Minmod(D;Q, D;11Q)

DQ _ Qi+1 - Qz N Q’L - Qifl
! A:L‘Z+% Al’i,l

2

\

Una descrip@n exahustiva de estos esquemas puede ser consultadtiaten y Oshe(1987)
o Harten et al(1987).

Finalmente, como es bien sabido, la con@lichecesaria para la convergencia de este tipo de
esquemas nuemicos queda expresada a &awel tumero de Courant como sigue
u(z;) At
AfL’i

vV = max

‘ <1 (32)

3.2. Formulacidon Multidimensional - “Dimensional Splitting”

El primer paso en la formula@n nunérica del problema para mayor naro de dimensio-
nes espaciales consiste en la aplioade un esquema dBimensional Splitting” (Leveque
2002. Como se dijo anteriormentésto consiste &sicamente en la separacidel problema
multidimensional en problemas independientes para cagldeicoordenadas espaciales.

Para fijar ideas, consideremos el caso lineal bidimensatad por

¢t + u¢m + U¢y = 0 (33)
$(z,y,0) = ¢'(z,y)

el cual puede ser dividido en dos problemas unidimensisrmo sigue

G+ udy =0 (34)
¢ + vy =0 (35)

La solucbn entonces, consiste simplemente en topfazomo condiddn inicial de la Ec. 34)
y a la solucdbn obtenida, como condimn inicial de la Ec. 85).
Para ver esto, consdese el caso lineal. La solaai exacta de34) es de la forma

y del mismo modo, tomando como condigiinicial ¢*, la solucon exacta de3b) queda

¢**<'T7 Y, t) = ¢*(:U7 Yy — Ut) (37)
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con lo cual, la solué@n al problema lineal utilizandDimensional Splittingestaa dada por
¢** (.%', Y, t) = ¢0($ - Uta Yy — Ut) (38)
gue resulta justamente la soloniexacta del sistema inicié3 ).

En cuanto a la formulaéh nunerica del problema general, hay dos esquemas que se usan
habitualmente dentro del contexto dettmdo de valmenes finitos y que hemos escogido para
los ejemplos que se mostéaar, a saber, los @ilodosGodunov Splittingy Strang Splitting

e Godunov Splitting

En este caso, el esquema delnoknes finitos, que por simplicidad se presenta para el caso
lineal con taméao de celdalx uniforme, resulta como sigue

@ = @5 — AL <Fi+%,j - Fi—%J) (39)
At

n+l * * *

= 0 5 (- ) “

tomando pard’ y GG las definiciones de flujos presentadas anteriormente peas@unidimen-
sional. Si bien para el caso lineal, no se introduce tningrror debido aSplitting en el caso
general no lineal el error del esque@adunov Splittingesulta ser de primer orden, es decir
O(At).

e Strang Splitting

Este esquema puede escribirse de la siguiente forma

Qij = i 9Ay (F’H-%j o Fz—%]) (41)

Qij = Qij - A_y (Gi7j+% - Gm‘_%> (42)
At

n+l n Hok *ok

i T i T AL (Fi—s-%,j a Fz’—ég‘)' (43)

El esquema resulta de segundo orden aunque es posible glguansacasos se introduzca
un error adicional debido al hecho de que sé& éstnsportando a la fur con un dimero
de Courant cuyo valor es la mitad del anterior. Por otro lad@wedente que el costo compu-
tacional de este &todo es mayor. La ele@n del esquema deimensional Splitting utilizar,
resulta una soludin de compromiso y muchas veces por sencillez se elige atesfsiodunov
Splitting

3.3. Acondicionamiento del Level Set - Reinicializadin

Aln utilizando nétodos nuraricos de altodorden de convergencia en la resoarcide la
ecuacbn de Level Set, es posible obtener resultadaseas cuando la fun@n ¢ se vuelve muy
abrupta o plana o pierda su regularidad. Para reducir losssrnun@ricos provocados por estos
fenomenosChopp(1993, introduce el concepto deinicializacion de la funcon ¢. A partir
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de este trabajo, han sido definidas un gramero de diferentegtnicas de reinicializagn (ver
Adalsteinsson y Sethigdi9959; Sussman et a{1994); Sussman y Fateni1999; Mut (2003).

El concepto Bsico asociado a la reinicializaci es realizar peddicamente una re-definani
de la funcon de Level Set para eliminar posibles andastomo resultado del transporte, que
pudieran provocar resultados @meos, pero manteniendo la interfaz qué ess¢ndo transpor-
tada. Se encuentra que una buena etecpara inicializaky antes de efectuar la operaside
transporte resulta ser la “furdsi distancia con signo”. Para esto se define la fumdiistancia
como

d(¥) = min|Z -2 ¥V 2 € 09 (44)

donde se puede ver qu&r) = 0 para todos aquellos puntos que pertenecen a la interfaz
representada par.
Luego, la funobn distancia con signg@,, quedaa definida de la siguiente manera:

¢a(Z,t) = d(Z) para T € (45)
¢q(7,t) = —d(Z) para T ¢S (46)
¢a(,t) = 0 para T €0Q=TI(t) 47)

Para el caso unidimensional, usandd)( el proceso de reinicializamn, es decir, el&lculo
de ¢y, es trivial una vez detectada la interfaz.

Por otra parte, para el caso bidimensional, etado de reinicializadin que hemos escogido
en este trabajo es el introducido por Mut (\ut (2003; Mut et al. (2006). Las ventajas de
este netodo sobre otros existentes, es la de cumplir con unatestenservaéin de la “ma-
sa” 0 volumen limitado por el level set. Elatodo se basa en producir ajustes en la fumci
¢ basados en desbalances de masa locales, a diferencia desnmitbdos que se basan en
criterios globales de corredéri. EI mismo fue desarrollado para mallas no estructuradas d
triangulos lineales, y debe extenderse apropiadamente a érses dmpleado en conjunto con
la discretizaddn de volimenes finitos para el transporte de la fénep. Una descrip@n deta-
llada del nétodo cae fuera del alcance de este trabajo y puede ser teatasah las referencias
propuestas.

4. RESULTADOS NUMERICOS

En esta secon presentamos ejemplos néritos donde se aplican los esquemas de trans-
porte y reinicializadn propuestos anteriormente a casos en una y dos dimensipasales.

4.1. Medidas de Error

Antes de pasar a los resultados ranmos conviene describir las medidas de error empleadas
en la evaluadin de los esquemas de transporte.

e Caso Unidimensional

Para el caso unidimensional es necesario simplementetaletes cruces por cero de la
funcion ¢. Para el caso de esquemas de hasta segundo orden, se debardanpiguiente
formula para hallar el punto de cruce por cefro
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+ O—Q] A.Z'j+1 +A33J
Qjr1 — Qj 2

(48)

Te= Ty

para todas aquellas celd@sen que el valor de nivel cero se encuentre entre los valpyes

y (),. Otra alternativa considerada fue emplear la represémtdicieal por trozos de la fun@n

¢ (ver Ec. (L4)) con la pendiente del esquema empleado, pero se enéqtre esto posee
mayor error, no produce una mejora en el orden detbaho y aderas la interfaz no en todos los
casos queda bien definida.

Una vez detectado el level set, el error simplemente selaatomparando los valores con
los valores exactas, en el tiempo. Es decir, el error del esquema de transpod&eattdo por

Eloo = max |z, — x| V.t (49)

e Caso Bidimensional

Pasando al caso bidimensional, por un lado, se cak@lkarea encerrada por el level set
que se denotarporA(t) y se calcula como sigue

A(t) = Medida{Q(t)} = / H(p) dQ2 (50)
Q(t)
con H(¢) la funcibn de Heavyside, la cual es cero fuerdlg¢ < 0) e igual a uno adentro de
Qc (¢ = 0).
Por otra parte, se introduce una nueva medida de error eanspiorte, que se dendagvor
E(t)y estad dada por
E(t) = Medida{ (2. — Q) U (2. — Q) } (52)

donde el sulmdicec denota la soluéin computada y la exacta. Mtese quéd(t) es la medida
del conjunto representado por la r@gisombreada en la figulia Esta medida de error permite
detectar deformaciones de la interfaz debido al transgageuales podan pasar inadvertidas
con el simple alculo deA(t) en el caso de existir compensacide errores. Como en el caso
anterior, el error de los atodos se calcularevaluando el @ximo error en el tiempo, es decir

Ejno = max{E(t)} VvVt (52)

4.2. Casos Unidimensionales

Se presentan dos ejemplos nuenicos unidimensionales que corresponden a un campo de
velocidad lineal y un campo de velocidad hip&ito. Si bien estos ejemplos son sencillos,
permiten mostrar las principales caratdtcas de los esquemas n@mncos introducidos.

e Caso 1— Campo de velocidad lineal

En este caso el campo de velocidad tiene simplemente un ctanpento lineal del tipo

u(z) =ux

dondew es una constante.

1204



Figura 1: Regione&. y €. definidas por la interfaz transportada en forma aproximaeleagta respectivamente.

Este caso es de ints ya que muestra la necesidad de considerar la interpoléoeal por
trozos para la velocidad dada en la ER).gi es que se pretende obtener esquemas de segundo
orden. Para ver esto, en la FR(a) se muestran loérdenes de convergencia para el error en
la posicbn de la interfaz, obtenidos mediante la aplidacilel esquema de \ighenes finitos

(13) con los nétodos Godunov, TVD y ENO. Se puede ver que todos los esquesidtan de
primer orden, lo cual se puede verificaciimente mediante un atisis de convergencia.

Por otra parte, cuando se considera la interpotatineal por trozos para(z), para lo cual se
emplea el esquema de uahenes finitosX0), los métodos TVD y ENO resultan de segundo
orden como se esperaba, mientras queatbo de Godunov resulta de primer orden, ver Fig.
2(b).

e Caso 2— Campo de velocidad hipebtico

En este caso se considera un campo de velocidad dado por

u(z) =

SHES

En la Fig.3 se observa la solumn nunérica obtenida mediante algunos de lostodos a
diferentes tiempos, asomo la solu@n exacta del problema. En todos los casos, se toma un
nimero de Courant = 0,9 y una discretizaéin uniforme de 50 celdas. Si bien, para el esquema
de Lax-Wendroff con reinicializaén se observa una disipaciimportante, el error de nivel (es
decir, en los cruces por cero de la fulrtip) no es significativo, como se puede apreciar a
simple vista si se compara con la solutiexacta.

Tomando en cuenta ahora la reinicializagien la Fig4 se muestra el error de nivel para el
esquema de primer orden. En esta figura se puede ver que eberravel para el ratodo
Upwind sin reinicializadn tiene un orden inferior &5, por otra parte, para el caso en que se
utiliza la reinicializacdn, el orden del rietodo es aproximadamente igudl @mo se espera.
Como se puede ver, en este caso la reinicialaraonejora notablemente la convergencia del
método al orden esperado.

Pasando a los esquemas de segundo orden, en |a ségnuestran loérdenes de conver-
gencia para el casgn reinicializacion. Para los retodos TVD, se puede ver que aquellos que
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Figura 2: Error de nivel utilizando el esquema lineal (a) ysduema general no lineal (b), para los diferentes
métodos.

emplean limitadores de pendiente del tipo MC-Limiter y VaeiLesultan tener el mejor orden
de convergencia para cualquier tdioae celda. Por otra parte, los esquemas fijos de tres puntos
en este caso son inestables por lo cual no aparecen afiebgEn la figura tamen se observa
gue el nétodo ENO de segundo orden es el que mejor comportamient &n embargo, en
estos casos el orderdiéco esperado no alcanza a observarse para el rango dédaimaeldas
evaluado.

Por otra parte, si se analizan los esquemas de segundo@rderinicializacibn, es posible
comprobar que el comportamient@teo esperado se establece para famsale celda mucho
mayores que en el caso no reinicializado. Esto se obsena [€ig.l6 donde se muestra que
para todos los gtodos de segundo orden se establece un comportamientar giam un orden

de convergencia aproximadamente igualyaen este caso inclusive los esquemas fijos de tres
puntos convergen sin inconveniente y al orden esperadongsriante notar la magnitud del
error de nivel con respecto al caso en que no se utiliza lécigizacion, el cual resulta ser
hasta dordenes inferior. Para observar esto claramente, en la/fsg.compara el error de
nivel para el esquema ENO con y sin reinicializaci
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Figura 6: Error de nivel para los esquemas de segundo aafereinicializacion parau(z) =

4.3. Casos Bidimensionales

SIS

El problema que hemos escogido para evaluar los esquemeandpdrte en el caso mul-
tidimensional e€l disco de ZalesakEste es un problemaadico en level set, muy empleado
como “benchmark”, y consiste de un disco con una ranura gaesesndo transportado en el
dominio[—L, L] x [—L, L] por un campo de velocidad de la siguiente forma

—2my

2mx

el cual define una rota@n rigida en sentido anti-horario con respecto al origen deds@adas

(0,0).

Inicialmente se efeGa una comparagn cualitativa de los #todos de transporte, a tal fin, en
la Fig.8 se muestra el comportamiento de algunos de letodos para este sistema, empleando
una discretiza@n de150 x 150 celdas con un tmero de Courant = 0,9 y utilizando el
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esquemdaodunov SplittingLos resultados muestran la interfaz al cabo de una revwluci=

1). En esta figura se puede ver, por un lado, la gramlida de masa que se produce con los
métodos de primer orden, y por otro lado, la gran defordragueéstos introducen. Taném

se puede apreciar que logtados de segundo orden presentan un comportamientcativalit
muy superior respecto al esquema de primer orden en el ctentl@a desaparece, tanto en el
caso sin reinicilizad@n como en el caso que la emplea.
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Figura 8: Transporte del disco de Zalesak al cabo de unaug@al empleando los &todos: Upwind (a), Upwind
Reinicializado (b), TVD Super Bee (c) y ENO (d).
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Con respecto al efecto de la reinicializatj a modo ilustrativo, en la Fi§ se muestra el
transporte del disco empleando etmdo ENO con una malla d€0 x 100 sin reinicializacon
(izquierda) y con reinicializadn cadal0 pasos de tiempo (derecha). Como se puede ver, en el
primer caso, la ranura desaparece y se forma un burbuja eteebdr del disco como resultado
del colapso de las dos esquinas del disco. En este casalfrie muestra la importancia de
una reinicializadn perbdica de la fundn de level set, @ cuando se emplea unétedo de
alto orden.

0.5 1 0.5
0 Or

-1 -05 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 9: Transporte del disco de Zalesak con elado ENO en una malla d&0 x 100. Izquierda: sin reinicia-
lizacion, Derecha: con reinicializam cadal0 pasos de tiempo. En linea punteada se indica la cainicial y
en linea continua se muestra la interfaz a diferentes tismpo

Tamken resulta de utilidad para evaluar logtodos, el estudio de la masa y el error en
funcion del tiempo. Esto se muestra en la Fif.para algunos de los @odos empleados.
En este caso la malla es d60 x 160 celdas y el dominio computacional se extiende en la
regibn|[—1,5,1,5] x [—1,5, 1,5]. En la curva de masa en fubai del tiempo (izquierda) se puede
apreciar inicialmente un aumento de la masa paraegbdo de upwind, lo cual se debe a que la
ranura desaparece en una sitbacimilar a la mostrada en la Fig. En este caso, empleando
la discretizaddn del60 x 160 celdas, la reinicializadin no produce una mejora significativa en
los esquemas de segundo orden.

Pasando a la convergencia de lostaodos, se compara el orden de convergencia endnnci
del tamdio de celda para el @odo Upwind de primer orden (Fi@l) y para el nétodo ENO
de segundo orden (Fid2), para los casos con y sin reinicializasiy empleando diferentes
frecuencias para la misma. En el primer caso, el efecto deitécializacbn es claramente
positivo ya que contribuye a reducir el error y establecaréén de convergencia esperado.
Para los matodos ENO, la reinicializaén no produce una mejora significativa, en algunos caso
se observa una mejora mientras que en otros el error aungetanhente, pero en cualquier
caso, se puede observar el orderitm esperado.

Finalmente, se comparan los esquemas de “Dimensionatigglipropuestos. En la Fig.
13 se muestra el orden de convergencia cuando se emple&tadanTVD y el nétodo ENO
y se puede apreciar que eletodo de “Strang Splitting” presenta el mejor comportaaen
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Figura 10: Masa (izquierda) y Error (derecha) en fondaiel tiempo para diferentesatodos empleados.
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Figura 11: Orden de convergencia para étoado Upwind de primer orden con y sin reinicialiZzatipara el disco
de Zalesak.

como se esperaba. Al mismo tiempo se vabifiie el costo computacional asociado no es
significativamente mayor para este esquema lo cual lo haseatractivo para su utilizam.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se realiza un estudio comparativo de esguéengolimenes finitos para
el transporte de la fungn de level set. En primer lugar se presentan en detalle (pseeasgas
numéricos propuestos, considerando tres tipos de aproximegien la representéci lineal
por trozos de la funéin que se transporta, a saber, esquemas fijos de tres pwsdasp&as
TVD y esquemas ENO. Adess se introduce el esquema de reiniciali@agonsiderado para
el acondicionamiento de la furisi de level set. Los gtodos propuestos inicialmente en una
dimensbn espacial son extendidos al caso multidimensional meglias esquemas “Godunov
Splitting” y “Strang Splitting”.

En el caso unidimensional se conaiuy siguiente:

= De entre todos los étodos de segundo orden, los esquemas ENO presentan el mejor
orden de convergencia y el menor error.

= La reinicializacon tiene un efecto claramente positivo sobre todos letodos, ya que

1211



le-0 T T

1002 g 7 4
2 r ]
= I ]
1e-03 e Eno St. sp-
F Eno Rein. 1/53 §
[ Eno Rein. 1/10-=-]
- | Eno Rein. 1/20-e-
1 1 1 1 1 1 11 i 1 1 1 1 1 1 11
le-9453 1¢-02 Te-01
X

Figura 12: Orden de convergencia para €todo Eno de segundo orden con y sin reinicializag@ara el disco
de Zalesak.
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Figura 13: Compara6n de los esquemd3odunov Splittingy Strang Splittingen nmétodos de segundo orden para
el disco de Zalesak.

estos convergen en forma ordenada a su ordaicteesperado y con un error hasta dos
ordenes de magnitud menor, inclusive los esquemas fijoedgtmtos, que en el caso
sin reinicializacbn son inestables.

Para el caso bidimensional, por otra parte, se conaiue

= Nuevamente los esquemas ENO presentan el mejor compomntamie

= Para el esquema Upwind de primer orden, la reiniciale@aproduce una mejora impor-
tante.

= La reinicializacon no tiene un efecto significativo sobre el orden de |@&aaios para
el caso de esquemas de segundo orden, aunque en algunopadsogares se pudo
observar una mejora cualitativa sustancial. Posiblemeara campos de velocidad que
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deformen nas la funcdn de level set, tal como ociaren el caso unidimensional, la
reinicializacbn pase a jugar un rol &as importante.

= El esquema “Strang Splitting” presenta un mejor compomahoi Sin un costo compu-
tacional excesivamente mayor.
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