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Resumen.
En este trabajo se realiza un estudio comparativo de esquemas de convección para la funcíon de

level set, cuantificando el error introducido en la posición de la interfaz utilizando medidas de error
espećıficas de inteŕes en flujos a superficie libre. El algoritmo numérico empleado para el transporte de
la función de level set, inicialmente desarrollado en una dimension espacial, está basado en un esquema
de voĺumenes finitos y puede ser utilizado inclusive con campos de velocidad de divergencia no nula. En
éste, se considera una aproximación lineal por trozos de la función a transportar, para lo cual se emplean
métodos del tipo TVD y ENO a fin de efectuar el cálculo de las pendientes involucradas. El esquema es
extendido a mayor ńumero de dimensiones espaciales mediante la técnica de ”Dimensional Splitting”.
Finalmente, el ḿetodo de transporte se complementa con un algoritmo de reinicialización que preserva
la masa mediante ajustes basados en desbalances locales a diferencia de losalgoritmos convencionales
que emplean criterios globales de corrección.
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1. INTRODUCCI ÓN

El método de Level Set encuentra aplicaciones en las más diversaśareas de la industria y
la ingenieŕıa. Por ejemplo, en problemas de flujo multifásico en eĺarea naval (Carrica et al.,
2006), modelado de interfaces entre lı́quidos y gases o lı́quidos inmisibles en problemas de
flujo incompresible (Tornberg y Engquist, 2000; Luo et al., 2005), problemas de cambio de fa-
se y solidificacíon (Benes, 2001; Schmidt, 1996), propagacíon de frentes de llama en proble-
mas de combustión (Sethian, 1999), procesamiento digital de iḿagenes (Caselles et al., 1997;
Sarti et al., 2000), optimizacíon topoĺogica de estructuras (Wang et al., 2003) entre otros.

En particular para problemas de movimiento de interfaces enflujos a superficie libre, debido
a que la funcíon de level set representa la interfaz aire/agua, la cual es una superficie mate-
rial, el transporte gobierna el movimiento de la superficie apartir de un campo de velocidad
dinámicamente equilibrado. En el cálculo de este transporte la difusión nuḿerica es altamen-
te indeseable ya que causa movimientos fı́sicamente no realistas de la interfaz. Con el fin de
tratar este problema, dentro del contexto de los métodos Eulerianos, los esquemas TVD (To-
tal Variation Diminishing) y ENO (Essentially Non-oscillatory) de alto orden (Leveque, 2002;
Harten y Osher, 1987; Osher y Sethian, 1988), han sido utilizados cońexito en algoritmos de
volúmenes y diferencias finitas. Dichos métodos presentan limitada difusividad y comporta-
mientos no oscilatorios.

En este trabajo se realiza un estudio comparativo de estos esquemas cuantificando el error
introducido en la posición de la interfaz. Este tipo de estudios cuantitativos utilizando una medi-
da de error especı́fica de inteŕes en flujos a superficie libre no ha sido aún realizado o al menos
reportado en la literatura donde se suele realizar esta caracterizacíon simplemente por medio
de ćalculos de ṕerdida de masa, que si bien son importantes, podrı́an ocultar falencias de los
esquemas de transporte por fenómenos de compensación de error.

El algoritmo nuḿerico propuesto para el transporte de la función de level set es presentado
en detalle inicialmente en una dimension espacial y está basado en un esquema de volúmenes
finitos en combinación con los esquemas TVD y ENO antes mencionados. Posteriormente el
esquema se extiende a mayor número de dimensiones espaciales mediante la técnica de ”Di-
mensional Splitting”de la cual se presentan dos alternativas: “Godunov Splitting” y “Strang
Splitting” que tambíen son caracterizadas mediante la medida de error mencionada.

Finalmente, el esquema de transporte empleado se complementa con el algoritmo de reini-
cializacíon introducido por (Mut et al., 2006). El mismo, inicialmente desarrollado para mallas
no estructuradas de elementos finitos es extendido en forma consistente con el esquema de
volúmenes finitos usado. El algoritmo tiene la caracterı́stica de preservar la masa mediante
ajustes basados en desbalances de masa locales a diferenciade los algoritmos convencionales
que emplean criterios globales de corrección.

2. EL MÉTODO DE LEVEL SET

En esta parte presentamos los conceptos básicos acerca del ḿetodo de level set que emplea-
mos a lo largo del trabajo.

Para comenzar, considérese una interfaz definida por una superficieΓ ∈ R
n. Se desea ana-

lizar su evolucíon bajo un campo de velocidad~u arbitrario, que puede ser dependiente de la
posicíon espacial, el tiempo, la geometrı́a, etc. En principio, este problema está gobernado por
la siguiente ecuación diferencial:

d~x

dt
= ~u(~x) (1)
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que representa explicitamente el movimiento de la interfaz. Se dice que esta formulación es del
tipo Lagrangiano.

La idea b́asica detŕas del ḿetodo de Level set, introducido porOsher y Sethian(1988), con-
siste en definir implicitamente la superficieΓ como la curva de nivel cero de una función φ.
Entonces, si se llamaΩ a la regíon delimitada por la superficieΓ, se asigna a la función φ las
siguientes caracterı́sticas:

φ(~x, t) > 0 para ~x ∈ Ω (2)

φ(~x, t) < 0 para ~x /∈ Ω (3)

φ(~x, t) = 0 para ~x ∈ ∂Ω = Γ(t) (4)

de lo cual se observa que la interfaz puede ser localizada mirando la curva (en dos dimensiones)
o superficie (en tres dimensiones) a lo largo de la cual la funciónφ se anula a un dado tiempo.

El hecho de que cada punto de la interfaz evolucione de acuerdo a la Ec. (1) es consistente
con la siguiente ecuación de transporte para la función φ tal como fue propuesto por Sethian y
Osher:

φt + ~u · ~∇φ = 0 (5)

que es la llamada ecuación de Level Set. El objetivo principal de este trabajo entonces es el
estudio de diferentes esquemas de volúmenes finitos para la resolución de esta ecuación en una
y dos dimensiones espaciales.

3. FORMULACI ÓN NUMÉRICA

Presentamos el ḿetodo de voĺumenes finitos empleado para el transporte de la función de
level set. La descripción detallada se hace para el caso unidimensional. Este caso es de im-
portancia, ya que los esquemas obtenidos son luego aplicados al extender el ḿetodo a mayor
número de dimensiones espaciales, lo cual se lleva a cabo mediante una t́ecnica de“Dimen-
sional Splitting” que est́a basada en la división del problema multidimensional en problemas
unidimensionales independientes.

3.1. Método de Voĺumenes Finitos - 1D

El método de voĺumenes finitos, introducido por McDonald en 1971 y luego independiente-
mente por McCormack y Paullay en 1972, se basa en la discretización de la formulacíon integral
de las leyes de conservación. Si bien el ḿetodo es bien conocido, y en particular su aplicación a
problemas de transporte de interfaces con el método de level set ha sido estudiado recientemente
enFrolkovic y Mikula (2006) por ejemplo, donde se presenta el caso bidimensional, por razo-
nes de claridad y completitud presentamos las ideas básicas involucradas en la discretización de
la ecuacíon de level set.

Se considera una discretización del dominio computacional en celdas o volúmenes de control
Ci = (xi− 1

2

, xi+ 1

2

) (no necesariamente uniformes). Entonces, si se integra la Ec. (5) (en su
versíon unidimensional) sobre una celdaCi y a lo largo de un paso de tiempo∆t = tn+1 − tn
se obtiene
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∫

Ci

∫

∆t

{

φt(x, t) + u(x) φx(x, t)
}

dt dx = 0 (6)

luego de integración por partes para el segundo término y asumiendo un comportamiento suave
de las derivadas dentro de cada celda computacional, se obtiene

∫

Ci

φ(x, tn+1) − φ(x, tn) dx +

∫

∆t

[

u(x) φ(x, t)
∣

∣

∣

x
i+1

2

x
i−

1
2

−

∫

Ci

du(x)

dx
φ dx

]

dt = 0 (7)

Ahora, dado que se pretende desarrollar esquemas de segundoorden, en este punto es conve-
niente introducir la siguiente aproximación lineal por trozos para la velocidad

uh(x) = u(xi− 1

2

) + γi (x − xi− 1

2

) xi− 1

2

≤ x < xi+ 1

2

(8)

en donde la pendienteγi viene dada por

γi =
u(xi+ 1

2

) − u(xi− 1

2

)

∆xi

, (9)

Entonces, haciendo un reordenamiento de términos en (7), no es dif́ıcil ver que resultan esque-
mas nuḿericos del tipo

Qn+1
i

(

1 − γi

∆t

2

)

= Qn
i

(

1 + γi

∆t

2

)

−
∆t

∆xi

(F n
i+ 1

2

− F n
i− 1

2

). (10)

dondeQn
i , que puede pensarse como el valor promedio deφ sobre la celda, viene dado por

Qn
i =

∫ x
i+1

2

x
i−

1
2

φ(x, tn)dx (11)

y el flujo F queda definido como

F n
i− 1

2

=
1

∆t

∫ tn+1

tn

uh(xi− 1

2

) φ(xi− 1

2

, tn) dt (12)

con una expresión ańaloga paraF n
i+ 1

2

.

Cabe aclarar, que al tomarγi = 0 se obtienen esquemas del tipo

Qn+1
i = Qn

i −
∆t

∆xi

(F n
i+ 1

2

− F n
i− 1

2

) (13)

los cuales posiblemente resulten más familiares al lector. Áun en este caso se pueden obtener
esquemas de segundo de orden si la velocidadu es constante en todo el dominio.
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Ahora, a fines de evaluarF n
i− 1

2

es necesario hacer alguna aproximación paraφ(xi− 1

2

, tn), de

manera tal de evaluar la integral en (12). Una posibilidad, con la cual se pueden obtener métodos
de hasta segundo orden, consiste en asumir la siguiente representacíon lineal por trozos paraφ

φh(x, tn) = Qn
i + σn

i (x − xi) para xi− 1

2

≤ x < xi+ 1

2

(14)

(seŕa justamente la definición de la pendienteσn
i lo que daŕa lugar a diferentes esquemas de

volúmenes finitos).

Luego, basados en el hecho de que esencialmenteφ(xi− 1

2

, t) = φ(xi− 1

2

− u(xi− 1

2

)(t− tn), tn),
no es dif́ıcil demostrar queF n

i− 1

2

tiene que ser de la forma

F n
i− 1

2

=







uh(xi− 1

2

) Qn
i−1 + 1

2
uh(xi− 1

2

)(∆xi−1 − uh(xi− 1

2

) ∆t) σn
i−1 uh(xi− 1

2

) ≥ 0

uh(xi− 1

2

) Qn
i − 1

2
uh(xi− 1

2

)(∆xi + uh(xi− 1

2

) ∆t) σn
i uh(xi− 1

2

) < 0

(15)

y expresiones ańalogas paraF n
i+ 1

2

.

Como se dijo, diferentes ḿetodos de voĺumenes finitos surgen de acuerdo al esquema em-
pleado para determinarσn

i . En lo que sigue se presentan los esquemas que son comparadosen
este trabajo, a saber,Esquemas Fijos de tres puntos, Esquemas TVDy Esquemas ENO.

• Esquemas Fijos de tres puntos

Los cuatro esquemas que se pueden utilizar para hallarσn
i en este caso son:

Simple Upwind: σ = 0 ∀ u (Godunov)

Centered slope: σCs =
Qn

i+1 − Qn
i−1

∆xi+ 1

2

+ ∆xi− 1

2

∀ u (Fromm)

Upwind slope: σUs =























Qn
i − Qn

i−1

∆xi− 1

2

si u > 0

Qn
i+1 − Qn

i

∆xi+ 1

2

si u < 0

(Beam-Warming)

Downwind slope: σDs =























Qn
i+1 − Qn

i

∆xi+ 1

2

si u > 0

Qn
i − Qn

i−1

∆xi− 1

2

si u < 0

(Lax-Wendroff)

(16)

donde∆xi− 1

2

viene dado por
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∆xi− 1

2

= xi − xi−1 =
∆xi + ∆xi−1

2
. (17)

A excepcíon del esquema de Godunov que es de primer orden, los restantes esquemas son de
segundo orden. Una falencia de estos métodos es que desarrollan oscilaciones espurias cerca de
discontinuidades, para lo cual se proponen los esquemas TVDy ENO.

• Esquemas TVD

Harten introdujo el concepto de esquemasTVD (Total VariationDiminishing) para evitar
la generacíon espuria de oscilaciones (Harten, 1983; Harten et al., 1987; Harten, 1984). Estos
métodos tienen la propiedad de no aumentar la variación total, la cual se define en el caso
discreto como

TV (Q) =
∞

∑

i=−∞

|Qi − Qi−1| (18)

Entonces, un ḿetodo seŕa llamado TVD si para cualquier conjunto de datosQn, los valores
Qn+1 satisfacen

TV (Qn+1) ≤ TV (Qn) (19)

Una particularidad muy importante de los métodos TVD, es la de conservar la monotonı́a de las
soluciones, es decir, siQn

i ≥ Qn
i+1 se cumple queQn+1

i ≥ Qn+1
i+1 ∀i.

Una forma de lograr que un ḿetodo sea TVD es mediante la introducción de limitadores de

pendiente. Para ello se define una función Ψ(θ) con θ =
σUs

σDs

y se adopta una pendiente de

“downwind” σn
i dada por

σn
i = σDs Ψ(θ). (20)

Los diferentes esquemas de limitación de pendiente que se han usado en este trabajo son

Min Mod Ψ(θ) = Minmod
(

1, θ
)

(21)

Super Bee Ψ(θ) = max
(

0, min(1, 2θ), min(2, θ)
)

(22)

Mc limiter Ψ(θ) = max
(

0, min
(1 + θ

2
, 2, 2 θ

))

(23)

Van Leer Ψ(θ) =

(

θ + |θ|

1 + |θ|

)

(24)

donde la funcíon Minmod est́a definida por
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Minmod(a,b) =







a si |a| < |b| y ab > 0
b si |b| < |a| y ab > 0
0 si ab ≤ 0

(25)

Una descripcíon detallada de estos métodos de limitacíon de pendiente puede ser consultada en
Leveque(2002).

• Esquemas ENO

Los esquemas ENO (EssentiallyNon-Oscillatory) han sido también desarrollados a fines
de eliminar oscilaciones espurias de la solución. Los mismos fueron introducidos por Harten
y Osher y a diferencia de los esquemas TVD, permiten el aumento de la variacíon total (ver
Ec. (18)). En éstos se impone la restricción de no incrementar el número de extremos locales
de la funcíon aproximanteφh en el tiempo. Este hecho es suficiente para garantizar que la
aplicacíon de estos ḿetodos a un conjunto de datos monótonos, resulta también en una función
mońotona. Si bien esta restricción resulta ser ḿas d́ebil que la de los ḿetodos TVD, permite
obtener ḿetodos de alto orden bajo cualquier condición del sistema.

En este caso la idea es definir una función interpolanteH(x,Q) y una pendienteσn
i como

σi = Minmod

(

d

dx
H(xi − 0, Q),

d

dx
H(xi + 0, Q)

)

(26)

Entonces, para que el método sea no oscilatorio es necesario que la función interpolante sea no
oscilatoria. De la Ec. (26), es posible verificar que para obtener un método de segundo orden es
necesario que se cumpla

d

dx
H(x ± 0, Q) −

d

dx
φ = O(∆x2) (27)

por lo tanto, la funcíon interpolanteH(x,Q) debe cumplir con

H(x,Q) − φ = O(∆x3) (28)

para lo cual se puede usar la siguiente función interpolante cuadrática en el intervaloxi ≤ x ≤
xi+1

H(xi, Q) = Qi + di+ 1

2

Q ·
(x − xi)

∆x
+

1

2
Di+ 1

2

Q ·
(x − xi)(x − xi+1)

∆x2
(29)

De esta forma, para garantizar que la función interpolante sea no oscilatoria debe definirse lo
siguiente

σn
i = Minmod

(

S+
i , S−

i

)

(30)
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donde



















































S±

i = 1
∆x

i±
1
2

di± 1

2

Q ∓ 1
2∆x

i±
1
2

Di± 1

2

Q

di+ 1

2

Q = Qi+1 − Qi

Di+ 1

2

Q = ∆xi+ 1

2

Minmod(DiQ,Di+1Q)

DiQ =
Qi+1 − Qi

∆xi+ 1

2

−
Qi − Qi−1

∆xi− 1

2

(31)

Una descripcíon exahustiva de estos esquemas puede ser consultada enHarten y Osher(1987)
o Harten et al.(1987).

Finalmente, como es bien sabido, la condición necesaria para la convergencia de este tipo de
esquemas nuḿericos queda expresada a través del ńumero de Courantν como sigue

ν ≡ max

∣

∣

∣

∣

u(xi) ∆t

∆xi

∣

∣

∣

∣

< 1 (32)

3.2. Formulación Multidimensional - “Dimensional Splitting”

El primer paso en la formulación nuḿerica del problema para mayor numéro de dimensio-
nes espaciales consiste en la aplicación de un esquema de“Dimensional Splitting” (Leveque,
2002). Como se dijo anteriormente,ésto consiste b́asicamente en la separación del problema
multidimensional en problemas independientes para cada una de coordenadas espaciales.

Para fijar ideas, consideremos el caso lineal bidimensionaldado por

φt + u φx + v φy = 0 (33)

φ(x, y, 0) = φ0(x, y)

el cual puede ser dividido en dos problemas unidimensionales como sigue

φt + u φx = 0 (34)

φt + v φy = 0 (35)

La solucíon entonces, consiste simplemente en tomarφ0 como condicíon inicial de la Ec. (34)
y a la solucíon obtenida, como condición inicial de la Ec. (35).
Para ver esto, considérese el caso lineal. La solución exacta de (34) es de la forma

φ∗(x, y, t) = φ0(x − ut, y) (36)

y del mismo modo, tomando como condición inicialφ∗, la solucíon exacta de (35) queda

φ∗∗(x, y, t) = φ∗(x, y − vt) (37)

1201



con lo cual, la solucíon al problema lineal utilizandoDimensional Splitting, estaŕa dada por

φ∗∗(x, y, t) = φ0(x − ut, y − vt) (38)

que resulta justamente la solución exacta del sistema inicial (33).

En cuanto a la formulación nuḿerica del problema general, hay dos esquemas que se usan
habitualmente dentro del contexto del método de voĺumenes finitos y que hemos escogido para
los ejemplos que se mostrarán, a saber, los ḿetodosGodunov Splittingy Strang Splitting.

• Godunov Splitting

En este caso, el esquema de volúmenes finitos, que por simplicidad se presenta para el caso
lineal con tamãno de celda∆x uniforme, resulta como sigue

Q∗

ij = Qn
ij −

∆t

∆x

(

F n
i+ 1

2
,j

− F n
i− 1

2
,j

)

(39)

Qn+1
ij = Q∗

ij −
∆t

∆y

(

G∗

i,j+ 1

2

− G∗

i,j− 1

2

)

(40)

tomando paraF y G las definiciones de flujos presentadas anteriormente para elcaso unidimen-
sional. Si bien para el caso lineal, no se introduce ningún error debido alSplitting, en el caso
general no lineal el error del esquemaGodunov Splittingresulta ser de primer orden, es decir
O(∆t).

• Strang Splitting

Este esquema puede escribirse de la siguiente forma

Q∗

ij = Qn
ij −

∆t

2∆x

(

F n
i+ 1

2
,j

− F n
i− 1

2
,j

)

(41)

Q∗∗

ij = Q∗

ij −
∆t

∆y

(

G∗

i,j+ 1

2

− G∗

i,j− 1

2

)

(42)

Qn+1
ij = Qn

ij −
∆t

2∆x

(

F ∗∗

i+ 1

2
,j

− F ∗∗

i− 1

2
,j

)

. (43)

El esquema resulta de segundo orden aunque es posible que en algunos casos se introduzca
un error adicional debido al hecho de que se está transportando a la función con un ńumero
de Courant cuyo valor es la mitad del anterior. Por otro lado, es evidente que el costo compu-
tacional de este ḿetodo es mayor. La elección del esquema deDimensional Splittinga utilizar,
resulta una solución de compromiso y muchas veces por sencillez se elige al esquemaGodunov
Splitting.

3.3. Acondicionamiento del Level Set - Reinicialización

Aún utilizando ḿetodos nuḿericos de altóorden de convergencia en la resolución de la
ecuacíon de Level Set, es posible obtener resultados erróneos cuando la funciónφ se vuelve muy
abrupta o plana o pierda su regularidad. Para reducir los errores nuḿericos provocados por estos
fenómenos,Chopp(1993), introduce el concepto dereinicialización de la funcíon φ. A partir

1202



de este trabajo, han sido definidas un gran número de diferentes técnicas de reinicialización (ver
Adalsteinsson y Sethian(1995); Sussman et al.(1994); Sussman y Fatemi(1999); Mut (2003)).

El concepto b́asico asociado a la reinicialización es realizar periódicamente una re-definición
de la funcíon de Level Set para eliminar posibles anomalı́as como resultado del transporte, que
pudieran provocar resultados erróneos, pero manteniendo la interfaz que está siendo transpor-
tada. Se encuentra que una buena elección para inicializarφ antes de efectuar la operación de
transporte resulta ser la “función distancia con signo”. Para esto se define la función distancia
como

d(~x) = min|~x − ~xl| ∀ ~xl ∈ ∂Ω (44)

donde se puede ver qued(~x) = 0 para todos aquellos puntos que pertenecen a la interfaz
representada porΓ.
Luego, la funcíon distancia con signoφd, quedaŕa definida de la siguiente manera:

φd(~x, t) = d(~x) para ~x ∈ Ω (45)

φd(~x, t) = −d(~x) para ~x /∈ Ω (46)

φd(~x, t) = 0 para ~x ∈ ∂Ω = Γ(t) (47)

Para el caso unidimensional, usando (44), el proceso de reinicialización, es decir, el ćalculo
deφd, es trivial una vez detectada la interfaz.

Por otra parte, para el caso bidimensional, el método de reinicialización que hemos escogido
en este trabajo es el introducido por Mut (verMut (2003); Mut et al. (2006)). Las ventajas de
este ḿetodo sobre otros existentes, es la de cumplir con una estricta conservación de la “ma-
sa” o volumen limitado por el level set. El método se basa en producir ajustes en la función
φ basados en desbalances de masa locales, a diferencia de muchos ḿetodos que se basan en
criterios globales de corrección. El mismo fue desarrollado para mallas no estructuradas de
triángulos lineales, y debe extenderse apropiadamente a fines de ser empleado en conjunto con
la discretizacíon de voĺumenes finitos para el transporte de la funciónφ. Una descripcíon deta-
llada del ḿetodo cae fuera del alcance de este trabajo y puede ser consultada en las referencias
propuestas.

4. RESULTADOS NUMÉRICOS

En esta sección presentamos ejemplos numéricos donde se aplican los esquemas de trans-
porte y reinicializacíon propuestos anteriormente a casos en una y dos dimensionesespaciales.

4.1. Medidas de Error

Antes de pasar a los resultados numéricos conviene describir las medidas de error empleadas
en la evaluacíon de los esquemas de transporte.

• Caso Unidimensional

Para el caso unidimensional es necesario simplemente detectar los cruces por cero de la
función φ. Para el caso de esquemas de hasta segundo orden, se debe emplear la siguiente
fórmula para hallar el punto de cruce por ceroxc
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xc = xj +
0 − Qj

Qj+1 − Qj

∆xj+1 + ∆xj

2
(48)

para todas aquellas celdasCi en que el valor de nivel cero se encuentre entre los valoresQj+1

y Qj. Otra alternativa considerada fue emplear la representación lineal por trozos de la función
φ (ver Ec. (14)) con la pendienteσn

i del esquema empleado, pero se encontró que esto posee
mayor error, no produce una mejora en el orden del método y adeḿas la interfaz no en todos los
casos queda bien definida.
Una vez detectado el level set, el error simplemente se calcula comparando los valoresxc con
los valores exactosxe en el tiempo. Es decir, el error del esquema de transporte estaŕa dado por

El∞ = max |xc − xe| ∀ xc, t (49)

• Caso Bidimensional

Pasando al caso bidimensional, por un lado, se calculará el área encerrada por el level set
que se denotará porA(t) y se calcula como sigue

A(t) = Medida{Ω(t)} =

∫

Ω(t)

H(φ) dΩ (50)

conH(φ) la función de Heavyside, la cual es cero fuera deΩc (φ < 0) e igual a uno adentro de
Ωc (φ ≥ 0).

Por otra parte, se introduce una nueva medida de error en el transporte, que se denotará por
E(t) y estaŕa dada por

E(t) = Medida{(Ωe − Ωc) ∪ (Ωc − Ωe)} (51)

donde el sub́ındicec denota la solución computada ye la exacta. Ńotese queE(t) es la medida
del conjunto representado por la región sombreada en la figura1. Esta medida de error permite
detectar deformaciones de la interfaz debido al transporte, las cuales podrı́an pasar inadvertidas
con el simple ćalculo deA(t) en el caso de existir compensación de errores. Como en el caso
anterior, el error de los ḿetodos se calculará evaluando el ḿaximo error en el tiempo, es decir

El∞ = max{E(t)} ∀ t (52)

4.2. Casos Unidimensionales

Se presentarán dos ejemplos nuḿericos unidimensionales que corresponden a un campo de
velocidad lineal y un campo de velocidad hiperbólico. Si bien estos ejemplos son sencillos,
permiten mostrar las principales caracterı́sticas de los esquemas numéricos introducidos.

• Caso 1→ Campo de velocidad lineal

En este caso el campo de velocidad tiene simplemente un comportamiento lineal del tipo

u(x) = ū x

dondeu es una constante.
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Figura 1: RegionesΩc y Ωe definidas por la interfaz transportada en forma aproximada yexacta respectivamente.

Este caso es de interés ya que muestra la necesidad de considerar la interpolación lineal por
trozos para la velocidad dada en la Ec. (8) si es que se pretende obtener esquemas de segundo
orden. Para ver esto, en la Fig.2(a) se muestran lośordenes de convergencia para el error en
la posicíon de la interfaz, obtenidos mediante la aplicación del esquema de volúmenes finitos
(13) con los ḿetodos Godunov, TVD y ENO. Se puede ver que todos los esquemasresultan de
primer orden, lo cual se puede verificar fácilmente mediante un análisis de convergencia.
Por otra parte, cuando se considera la interpolación lineal por trozos parau(x), para lo cual se
emplea el esquema de volúmenes finitos (10), los ḿetodos TVD y ENO resultan de segundo
orden como se esperaba, mientras que el método de Godunov resulta de primer orden, ver Fig.
2(b).

• Caso 2→ Campo de velocidad hiperbólico

En este caso se considera un campo de velocidad dado por

u(x) =
ū

x

En la Fig.3 se observa la solución nuḿerica obtenida mediante algunos de los métodos a
diferentes tiempos, ası́ como la solucíon exacta del problema. En todos los casos, se toma un
número de Courantν = 0,9 y una discretización uniforme de 50 celdas. Si bien, para el esquema
de Lax-Wendroff con reinicialización se observa una disipación importante, el error de nivel (es
decir, en los cruces por cero de la función φ) no es significativo, como se puede apreciar a
simple vista si se compara con la solución exacta.
Tomando en cuenta ahora la reinicialización, en la Fig.4 se muestra el error de nivel para el
esquema de primer orden. En esta figura se puede ver que el error de nivel para el ḿetodo
Upwind sin reinicializacíon tiene un orden inferior a0,5, por otra parte, para el caso en que se
utiliza la reinicializacíon, el orden del ḿetodo es aproximadamente igual a1 como se esperarı́a.
Como se puede ver, en este caso la reinicialización mejora notablemente la convergencia del
método al orden esperado.

Pasando a los esquemas de segundo orden, en la Fig.5 se muestran lośordenes de conver-
gencia para el casosin reinicialización. Para los ḿetodos TVD, se puede ver que aquellos que
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Figura 2: Error de nivel utilizando el esquema lineal (a) y elesquema general no lineal (b), para los diferentes
métodos.

emplean limitadores de pendiente del tipo MC-Limiter y Van Leer resultan tener el mejor orden
de convergencia para cualquier tamaño de celda. Por otra parte, los esquemas fijos de tres puntos
en este caso son inestables por lo cual no aparecen en el gráfico. En la figura también se observa
que el ḿetodo ENO de segundo orden es el que mejor comportamiento tiene. Sin embargo, en
estos casos el orden teórico esperado no alcanza a observarse para el rango de tamaño de celdas
evaluado.
Por otra parte, si se analizan los esquemas de segundo ordencon reinicializacíon, es posible
comprobar que el comportamiento teórico esperado se establece para tamaños de celda mucho
mayores que en el caso no reinicializado. Esto se observa en la Fig.6 donde se muestra que
para todos los ḿetodos de segundo orden se establece un comportamiento similar con un orden
de convergencia aproximadamente igual a2 y en este caso inclusive los esquemas fijos de tres
puntos convergen sin inconveniente y al orden esperado. Es importante notar la magnitud del
error de nivel con respecto al caso en que no se utiliza la reinicialización, el cual resulta ser
hasta dośordenes inferior. Para observar esto claramente, en la Fig.7 se compara el error de
nivel para el esquema ENO con y sin reinicialización.
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Figura 3: Evolucíon de la funcíonφ para diferentes ḿetodos en un campo de velocidadu(x) = ū

x
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Figura 6: Error de nivel para los esquemas de segundo ordencon reinicialización parau(x) = ū
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4.3. Casos Bidimensionales

El problema que hemos escogido para evaluar los esquemas de transporte en el caso mul-
tidimensional esEl disco de Zalesak. Este es un problema clásico en level set, muy empleado
como “benchmark”, y consiste de un disco con una ranura que está siendo transportado en el
dominio [−L,L] × [−L,L] por un campo de velocidad de la siguiente forma

u = −2πy

v = 2πx

el cual define una rotación ŕıgida en sentido anti-horario con respecto al origen de coordenadas
(0, 0).

Inicialmente se efectúa una comparación cualitativa de los ḿetodos de transporte, a tal fin, en
la Fig.8 se muestra el comportamiento de algunos de los métodos para este sistema, empleando
una discretización de150 × 150 celdas con un ńumero de Courantν = 0,9 y utilizando el
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Figura 7: Error de nivel para el ḿetodo Eno con y sin reinicialización parau(x) = ū

x
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esquemaGodunov Splitting. Los resultados muestran la interfaz al cabo de una revolución (t =
1). En esta figura se puede ver, por un lado, la gran pérdida de masa que se produce con los
métodos de primer orden, y por otro lado, la gran deformación queéstos introducen. También
se puede apreciar que los métodos de segundo orden presentan un comportamiento cualitativo
muy superior respecto al esquema de primer orden en el cual laranura desaparece, tanto en el
caso sin reinicilizacíon como en el caso que la emplea.
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Figura 8: Transporte del disco de Zalesak al cabo de una revolución, empleando los ḿetodos: Upwind (a), Upwind
Reinicializado (b), TVD Super Bee (c) y ENO (d).
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Con respecto al efecto de la reinicialización, a modo ilustrativo, en la Fig.9 se muestra el
transporte del disco empleando el método ENO con una malla de100× 100 sin reinicializacíon
(izquierda) y con reinicialización cada10 pasos de tiempo (derecha). Como se puede ver, en el
primer caso, la ranura desaparece y se forma un burbuja en el interior del disco como resultado
del colapso de las dos esquinas del disco. En este caso particular se muestra la importancia de
una reinicializacíon períodica de la funcíon de level set, áun cuando se emplea un método de
alto orden.

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

−1 −0.5  0  0.5  1

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

−1 −0.5  0  0.5  1

Figura 9: Transporte del disco de Zalesak con el método ENO en una malla de100 × 100. Izquierda: sin reinicia-
lización, Derecha: con reinicialización cada10 pasos de tiempo. En linea punteada se indica la condición inicial y
en linea continua se muestra la interfaz a diferentes tiempos.

Tamb́en resulta de utilidad para evaluar los métodos, el estudio de la masa y el error en
función del tiempo. Esto se muestra en la Fig.10 para algunos de los ḿetodos empleados.
En este caso la malla es de160 × 160 celdas y el dominio computacional se extiende en la
región [−1,5, 1,5]× [−1,5, 1,5]. En la curva de masa en función del tiempo (izquierda) se puede
apreciar inicialmente un aumento de la masa para el método de upwind, lo cual se debe a que la
ranura desaparece en una situación similar a la mostrada en la Fig.8. En este caso, empleando
la discretizacíon de160× 160 celdas, la reinicialización no produce una mejora significativa en
los esquemas de segundo orden.

Pasando a la convergencia de los métodos, se compara el orden de convergencia en función
del tamãno de celda para el ḿetodo Upwind de primer orden (Fig.11) y para el ḿetodo ENO
de segundo orden (Fig.12), para los casos con y sin reinicialización y empleando diferentes
frecuencias para la misma. En el primer caso, el efecto de la reinicializacíon es claramente
positivo ya que contribuye a reducir el error y establecer elorden de convergencia esperado.
Para los ḿetodos ENO, la reinicialización no produce una mejora significativa, en algunos caso
se observa una mejora mientras que en otros el error aumenta ligeramente, pero en cualquier
caso, se puede observar el orden teórico esperado.

Finalmente, se comparan los esquemas de “Dimensional Splitting” propuestos. En la Fig.
13 se muestra el orden de convergencia cuando se emplea un método TVD y el ḿetodo ENO
y se puede apreciar que el método de “Strang Splitting” presenta el mejor comportamiento
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Figura 10: Masa (izquierda) y Error (derecha) en función del tiempo para diferentes métodos empleados.
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Figura 11: Orden de convergencia para el método Upwind de primer orden con y sin reinicialización para el disco
de Zalesak.

como se esperaba. Al mismo tiempo se verificó que el costo computacional asociado no es
significativamente mayor para este esquema lo cual lo hace más atractivo para su utilización.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se realiza un estudio comparativo de esquemas de voĺumenes finitos para
el transporte de la función de level set. En primer lugar se presentan en detalle los esquemas
numéricos propuestos, considerando tres tipos de aproximaciones en la representación lineal
por trozos de la función que se transporta, a saber, esquemas fijos de tres puntos, esquemas
TVD y esquemas ENO. Adeḿas se introduce el esquema de reinicialización considerado para
el acondicionamiento de la función de level set. Los ḿetodos propuestos inicialmente en una
dimensíon espacial son extendidos al caso multidimensional mediante los esquemas “Godunov
Splitting” y “Strang Splitting”.

En el caso unidimensional se concluyó lo siguiente:

De entre todos los ḿetodos de segundo orden, los esquemas ENO presentan el mejor
orden de convergencia y el menor error.

La reinicializacíon tiene un efecto claramente positivo sobre todos los métodos, ya que
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Figura 12: Orden de convergencia para el método Eno de segundo orden con y sin reinicialización para el disco
de Zalesak.
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Figura 13: Comparación de los esquemasGodunov Splittingy Strang Splittingen ḿetodos de segundo orden para
el disco de Zalesak.

éstos convergen en forma ordenada a su orden teórico esperado y con un error hasta dos
órdenes de magnitud menor, inclusive los esquemas fijos de tres puntos, que en el caso
sin reinicializacíon son inestables.

Para el caso bidimensional, por otra parte, se concluyó que

Nuevamente los esquemas ENO presentan el mejor comportamiento.

Para el esquema Upwind de primer orden, la reinicialización produce una mejora impor-
tante.

La reinicializacíon no tiene un efecto significativo sobre el orden de los métodos para
el caso de esquemas de segundo orden, aunque en algunos casosparticulares se pudo
observar una mejora cualitativa sustancial. Posiblemente, para campos de velocidad que
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deformen ḿas la funcíon de level set, tal como ocurrı́a en el caso unidimensional, la
reinicializacíon pase a jugar un rol ḿas importante.

El esquema “Strang Splitting” presenta un mejor comportamiento sin un costo compu-
tacional excesivamente mayor.
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