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1 INTRODUCCI ÓN

Consideramos en este trabajo un procedimiento de discretización para un problema de punto
fijo relacionado con la optimización de un sistema de producción que comprende una máquina
multiproducto con demandas seccionalmente determinı́sticas. La demanda puede tomar un
número finito de valores y los cambios están descriptos por un proceso de Poisson. Además
de la produccíon propia del sistema, son permitidas compras externas para hacer frente a la
demanda.

Estos procesos seccionalmente determinı́sticos fueron introducidos por Davis in (5) y al-
gunos resultados sobre el control de los mismos pueden verse en (8)-(9).

El enfoque téorico de este problema fue presentado en (11). En el mismo se caracteriza la
función de costóoptimo, tomando en cuenta los costos de conmutación, como la solucíon en el
sentido de la viscosidad de la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) asociada (see (4),
(6), (13)).

El método que presentamos aquı́ discretiza esta ecuación de HJB, de un modo especial
aprovechando la linealidad de la dinámica del sistema

Probamos la existencia y unicidad de solución para el problema discreto, presentamos una
prueba de la convergencia de la solución discreta a la solución del problema continuo. Final-
mente acotamos el orden de convergencia (gracias a la Hölder continuidad de la función de
costoóptimo (11)) y presentamos un ejemplo donde obtenemos por simulación, la evolucíon
del sistema siguiendo la polı́tica sub́optima calculada.

2 DESCRIPCIÓN DEL PROBLEMA

2.1 Sistema de produccíon

En todo momento la ḿaquina est́a o detenida o produciendo uno de losm diferentes pro-
ductos. SiendoD = {0, 1, ..., m}, asignamos los siguientes valores a los distintos estados de la
máquina

• d = 0, no produccíon

• d = 1, · · · ,m, produccíon ı́temd .

Para cadáıtemd = 1, ..., m, definimos los datos del problema como sigue:

• pd produccíon por unidad de tiempo cuando la máquina est́a en el estadod.

• nd cantidad posible de demandas para elı́temd.

• J conjunto de posibles demandas,

J =
m∏

d=1

{1, ..., nd} and |J | =
m∏

d=1

nd .

• Para cadaj ∈ J , rj = (r1 j, · · · , rm j) es el vector de demanda, i.e.rdj es la demanda
por unidad de tiempo para elı́temd.

• λij densidad de probabilidad de cambio entre los estadosi y j.

• Md máximo stock permitido para elı́temd.
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• f(x, d) costo instant́aneo de producción y almacenamiento.

• q(d, d̃) costo de conmutación para la ḿaquina del estadod al estadõd.

• α factor de descuento.

Supondremos las siguientes hipótesis para el costo de conmutación:




q (d, d) = 0, ∀d ∈ D,

q(d, d̃) ≥ q0 > 0, ∀d̃ 6= d,

q(d, d̂) < q(d, d̃) + q(d̃, d̂), ∀d 6= d̃ 6= d̂.

(1)

Supondremos también que las conmutaciones son instantáneas y que se verifica la siguiente
condicíon entre las demandas y la producción:

m∑
d=1

rd j

pd
< 1 ∀j ∈ J . (2)

Trabajamos bajo esta hipótesis ya que la condición
m∑

d=1

rd j

pd
= 1 permite a la ḿaquina estar en el

estado de no producción śolo a lo sumo un tiempo totalτ = max
j∈J

(
m∑

d=1

xd j

rdj
) (xd j estado inicial)

y esto no es razonable para un problema con horizonte infinito.

2.2 Estados admisibles

El espacio de estados admisibles está dado porQ =
m∏

d=1
[0,Md] , e = (M1,M2, ..., Mm)

representa el punto de máximo stock.
Queremos distinguir ciertas partes de la frontera deQ para ello definimos una función a :

Q → {0, 1, 2}m del siguiente modo

ai(x) =





0 si xi = 0,
1 si xi ∈ (0,Mi) ,
2 si xi = Mi .

y consideramos
Γ(a1,··· ,am) = {x ∈ Q : a(x) = (a1,··· ,am)} ,

Las demandasrd j son siempre positivas, por lo tanto si los niveles de stock de al menos
dos items llega a cero simultáneamente, el colapso del sistema de producción es inevitable
para cualquier polı́tica de produccíon admisible. Por eso consideramos el caso en el que es
posible hacer compras externas para modificar el stock con medios adicionales a la producción.
Para simplificar el ańalisis, suponemos que cada vez que se realizan compras externas, las
mismas tienen un costo fijoA y el sistema salta instantáneamente al punto de máximo stock
e = (M1,M2, ..., Mm).
Las porciones de frontera deQ a distinguir son

∣∣∣∣∣∣∣∣

γ−d =
⋃
a

{Γ(a1, ..., ad, ..., am) : ad = 0} ,

γ+
d =

⋃
a

{Γ(a1, ..., ad, ..., am) : ad = 2} ,

γd = (γ+
d ∪

⋃
d̃ 6=d γ−

d̃
) γ0 =

⋃m
d̃=1 γ−

d̃
.

(3)
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2.3 Evolucíon del sistema

El estadoy sigue una evolución dada por

dy

dt
= g(β(t), j) donde gd(β, j) =

{ −rd j if β 6= d,
pd − rd j if β = d.

(4)

La evolucíon del sistema depende del estado actual de la demanda. El estado de la demandar
est́a dado por una cadena de Markov continua con una densidad de probabilidadλi j de tran-
sición entre el estadoi y el estadoj

Además valen las siguientes hipótesis

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|f(x, d)| ≤ Mf ∀x ∈ Q, ∀d ∈ D,

q(d, d̃) ≤ Mq ∀d, d̃ ∈ D,

‖g(d, j)‖ ≤ Mg ∀j ∈ J , ∀d ∈ D,

|f(x, d)− f(x, d)| ≤ Lf ‖x− x‖ ∀x, x ∈ Q, ∀d ∈ D.

(5)

2.4 Controles admisibles

Un control admisible está dado por una sucesión (θi, di) , dondeθi son los tiempos de con-
mutacíon del control (estado de la producción) y di es el estado de la producción despúes del
tiempoθi (θi son stopping times adaptados al proceso ydi son funciones aleatorias seccional-
mente constantes adaptadas al proceso de las demandas (ver (2)). El control debe verificar
adeḿas la restriccíon adicional dada por:y(t) ∈ Q , ∀t ∈ [0,∞).

NotamosBd j
x el conjunto de controles admisibles.

Nota 1 Puede probarse que para los propósitos de optimización śolo se necesita considerar el
subconjunto de controles admisibles Markovianos. Dada una funciónD : Q×D × J −→ D,
tal que

D(x,D(x, d, j), j) = D(x, d, j), ∀x ∈ Q, ∀j ∈ J , ∀d ∈ D, (6)

el control en feedbackd(·) (ver (6)) est́a definido como

d(t) = D(y(t), d(t−), j(t)) .

Bajo condiciones adicionales apropiadas, (i.e. que la ecuación(4) tenga solucíonúnica cuando
β(t) = D(y(t), β(t−), j(t)) ), el estado de producciónd (t) resulta una funcíon seccionalmente
constante con un ńumero finito de saltos en cualquier intervalo finito, i.e.d = di en el intervalo
(θi, θi+1], con

0 = θ0 ≤ θ1 < ... < θi < θi+1 < ...;

di ∈ {0, 1, ..., m} ; di 6= di+1; i = 0, 1, ...

Adeḿas por (1) no son permitidos los lazos cerrados instantáneos de permutación del control.
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2.5 El problema de punto fijo

Definición 1 Usaremos la siguiente notación y variables auxiliares

α̃j = α +
∑

i 6=j

λj i ,

τ(x, d, j) = sup{t : x + t g(d, j) ∈ Q}. (7)

Definición 2 SiendoJ =
m∏

d=1
{1, · · · , nd}, |J | =

m∏
d=1

nd y B(Ω̄)(m+1)×|J | el conjunto de las

funciones medibles Borel y acotadas, definimos el operadorS : B(Q)(m+1)×|J | → B(Q)(m+1)×|J |,
del siguiente modo(∀d ∈ D,∀j ∈ J , ∀x ∈ Q)

(SW )d j (x) = min(min
d̃ 6=d

(Wd̃ j(x) + q(d, d̃)), Wd j(e) + A), (8)

Definición 3 Definimos el operadorP : B(Q)(m+1)×|J | → B(Q)(m+1)×|J |, del siguiente modo
(∀d ∈ D, ∀j ∈ J , ∀x ∈ Q)

(Pw)d j(x) = inf
τ ≤τ(x,d,j)

(

τ∫

0

e−α̃j s(f(y(s), d) +
∑

i6=j

λj i wd i(y(s)))ds + e−α̃j τ (Sw)d j(y(τ))),

(9)
donde y(s) = x + s g(d, j).

En (11), usando las técnicas cĺasicas basadas en el Principio de la Programación Dinámica y
la teoŕıa de soluciones en el sentido de la viscosidad se prueban las siguientes propiedades.

Teorema 1

1. ExisteV ∈ C(Ω̄) tal que
V = PV (10)

2. V es una funcíon Hölder continua enΩ.

3. ∀x ∈ Ω, ∀d ∈ D, ∀j ∈ J se verifican las siguientes condiciones:

(a) Vd j(x) ≤ (SV )d j (x) .

(b) Vd j(x) ≤
t∫

0
e−α̃j s(f(y (s) , d) +

∑
i6=j

λj,iVd,i(y(s)))ds + e−α̃j t Vd,j(x + t g(d, j)) ,

∀ t ≤ τ(x, d, j), siendo y(s) = x + s g(d, j).

(c) Más aun, si para alǵun x ∈ Ω se tiene una desigualdad estricta entonces existe
tx,d, j > 0 tal que

Vd j(x) =

t∫

0

e−α̃j s(f(y (s) , d) +
∑

i6=j

λj,iVd i(y(s)))ds + e−α̃j t Vd j(x + t g(d, j)) ,

(11)
∀ 0 ≤ t ≤ tx,d, j ≤ τ(x, d, j).
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4. Para todod 6= 0 se verifican las siguientes condiciones de frontera∂Q :

Vd̃ j(x) = (SV )d̃ j(x) ∀x ∈ γ−d , ∀d̃ 6= d,

Vd j(x) = (SV )d j(x) ∀x ∈ γ+
d .

(12)

Nota 2 Notar que (3) es la forma integral de la ecuación de HJB, que la primera condición
en (4) impide la rotura de stock para elı́temd y que la segunda prohı́be al stock deĺıtemd
sobrepasar su nivel ḿaximo.

3 PROBLEMA DISCRETO

3.1 Elementos del problema discreto

Para definir el problema discreto introducimos una aproximación que comprende el espacio
W 1,∞(Ω) y la ecuacíon (10). Usamos t́ecnicas presentadas en (3) y (1).

3.1.1 Aproximación del dominio

Identificamos la dicretización de las variables espaciales con el parámetrok, (tambíen el
tamãno de la discretización). Seah > 0, para cadaj ∈ J definimos la discretización uniforme
Bj k deRm dada por:

• Bj k =

{
m∑

d=0
ζd ed

j : ζd is integer

}
,

• h0
j =

(
1−

m∑
d=1

rd j

pd

)
h,

• hd
j = rd j

pd
h,

• e0
j = (−r1 j, ...,−rd j, ...,−rm j) h0

j ,

• ed
j =

(−r1 j, ...,−r(d−1) j, pd − rd j,−r(d +1) j, ...,−rm j

)
hd

j .

Para cada estado de la demandaj aproximamosQ con Qj k =
⋃
µ

Sj k
µ , donde

{
Sj k

µ

}
es el

máximo conjunto de poliedros deRm que verifica

Sj k
µ = xj

µ +

{
m∑

d=1

ξd ed
j : ξd ∈ [0, 1]

}
, xj

µ ∈ Bj k, Sj k
µ ⊂ Q .

Definimos kj = max
µ

(diam Sj k
µ ), k = max

j∈J
(kj) .

NotamosVj k =
{
xj

µ, µ = 1, ..., Nj

}
al conjunto de nodos deQj k , dondeNj es el cardinal de

Vj k.

Nota 3 Si k es suficientemente pequeño para dos v́ertices cualesquiera deVj k siempre existe
un camino dado por una trayectoria del sistema (una trayectoria especial sin cambios de de-
mandas) que une el primer vértice con el segundo.
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3.1.2 Interpretación deQj k

Para cada estado de la demandaj el mallado especial utilizado origina un problema de con-
trol óptimo discreto. En dicho problema, el sistema sigue una evolución dada por una ecuación
diferencial (4) pero los controlesdi se aplican durante intervalos cuya longitud esζd hdi

j con
ζd ∈ N y el estado inicialx debe ser un nodo deVj,k. En consecuencia, la trayectoria asociada
a este control alcanza un nodo del malladoV en todo momento de cambio.

3.1.3 Aproximación de la frontera

Definamos∀d = 1, ...,m, ∀j ∈ J ,

γ+
k, d, j =

{
xj

µ ∈ Vj k : xj
µ + hd g(d, j) /∈ Qj k

}
,

γ−k, d, j =
{

xj
µ ∈ Vj k : xj

µ + hd̃ g(d̃, j) /∈ Qj k,∀d̃ 6= d
}

.

3.1.4 Aproximación del espacio de funcionesF k

Dividamos cada elemento cuadriláteroSj k
µ en simplices tales que las aristas son coincidentes

con las lineas de la formaxj
µ + s g(d, j), s ≥ 0. Consideremos ahora el conjunto de funciones

F k definido por

w :


 ∏

j ∈|J |
Qj k


×D → R, wd j(·) ∈ W 1,∞(Qj k) ,

tal que en cada simplexwd j(·) es una funcíon af́ın del tipoa0 +
m∑

i=1
ai xi .

Obviamente cualquierw ∈ F k est́a enteramente caracterizado por los valoreswd j(xj
µ), xj

µ ∈
Vj k, d ∈ D, j ∈ J , µ = 1, ..., Nj.

3.2 La ecuacíon discreta

3.2.1 Un problema de punto fijo discreto

Sea

(Lkw)d j(xj
µ) =





1
1+α̃j hd

j
( wd j(xj

µ + hd
j g(d, j)) + hd

j f(xj
µ, d) + hd

j

∑
i6=j

λj i wd i(πQi k
(xj

µ)) ),

∀xj
µ ∈ (Vj k \( γ+

k, d, j ∪ (
⋃

r 6= d

γ−k, r, j))),

+∞ ∀xj
µ ∈ (γ+

k, d, j ∪ (
⋃

r 6= d

γ−k, r, j)),

dondeπQi k
(xj

µ) es la proyeccíon dexj
µ sobre el conjuntoQi k y

(Skw)d j (xj
µ) = min(min

d̃6=d
(wd̃ j(x

j
µ) + q(d, d̃)), wd j(πQj k

(e)) + A),

dondeπQj k
(e) es la proyeccíon dee sobreQj k.

De esta manera,(Lkw)d j(xj
µ) resulta la discretización natural de (11) e incluye las condiciones

de frontera12).
SeaPk : F k → F k tal que∀xj

µ ∈ Vj k,∀d ∈ D, ∀j ∈ J
(Pkw)d j (xj

µ) = min
(
(Lkw)d j(x

j
µ), (Skw)d j(x

j
µ)

)
(13)
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definimos
ProblemaPk: Encontrar el punto fijo del operadorPk .

3.2.2 Existencia y unicidad de solución discreta

Usando las t́ecnicas introducidas en (7) se puede caracterizar aUk como laúnica solucíon
del problemaPk.

Teorema 2 Existe unúnico punto fijo de operadorPk, i.e. ∃! Uk tal queUk = PkU
k. Mas

aún ∀w ∈ F k tenemosUk = lim
ν→∞

(Pk)νw y adeḿas valen las siguientes estimaciones de

convergencia: ∥∥P ν
k w − Uk

∥∥ ≤ K(ρ)(1− µ(ρ))ν , (14)

donde0 < µ(ρ) ≤ 1 y K(ρ) > 0, ρ depende de‖w‖ .

Demostracíon Usaremos las técnicas empleadas en ((? )). Para ello veremos primero que
los conjuntos de supersoluciones y subsoluciones son no vacı́os o sea, existen al menos dos
soluciones̄s y w̄ tal que:

a) Pks ≤ s b) Pkw ≥ w

a) Seas tal que∀d, ∀j vale

sd j(x
j
µ) =





Mf

α
+ Mq

ηα
, xj

µ ∈ (Vj k \ (γ+
k, d, j ∪ (

⋃
r 6= d

γ−k, r, j))),

Mf

α
+ Mq

ηα
+ Mq + A, xj

µ ∈ (γ+
k, d, j ∪ (

⋃
r 6= d

γ−k, r, j))\{0},

dondeη verifica
η ≤ min

d j

(
hd

j

)
. (15)

Veamos ques es una supersolución.
Consideraremos dos casos:
Caso(i) : xj

µ ∈ (Vj k \ (γ+
k, d, j ∪ (

⋃
r 6= d

γ−k, r, j)))

(Pks)d j(xj
µ) ≤ 1

1+α̃j hd
j

( sd j(xj
µ + hd

j g(d, j)) + hd
j ( f(xj

µ, d) +
∑
i6= j

λj i sd i(πQi k
(xj

µ))) )

≤ 1
1+α̃j hd

j
(
Mf

α
+

Mq

ηα
+ Mq + hd

jMf + hd
j

∑
i6= j

λj i (
Mf

α
+

Mq

ηα
) )

= 1
1+α̃j hd

j
( Mf (

1
α

+ hd
j +

hd
j

α

∑
i6= j

λj i) + Mq(
1
ηα

+ 1 +
hd

j

ηα

∑
i 6= j

λj i) )

= 1
1+α̃j hd

j
(
Mf

α
(1 + α̃j hd

j ) +
Mq

ηα
(1 + ηα + hd

j

∑
i6= j

λj i) )

≤ Mf

α
+

Mq

ηα
= sd j(xj

µ) ,

estaúltima inecuacíon vale gracias a (15).

Caso(ii) : xj
µ ∈ (γ+

k, d, j ∪ (
⋃

r 6= d

γ−k, r, j))

Trataremos el caso dondexj
µ pertenece a al menos dosγ− en este caso el operadorS obliga al
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sistema a saltar al puntoπQjk
(e) pagando un costoA, aśı se tiene

(Pks)d j(xj
µ) = (Ss)d j(xj

µ) ≤ A + sd j(πQj k
(e)) ≤ A + Mq + s0 j(πQjk

(e)) =

= A + Mq +
Mf

α
+

Mq

ηα
= sd j(xj

µ) .

Luegos es supersolución.

b) Seaw dada por

wd j = −Mf

α
, ∀d ∈ D, ∀j ∈ J .

Veamos que es subsolución.
Comoq(d, d̃) ≥ 0, tenemos

(Skw)d j ≥ wd j, ∀d ∈ D,∀j ∈ J .

Veamos que el operadorLk verifica

(Lkw)d j ≥ w, ∀d ∈ D,∀j ∈ J .

(Lkw)d j(xj
µ) = 1

1+α̃j hd
j

( wd j(xj
µ + hd

j g(d, j)) + hd
j ( f(xj

µ, d) +
∑
i6= j

λj i wd i(πQi k
(xj

µ))) )

≥ 1
1+α̃j hd

j
(−Mf

α
− hd

j Mf − hd
j

Mf

α

∑
i6= j

λj i)

= −Mf

α(1+α̃j hd
j )

(1 + α hd
j + hd

j

∑
i6= j

λj i)

≥ −Mf

α
= wd j(xj

µ) .

Entonces∀d ∈ D,∀j ∈ J

wd j ≤ min
(
(Lkw)k

d j, (Skw)d j

)

resultaw subsolucíon dePk .
La parte restante es análoga a lo presentado para el problema continuo y puede verse en (11).

4 RESULTADOS DE CONVERGENCIA

Teorema 3 Vale la siguiente estimación del error
∥∥Uk − V

∥∥
∞ ≤ K hγ.

Demostracíon Designaremos conh el paŕametro de discretización del dominioΩ, y conUk la
solucíon discreta asociada a este parámetro. LuegoUk viene dada por

Uk
d j(x

j
µ) = min

(
(LkU

k)d j(x
j
µ), (SkU

k)d j(x
j
µ)

) ∀xj
µ ∈ Vj k, ∀d ∈ D, ∀j ∈ J ,

Queremos calcular la diferencia entre esta función y la solucíon del problema.
Veamos primeroV − Uk. Sea

∆1 = max{Vd j(xi)− Uk
d j(xi), xi ∈ Vj k, j ∈ J , d ∈ D}.
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Luego, si conx0 llamamos al punto donde se realiza este máximo, tenemos

Uk
d j(x0) = min{(1− α̃j hd j)Uk

d j(x0 + hd j g(d, j)) + hd j (f(x0, d)

+
∑
i6= j

λj i Uk
d i(πQi k

x0)), (Sk Uk)d j(x0)}.

Usando un argumento recursivo podemos suponer que el mı́nimo es alcanzado en la primera
componente que aparece en el operador, esto es

Uk
d j(x0) = (1− α̃j hd j)U

k
d j(x0 + hd j g(d, j)) + hd j( f(x0, d) +

∑

i6= j

λj i Uk
d i(πQi

(x0))).

Entoncesx0 /∈ (γ+
h,d,j ∪ (

⋃
r 6=d

γ−h,r,j)) , y luegox 0 + hd j g(d, j) ∈ Qj k ⊂ Ω; en consecuencia

hd j < τ (x0, d, j) = sup{t : x0 + t g(d, j) ∈ Ω}

y Vd j verifica:

Vd j(x0) ≤
∫ hd j

0
e−α̃j s(f(y (s) , d) +

∑

i6=j

λj iVd i(y(s)))ds + e−α̃j hd j Vd j(x 0 + hd j g(d, j)) .

Entonces tenemos
∆1 = Vd j(x0)− Uk

d j(x0)

≤ ∫ hd j

0 e−α̃j s(f(y (s) , d) +
∑
i6=j

λj iVd i(y(s)))ds + e−α̃j hd j Vd j(x 0 + hd j g(d, j))

−(1− α̃j hd j)Uk
d j(x0 + hd j g(d, j))− hd j f(x0, d) + hd j

∑
i6=j

λj iU
k
d i(πQi k

(x0))

≤ ∫ hd j

0 e−α̃j s(|f(y (s) , d)− f(x0, d)|+ ∑
i6=j

λj i|Vd i(y(s))− Uk
d i(πQi k

(x0)))|ds

+Vd j(x 0 + hd j g(d, j)) e−α̃j hd j − (1− α̃j hd j)Uk
d j(x0 + hd j g(d, j))

≤ ∫ hdj

0 e−α̃j s(Lf hdj +
∑
i6=j

λj i(|Vd i(y(s))− Vd i(x0)|

+|Vd i(x0)− Vd i(πQi k
(x0))|+ |Vd i(πQi k

(x0))− Uk
d i(πQi k

(x0))))| ds

+(1− α̃j hd j)
(
Vd j(x 0 + hd j g(d, j))− Uk

d j(x0 + hd j g(d, j))
)

+ O(h2
d j )

≤ (Lf hd j +
∑
i6=j

λj i((1 + Mγ
g )LV hγ

d j + ∆1))hd j + (1− α̃j hd j)∆1 + O(h2
d j ) .

En consecuencia obtenemos

∆1(1− hd j

∑

i6=j

λj i − 1 + α̃j hd j) ≤ (Lfhd j + (1 + Mγ
g )

∑

i 6=j

λj iLV hγ
d j )hd j + O(h2

d j ),

lo que implica ∆1 ≤ 1
α

(Lf hd j + (1 + Mγ
g )

∑
i6=j

λj iLV hγ
d j) + O(h2

d j) .
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Luego para cualquier nodo deQj k ∀j, ∀d se verifica la misma estimación. Ahora para cualquier
x ∈ Qj k existe un punto que notaremos conxi ∈ Qj k , tal que‖x− xi‖ ≤ hd j. Teniendo en
cuenta queVd j es Ḧolder contina y queUk

d j es una funcíon afin
∣∣Vd j(x)− Uk

d j(x)
∣∣ ≤ ∆1 + C ‖x− xi‖γ .

Luego parax ∈ Ω

Vd j(x)− Uk
d j(x) ≤ 1

α
(Lf hd j + (1 + Mγ

g )
∑

i6=j

λj iLV hγ
d j ) + O(hd j) + O(hγ

d j) .

DefiniendoK = max
d j

{ (1− (rd j)/(pd) ), rd j/pd } y recordando queh0 j = (1− rd j/pd )h and

hd j = h rd j/pd , tenemos

Vd j(x)− Uk
d j(x) ≤ K

α
(Lf h + (1 + Mγ

g )
∑

i6=j

λj iLV hγ ) + O(hγ) .

Veamos ahoraUh − V. Seax tal que

∆2 = Uk
d j(x)− Vd j(x) = max

d j x
{Uk

d j(x)− Vd j(x)}.

La funciónUk
d j est́a dada por

Uk
d j(x

j
µ) = min

(
(LkU

k)d j(x
j
µ), (Sku

h)d j(x
j
µ)

) ∀xj
µ ∈ Vj, k, ∀d ∈ D, ∀j ∈ J ,

entonces

Uk
d j(x

j
µ) ≤ 1

1 + α̃j hd j

(Uk
d j(x

j
µ + hd j g(d, j)) + hd j( f(xj

µ, d) +
∑

i6=j

λj i Uk
d i(πQi k

(xj
µ))))

(1 + α̃j hd j)Uk
d j(x

j
µ) ≤ Uk

d j(x
j
µ + hd j g(d, j))

+hd j( f(xj
µ, d) +

∑
i6=j

λj i Uk
d i(πQi k

(xj
µ)))

α̃j hd j Uk
d j(x

j
µ) ≤ Uk

d j(x
j
µ + hd j g(d, j))− Uk

d j(x
j
µ)

+hd j( f(xj
µ, d) +

∑
i6=j

λj i Uk
d i(πQi k

(xj
µ)))

α̃j hd j Uk
d j(x

j
µ) ≤ Dd j hd j + hd j( f(xj

µ, d) +
∑
i6=j

λj i Uk
d i(πQi k

(xj
µ))) ,

(16)

donde

Dd j =
Uk

d j(x
j
µ + hd j g(d, j))− Uk

d j(x
j
µ)

hd j

es la derivada discreta. La funciónUk
d j es afin sobre las aristas (i.e.xj

µ + s g(d, j), s ≥ 0).

Luego, en (16) podemos reemplazarhd j por ĥd j ≤ hd j siendôhd j tal que

Vd j(x) =
∫ ĥd j

0
e−α̃j s(f(y (s) , d) +

∑

i 6=j

λj iVd i(y(s)))ds + Vd j(x + ĥd j g(d, j)) e−α̃j ĥd j .
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En consecuencia tenemos

α̃j ĥd j Uk
d j(x

j
µ) ≤ Dd j ĥd j + ĥd j( f(xj

µ, d) +
∑

i 6=j

λj i U
k
d i(πQi k

(xj
µ))) .

Más áun, existexi ∈ Qj k , xi /∈
(

γ+
h,d,j ∪ (

⋃
r 6=d

γ−h,r,j)

)
y

Uk
d j(x)− Uk

d j(xi) = O(hγ
d j)

Tenemos

Uk
d j(x) ≤ (1−α̃j ĥd j) Uk

d j(x+ĥd j g(d, j))+ĥd j( f(x, d)+
∑

i6=j

λj i U
k
d i(πQi k

(x)))+ĥd jO(hγ
d j)

∆2 = Uk
d j(x)− Vd j(x)

≤ ∫ ĥd j

0 e−α̃j s(|f(x, d)− f(y (s) , d)|+ ∑
i6=j

λj i

∣∣Uk
d i(πQi k

(x))− Vd i(y(s))
∣∣)ds

+(1− α̃j ĥd j)Uk
d j(x + ĥd j g(d, j))− Vd j(x + ĥd j g(d, j)) e−α̃j ĥd j + ĥd jO(hγ

d j)

≤ ∫ ĥdj

0 e−α̃j s(Lf ĥd j +
∑
i6=j

λj i(
∣∣Uk

d i(πQi k
(x))− Vd i(πQi k

(x))
∣∣

+
∫ ĥdj

0 e−α̃j s
∑
i 6=j

λj i(|Vd i(πQi k
(x))− Vd i(x)|+ |Vd i(x)− Vd i(y(s))|)ds

+(1− α̃j ĥd j)∆2 + o(ĥd j ) + ĥd jO(hγ
d j)

≤ (Lf ĥd j +
∑
i6=j

λj i((1 + Mγ
g )LV ĥγ

d j + ∆2))ĥd j + (1− α̃j ĥd j)∆2 + o(ĥd j) + ĥd jO(hγ
d j) .

Resulta

∆2(1−ĥd j

∑

i6=j

λj i−1+α̃j ĥd j) ≤ (Lf ĥd j+(1+Mγ
g )

∑

i6=j

λj iLV ĥγ
d j) ĥd j+O(ĥ2

d j)+ĥd jO(hγ
d j)

∆2 ≤ 1
α

( Lf ĥd j + (1 + Mγ
g )

∑

i6=j

λj iLV ĥγ
d j ) + O(hγ

d j) .

Similamente a lo realizado para∆1 tenemos∀x, ∀d, ∀j

Uk
d j(x)− Vd j(x) ≤ K2

α
( Lf h + (1 + Mγ

g )
∑

i6=j

λj iLV hγ ) + O(hγ) ,

entonces
∥∥Uk − V

∥∥
∞ ≤ K2

α
( Lf h + (1 + Mγ

g )
∑

i 6=j λj iLV hγ ) + O(hγ) .

5 APLICACIONES

Presentamos un ejemplo param = 2 productos, factor de descuentoα = 0.1 .
factor de producciónp1 = p2 = 1.
DemandasJ = {1, 2, 3, 4}, |J | = 4. velocidades de conmutación: λi j
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r11 = 0.07415 r21 = 0.37230
r12 = 0.07415 r22 = 0.06741
r13 = 0.32300 r23 = 0.37230
r14 = 0.32300 r24 = 0.06741

i / j 1 2 3 4
1 0 0.03 0.031 0
2 0.2 0 0 0.031
3 0.2 0 0 0.03
4 0 0.2 0.2 0

Stock ḿaximo permitido:M1 = 0.525, M2 = 1.67.

El costo instant́aneof es una funcíon lineal de ambas variables y no depende del parámetro
d, i.e.f(x1, x2) = 4x1 + 5x2 .

Commutation costs:q(d, d̃) = 7,∀d 6= d̃
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(c) Stock y demanda delı́tem 2
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(d) Stock y produccíon delı́tem 2

Figure 1:Simulacíon para 50 unidades de tiempo

CONCLUSIONES

En este trabajo desarrollamos un método nuḿerico de aproximación para la optimización
de un sistema de producción que comprende la optimización de una ḿaquina multiproductop
con demandas seccionalmente determinı́sticas. Presentamos un procedimiento de discretización
basado en el ḿetodo de las diferencias finitas. Mostramos que nuestra solución discreta es el
único punto fijo de un operador contractivo no linealP h : IRn → R y damos una cota explı́cita
del error entre la solución discreta y la exacta. Finalmente presentamos una aplicación de esta
metodoloǵıa.
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(d) Stock y produccíon delı́tem 2

Figure 2:Simulacíon para 100 unidades de tiempo
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