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1 INTRODUCCI ON

Consideramos en este trabajo un procedimiento de discrétizpara un problema de punto
fijo relacionado con la optimiza@n de un sistema de produénique comprende unaaguina
multiproducto con demandas seccionalmente detéstisas. La demanda puede tomar un
numero finito de valores y los cambios @stdescriptos por un proceso de Poisson. Aaem
de la producdn propia del sistema, son permitidas compras externas para hacer frente a la
demanda.

Estos procesos seccionalmente deterstitos fueron introducidos por Davis iB)(y al-
gunos resultados sobre el control de los mismos pueden ver8g@j. (

El enfoque térico de este problema fue presentado El).(En el mismo se caracteriza la
funciéon de cost@ptimo, tomando en cuenta los costos de conmataciomo la soluéin en el
sentido de la viscosidad de la ecu@atde Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) asociada (sBe (
(6), (13)).

El método que presentamos agliscretiza esta ecuaxi de HIB, de un modo especial
aprovechando la linealidad de la dmica del sistema

Probamos la existencia y unicidad de sabucpara el problema discreto, presentamos una
prueba de la convergencia de la sofucdiscreta a la soluah del problema continuo. Final-
mente acotamos el orden de convergencia (gracias @ldeHcontinuidad de la fungh de
costooptimo (11)) y presentamos un ejemplo donde obtenemos por sintulata evoluabn
del sistema siguiendo la pbita sulbptima calculada.

2 DESCRIPCION DEL PROBLEMA
2.1 Sistema de produc@n

En todo momento la Aquina est o detenida o produciendo uno de tesdiferentes pro-
ductos. Siend® = {0, 1, ..., m}, asignamos los siguientes valores a los distintos estados de la
maquina

e d =0, no producadn
e d=1,---,m, producconitemd .
Para caddemd = 1, ..., m, definimos los datos del problema como sigue:

e p, produccon por unidad de tiempo cuando laquina est en el estadd.

ng cantidad posible de demandas parderhd.

J conjunto de posibles demandas,

J=1[{L ..na} and | 7| =[] na-
d=1 d=1

Paracadg € J, r; = (r1j,--- , m;) €s el vector de demanda, i.e; es la demanda
por unidad de tiempo para gémd.

Ai; densidad de probabilidad de cambio entre los estaglgs

M, maximo stock permitido para gemd.
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e f(x,d) costo instaréineo de producon y almacenamiento.

e ¢(d, E) costo de conmutagn para la raquina del estadé al estadal.

e o factor de descuento.

Supondremos las siguientes bipsis para el costo de conmutati

a(d,d) =0, vd € D,
q(d,d) > go > 0, Vd # d, 1)
q(d,d) < q(d.d) +q(d,d), Vd#d#d.

Supondremos tambin que las conmutaciones son inséa@as y que se verifica la siguiente
condicbn entre las demandas y la produgti

<l Vied. )
d=1

Trabajamos bajo esta fiifesis ya que la condimn ) %j = 1 permite a la raquina estar en el
d=1

m

xd]' ) . e
dzl T—dj) (zq4; estado inicial)
y esto no es razonable para un problema con horizonte infinito.

estado de no produd@r lo a lo sumo un tiempo total = me?((
Jj€

2.2 Estados admisibles

El espacio de estados admisiblesaedado porQ = [][0, My], e = (M, M, ..., M,,)
d=1
representa el punto deaximo stock.
Queremos distinguir ciertas partes de la fronter@)deara ello definimos una furtm o :

Q — {0, 1,2}™ del siguiente modo

0 sia; =0,
ai(z)=< 1 sixz; €(0,M;),

y consideramos
I'ay,.. am) ={r € Q:a(z) = (a1.. am)},

Las demandas,; son siempre positivas, por lo tanto si los niveles de stock de al menos
dos items llega a cero simatieamente, el colapso del sistema de produces inevitable
para cualquier patica de producén admisible. Por eso consideramos el caso en el que es
posible hacer compras externas para modificar el stock con medios adicionales a la producci
Para simplificar el alisis, suponemos que cada vez que se realizan compras externas, las
mismas tienen un costo fijd y el sistema salta instaarieamente al punto deaximo stock
€ = (Ml, M27 ceey Mm)
Las porciones de frontera dga distinguir son

v, = U{T (a1, ..., a4, ..., a) = aqg =0},
vo = U{T(a1, ...s agy ooy ) ag =2}, (3)

va= (74 U Ugyéd”Yd:) Y = Ui, R
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2.3 Evolucidon del sistema

El estaday sigue una evoluéin dada por

dy . N P if §#d,
W =00, 5) donde gu( = { 70 RATY @
La evolucbn del sistema depende del estado actual de la demanda. El estado de la demanda
est dado por una cadena de Markov continua con una densidad de probabjlidael tran-
sicion entre el estadoy el estadg;
Ademas valen las siguientes ldifesis

|f (2, d)| < My VreQ, VdeD,
q(d,d) < M, vd,d € D,

(5)
lg(d, 5|l < M, VieJ, VdeD,
|f(z.d) — f(Z,d)| < Ly [l —Z| Va,T€Q, VdeD.

2.4 Controles admisibles

Un control admisible eatdado por una sucési (6;, d;) , donded; son los tiempos de con-
mutacbn del control (estado de la produan) y d; es el estado de la produdai despés del
tiempod; (0; son stopping times adaptados al procesh yon funciones aleatorias seccional-
mente constantes adaptadas al proceso de las demandag))veEl(control debe verificar
adends la restricén adicional dada pow(t) € Q, Vt € [0,00).

NotamosB?/ el conjunto de controles admisibles.

Nota 1 Puede probarse que para los piagitos de optimizadn ©lo se necesita considerar el
subconjunto de controles admisibles Markovianos. Dada unadariei: Q x D x J — D,
tal que

D(x,D(z,d,j), j) = D(x,d,j), Ve e, Vje T, Vde D, (6)

el control en feedback(-) (ver (6)) est definido como

Bajo condiciones adicionales apropiadas, (i.e. que la ecua@t) tenga soludn tnica cuando
B(t) = D(y(t), B(t—), j(t))), el estado de producdnd (¢) resulta una fundin seccionalmente
constante con uninmero finito de saltos en cualquier intervalo finito, ide= d; en el intervalo
(91‘, 0i+1]1 con
0=00<0,<..<0;, <611 <.
di S {O, ]_, ,m}, dl 7é di+1; 1= O, ]_,

Adenas por (L) no son permitidos los lazos cerrados instamgos de permuta@n del control.
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2.5 El problema de punto fijo
Definiciobn 1 Usaremos la siguiente notaxi y variables auxiliares

&j:a—l—z)‘ji)

i#j
T(z,d,j) =sup{t:x+tg(d,j) € Q}. ()

Definicion 2 Siendo = []{1,--- ,n4}, |T| = H ng 'y B(Q)mTVx171 el conjunto de las
d=1
funciones medibles Borel y acotadas, definimos eI operﬁdo@(@)(m“)xw\ — B(Q)m+bxI71

del siguiente mod@vd € D,Vj € J, Vx € Q)

(SW); (z) = min(min(Wy; (« ) +q(d, d)), Wa;(e) + A), (8)

Definicion 3 Definimos el operadoP : B(Q)™m)xI71 — B(Q)m+YxI71 del siguiente modo
(Vde D,Vje J, Vx € Q)

T

(Pw)as(z) =  inf )(/edfs )+ 30 A waiy(s)ds + e (Sw)as (y(7))),

<TI,d,'
7( J i j

donde y(s) = = + s g(d, j).

En (11), usando lasdcnicas dsicas basadas en el Principio de la Prograbmadinamica y

la teoiia de soluciones en el sentido de la viscosidad se prueban las siguientes propiedades.

Teorema 1

1. ExisteV € C(Q) tal que
V=PV (10)

2. V es una fundn Holder continua en).

3. Vz € Q,Vd € D, Vj € J se verifican las siguientes condiciones:
(@) Vaj(x) < (SV)y; (2) .

(b) Vaj(z) < [em@°(f(y(s).d) + ;Aj,in,i(y(S)))ds +em W V(@ +tg(d, ),

OL_w“

Vit < 7(z,d,j), siendo y(s) =z + s g(d,j).

(c) Mas aun, si para algn x € () se tiene una desigualdad estricta entonces existe

tz.q,; > 0tal que
t
Vij(x) = /e‘ +Z)\]2de Nds +e % ' Vyi(z +tg(d, 7)),
0 i#]
(11)
VO<t<tya; <7(r,dj)
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4. Para todod # 0 se verifican las siguientes condiciones de front&ga:

Vii(@)=(SV)z,(z) Voenq,, Vd#d,
(12)
Vaj(z) = (SV)a;(x) Va €y

Nota 2 Notar que B) es la forma integral de la ecuam de HJIB, que la primera condém
en @) impide la rotura de stock para étemd y que la segunda prébe al stock deitemd
sobrepasar su nivel &ximo.

3 PROBLEMA DISCRETO

3.1 Elementos del problema discreto

Para definir el problema discreto introducimos una aproxiémague comprende el espacio
Wh>(Q)y la ecuaddn (10). Usamosécnicas presentadas &) ¥ (1).

3.1.1 Aproximacion del dominio

Identificamos la dicretizadn de las variables espaciales con elapagtrok, (tambén el
tamdio de la discretizabn). Seah > 0, para cadg € J definimos la discretizadn uniforme
B’k deR™ dada por:

o Bk = {Z Cael:Cqis integer} :
d=0

0 _ m”dj
w=(1-E%)n

o hi=Tlp,

J Pd

0 _ 0
® ej = (—le,...,—rdj,...,—rmj) hj’

d _ d
® €/ = (—7"1j7---,—7“(d71)j,pd —Tdj, =T (d+1) 4> "'>_rmj) hj'

Para cada estado de la demandaproximamos) con Q;; = US{/“, donde{Sﬂ’“} es el
17

maximo conjunto de poliedros d&™ que verifica
St =al + {Z Cael 1 &€ [0,1]}, al e B'* SiF Q.
d=1
Definimos k; = max(diam SIF), k = max(k;) .
% jeJ

Nplfamosvj’“ = {2}, p=1,..,N;} al conjunto de nodos dg, , dondeN; es el cardinal de
Vik,

Nota 3 Sik es suficientemente pedicepara dos @rtices cualesquiera dg’* siempre existe
un camino dado por una trayectoria del sistema (una trayectoria especial sin cambios de de-
mandas) que une el primeéstice con el segundo.
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3.1.2 Interpretacion de@);

Para cada estado de la demandd mallado especial utilizado origina un problema de con-
trol 6ptimo discreto. En dicho problema, el sistema sigue una ewslwada por una ecuéci
diferencial @) pero los controlesdl; se aplican durante intervalos cuya Iongitud(gs;li con
(s € Ny el estado inicial: debe ser un nodo dé&’*. En consecuencia, la trayectoria asociada
a este control alcanza un nodo del malldaden todo momento de cambio.

3.1.3 Aproximacion de la frontera
Definamosvd = 1,...,m, Vj € 7,

Vndj = {xi e VFE:al +h'g(d,j) ¢ Qik}
Ve,d,j = {xi e Vik: il + hgg(g’j) ¢ ij7vglv7é d}-

3.1.4 Aproximacion del espacio de funcioneg’,,

Dividamos cada elemento cuaéltﬁarosﬁk en simplices tales que las aristas son coincidentes
con las lineas de la formﬁL + s g(d, j), s > 0. Consideremos ahora el conjunto de funciones
I}, definido por

w H ij XD—>R, wdj(-)EWLOO(ij),
JElT|

tal que en cada simplex, ;(-) es una fundn afin del tipoay + > a; z; .
i=1

Obviamente cualquiew € F est enteramente caracterizado por los valargs(z),), ¥}, €
Vit deD,jed, pn=1,..,Nj.

3.2 Laecuacon discreta
3.2.1 Un problema de punto fijo discreto

Sea

1+5}j R <wdj(x{¢ + h?g(d, 7))+ h?f(xf” d) + h? ; Aji wdi(ﬂ-Qik<x{L)> ),
’ , . ) i
(Liw)aj(i) = v € O N Y (Y )

too  Val € (3fa, U gd%ﬁ”

dondery,, (/) es la proyecdn dez’, sobre el conjunta); . y

(i) () = min(min(ueg, (27) +4(d, ), sy (7, (¢)) + )
dondery,, (e) es la proyecén dee sobreQ); .
De esta manerd£,w)q;(«J,) resulta la discretizadn natural deX1) e incluye las condiciones
de fronteral2).
SeaP, : Fy — F talquevz) e Vi*Vde D, Vje J

(Prw)y; (1) = min ((Lxw)a;(],), (Skw)a; (@) (13)
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definimos

ProblemaP*: Encontrar el punto fijo del operadé; .

3.2.2 Existenciay unicidad de soluéin discreta

Usando lasécnicas introducidas ef)(se puede caracterizarl& como lalnica soluadn
del problemaPk.

Teorema 2 Existe un(inico punto fijo de operadopP,, i.e. 3! U* tal queU* = P,U*. Mas
alnvw € F tenemosU* = lim (P,)"w y aden@s valen las siguientes estimaciones de
convergencia: o

| Prw = U] < K(p)(1 — ul(p))”, (14)

dondel < u(p) <1y K(p) >0, p depende dgw|| .
Demostracbn Usaremos lasécnicas empleadas er?(()). Para ello veremos primero que

los conjuntos de supersoluciones y subsoluciones son nosvacsea, existen al menos dos
soluciones y w tal que:

a)PkSSE b)Pkmzw
a) Seas tal quevd, Vj vale
M ; ; _
| L wd € (VIR (4 U ( Lgdvk,r,j))),
sas(@)) =, .
e L Tme M+ A wl e (35U ( gdvk,T,j))\{O},
donden verifica

. d
7 < min (k). (15)

Veamos qué& es una supersolum.
Consideraremos dos casos:

Caso(i) : ), € (WF\ (754, U( L#Jd%;r,j)))

(Ps)as(w)) < 1 (Sag (o + 5 g(ds ) + B (f () d) + 32 Ny Saa(mau (7))

7]
M M, M M,
1 Mr d d f
. +—+M —I—hM —|—h N (—= +
- 1+%‘h§l( e na f Z; ji( e na))

d

1 h¢ 1
_1+ahd(Mf( +hd+_jz)‘ﬂ)+M(_+1+ Z)\]Z))

Qi na N iz
My, M,
= g (o (LH ) & Sk a4k 32 0)
M; M, 4
< 0 478 e (i
— a +77a Sd](xu)7

estalilltima inecuadn vale gracias al6).

Caso(ii) : @), € (3.4, U ( L#Jdv,;m))

Trataremos el caso dondg pertenece a al menos dos en este caso el operadsrobliga al
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sistema a saltar al puntg, , (e) pagando un costd, ag se tiene

(Pi8)aj(x]) = (S5)a;(7],) < A+34(mq,, (€)) < A4 My 450 ;(mq,,(e) =
M

Mf q — j
=AEM = a;(},)
Luegos es supersoludn.
b) Seaw dada por
My

wdj =

L vdeDVjeJ.

Veamos que es subsolooai.
Comog(d, d) > 0, tenemos

(Skw)dj > Wq j, Vd € D,Vj cJ.
Veamos que el operaday, verifica
(Lrw)q; > w, Vd e D,Vj € J.

(Lrw)aj(@]) = 1277 (waj(@), + ki g(d, ) + hf(f (], d) + ; Aji wai(7q,, (7))
J i ]
My

1 (_
— 1+q5 h? o

__ — My d d

M
_h?Mf_h??fZ/\ji)
i

> —% = wdj(a:ft).
Entonces/d € D,Vj € J
wq; < min ((Ekw>flj7 (Skw)a;)

resultaw subsoluddn deP; .
La parte restante es aloga a lo presentado para el problema continuo y puede verdd)en (

4 RESULTADOS DE CONVERGENCIA

Teorema 3 Vale la siguiente estima@n del error
|U* =V < KA.

Demostracibn Designaremos coh el paametro de discretizamn del dominiof2, y conU* la
solucibn discreta asociada a estegraetro. Luegd/* viene dada por

Uc’;j(xi) — min ((.ckU’f)dj(xg;), (SkUk)dj(xi)) in ceVikvde D, VjeJ,

Queremos calcular la diferencia entre esta fangi la solucbn del problema.
Veamos primerd” — U*. Sea

A = maX{Vdj(xi) — U(';c](l'l),l’z € ij,j eJ, de D}
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Luego, si conr, llamamos al punto donde se realiza eséimo, tenemos
Uji(xo) = min{(1 — &; ha;)Uj;(x0 + haj g(d, j)) + haj (f(xo,d)

+§>\jz’ Ui (7., @0))s (SkU")aj(x0)}-

Usando un argumento recursivo podemos suponer quénéinm es alcanzado en la primera
componente que aparece en el operador, esto es

Uji(x0) = (1 = 65 haj)Uj; (20 + haj 9(d, ) + haj( f(zo, d) + > Nji Ufy(mq,(20)))-
i#j

Entoncesy, ¢ (’y,td’j U (U Y.,j)) > YIuegox o + haj g(d, j) € Q% C §2; €n consecuencia
r#d

hdj < T(xo,d,j) = Sup{t : x0+tg(d7j) € Q}

y Va; verifica:

hd‘y ~
Vij(zo) < / e M ( )+ Z AiiVai(y(s)))ds + €% "5 Vyi(x o + haj g(d, 5)) -
0 i#]

Entonces tenemos
Ay = Vyj(xo) — Ufj(xo)

< Jy eI (fly (s),d) + 3 AiVaa(y(s))ds + =% s Vay(ao + haj g(d, 5)

i#]
—(1 = @ haj)US; (w0 + haj g(d, §)) — haj f(w0,d) + ha, ;AjiUﬁi(mk(:ro»
< Jo e (| f(y(s),d) = f(xo, )] + 3 Njil Vas(y(s)) = Ubi(q, (0)))|ds

i#]
+Vaj(x o + hajg(d, j)) e i — (1= &; ha;)Uf; (0 + haj 9(d, 7))

< ¥ e (Ly hy 2 A5(Varlw() = Vas(wo)
+[Vai(wo) = Vai(ma,, (0))| + [ Vas(mg,, (20) — Uki(wq,, (x0))))| ds
+(1 =@y haj) (Vaj(wo+ haj g(d, §)) — U, (x0 + haj 9(d, 5))) + O(h3;)
< (Lg haj + 22 Aja((1+ M) Ly h}J + Ay))hag; + (1 — &5 haj) A+ O(hf,j ).

i#j
En consecuencia obtenemos

Ay(1=ha; Y Nji = 14 haj) < (Lphaj + (L+ M) XLy b )haj + O(h;),
17 i#j

lo que implica Ay < H(Lphgj+ (14 M) Z; AjiLy hy;) +O(hg;).
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Luego para cualquier nodo dg ;, Vj, Vd se verificala misma estimaixi. Ahora para cualquier
r € @, existe un punto que notaremos cone @), , tal que||x — z;|| < hy;. Teniendo en
cuenta qué’/;; es Hlder contina y quéfc’;j es una fundn afin

[Vaj(@) = Ug ()] < A+ Ol — a7

Luego parar €

Vdj(x) — UC]Z](QZ') S (Lf hdj + (1 + M;)Z)\]ZLV hgj ) + O(hd]) + O(hgj) .

i#]

L+

DefiniendoK = nzlax{ (1—(ra;)/(pa)),ra;/pa } y recordando que,; = (1—74;/pq )b and
J

ha; = hrq;/pa, tenemos

K

(0%

Vaj(z) = USi(x) < =(Lyh+ (L+ M) Y " XjiLy h7) + O(h).

i
Veamos ahor&/" — V. Seaz tal que
Do = Uy (@) = Vay(@) = max{Us; () - Vi ()}
La funcion U}, est dada por
Ugj(mi) = min ((EkUk)dj(xi), (Skuh)dj(xi)) Va:i eViktvde D, VjeJ,
entonces

A 1
Uji(2)) <

< H@—M(Ugj(xﬂ + hg; g(d, 7)) + hdj( f(xfﬁ d) + Z Aji Uc]icz(Wsz(fo))))

i£]
(14 @; hgy)US;(2) < Uj; (2l + hajg(d, j))

+hdj<f(l’ﬂ, d) + ; )‘ji UZlCz(Wsz(xi;)))
i#]
a;ha; Usi(xl) < Uj; (@) + hajg(d, j)) = Ug; () (16)
+hdj(f($ﬂ7d)+§Aji Ubi(mq,. (1))
i#]
a; haj Uy (#l) < Dajhaj+ ha;( f(2],d) +§/\jz Uii(mq,,.(21,))
i#j
donde

o Ujj(mﬂ + hajg(d, j)) — Ugj(xﬂ)

= h

es la derivada discreta. La fudeC’;j es afin sobre las aristas (i:e; + s g(d, j), s >0).
Luego, en {6) podemos reemplazay;; por hq; < hq; siendoh,; tal que

Dy

Vdj(f) N / i e s(f(y (8) ’d) + Z )‘jivdi(y(5>))d5 + Vdj(f +/f;dj 9<d,j)) e % ?m.
’ 1A
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En consecuencia tenemos

& ha; US (x1) < Dajhay + haj( f(2d.d) + > N Ubi(mg,, (1)) -
i

Mas dain, exister; € Qi , v; ¢ <%er,d,j Uy %T,j)) y
r#£d

Us,(&) = Ujj(w:) = O(h},)
Tenemos
Us (@) < (1=a; haj) US(@+haj g(d, §)+haj(F@ d)+D> i Ufy(mg,, (7)) +ha;O(h] )
i#]j
Ay = U, () = Vas (@)
< [ e s (1 f(@.d) — [y (s),d)] + 2 [Uilma., () - Vai(y(s))])ds
+(1 = & haj)US,(T + haj 9(d, 5)) = Vaj (T + haj g(d, 5)) e~ s + g ;O(h] )
< [1 e (Ly hay + 5 A5 |UEr0u, (7)) = Vas(ma, ()
e 52 Xi(1Vau(mou (7)) = Vau(@)| + Vis(®) = Vis(w(s)) s
+(1 = @5 haj)As + o(hay ) + ha;O(h],)
< (Lyha; +;Aji((1 + MLy B + Do)V hay + (1 — &5 haj)Ag + o(hay) + hajO(RY)
Resulta
Aos(1=hay 3 Njim 146 ) < (Ly ha+ (M) S Nyiy B, hag+O(h2,)+ha;O(h,)
i#j i#]

1

i#j

Similamente a lo realizado pats, tenemos/z, Vd, Vj
K
Uk (z) — Va(z) < 32 (Lph+ (L+M])> ALy hY) + O(RY),
i#j
entonces |UF =V < E2(Lyh+ 1+ M), Ajilv B7) +O(h).
5 APLICACIONES

Presentamos un ejemplo pana= 2 productos, factor de descuento= 0.1 .
factor de producénp; = p, = 1.
Demandasy = {1,2,3,4}, |J| = 4. velocidades de conmutdci: \; ;
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ri1 = 0.07415 ro1 = 0.37230
rie = 0.07415 r99 = 0.06741
riz = 0.32300 rog = 0.37230
r14 = 0.32300 rog = 0.06741

Stock maximo permitido:M; = 0.525, My = 1.67.

El costo instaréineof es una fundn lineal de ambas variables y no depende dehmpetro

d, i.e.f(JTl,[L’Q) =4z + 552 .

Commutation costsy(d, d) = 7,Vd # d
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CONCLUSIONES

En este trabajo desarrollamos utodo nungrico de aproximaén para la optimizadin
de un sistema de produéci que comprende la optimizéci de una raquina multiproductop
con demandas seccionalmente detersticas. Presentamos un procedimiento de discrefinaci
basado en el gtodo de las diferencias finitas. Mostramos que nuestra éoldiscreta es el
nico punto fijo de un operador contractivo no lin@4l: IR® — R y damos una cota expgita
del error entre la soluén discreta y la exacta. Finalmente presentamos una aglicdei esta

metodologa.
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Figure 1:Simulacbn para 50 unidades de tiempo
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