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Resumen.Se solucionan las ecuaciones de Navier Stokes en dominibverteras curvas para flui-
dos isotérmicos, incompresibles y Newtonianos en régiragriniar y en un espacio bidimensional. La
divisién del dominio en volimenes se hace mediante maltascdgradas no ortogonales con el fin de
adaptarse de la mejor manera a las geometrias analizadasli3a la aproximacion del término difusi-
vo por medio del esquema de diferencias centradas, y seautii esquema de diferencias desplazadas
de segundo orden, llamadpuadratic Upstream Interpolation for Convective Kinet{€dUICK) para
interpolar los valores de velocidad que componen el térrodmyectivo. Los términos que aparecen en
la ecuacion de conservacion discretizada, al ser aplicadiiaenes de caras no ortogonales, se aproxi-
man realizando un promedio simple entre los valores vecpara el caso del gradiente de presiones y el
término convectivo adicional. El nuevo término difusivacadécula empleando el teorema de la divergen-
cia aplicado a la derivada de una cantidad escalar. Para logrenlace entre la presién y la velocidad
se utiliza el algoritmo de solucid@emi-Implicit Method for Pressure-Linked Equati¢8$MPLE) apli-
cado a mallas desplazadas. El codigo cre2iiz $IMPLENS$ es evaluado mediante el andlisis de flujo
en una cavidad rectangular para un niumero de Reynolds 168@rl@rmente se encuentra solucion a la
situacion de flujo alrededor de un cilindro circular para atws de Reynolds menores que 40.

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar


http://www.upb.edu.co/iet

50 C.A. BUSTAMANTE, C. NIETO, M. GIRALDO

1. INTRODUCCION

La utilidad de los métodos de solucion de sistemas de enexidiferenciales radica en
la aplicabilidad a situaciones generales. Entre las caddig que propician la generalidad del
método la capacidad de resolver las ecuaciones goberreamtedo tipo de geometrias es un
aspecto primordial. La ortogonalidad es la condicion quenfie expresar las ecuaciones go-
bernantes discretizadas de una forma simple, pero que pestliegir la capacidad de hallar
solucion en geometrias curvas. Se plantea la necesidadplerla capacidad de modelacién
para poder adaptar la malla a curvas presentes en la geaopadrinterviene en los fenébmenos
aresolver relacionados con la dinamica de fluidos o, mas#g@enente, con la solucion de la
ecuacion de Navier Stokes aplicada a un fluido con un comp@atao laminar en estado esta-
cionario, y que se considera incompresible, isotérmicowtheiano. Los volimenes finitos se
deformaréan de acuerdo a la geometria, y por lo tanto sus saras no ortogonales entre si,
por lo que las ecuaciones discretizadas en cada uno de dichimsenes tiene que valerse de
aproximaciones adicionales con el fin de no perder la peti=in respecto al caso ortogonal.

Las estrategias comunmente utilizadas para adaptar eldoallgeometrias curvas se pueden
agrupar en tres diferentes grupos: mallas no estructyraddias de frontera inmersa y mallas
adaptadas al cuerpo. Las mallas no estructuradas paraoejolaopcion en cuanto a geometria
se trata, pues en estas no es necesario que los volimenesvenonsna orientacién definida
con respecto a sus vecinos y por lo tanto sus lados son cam@ete libres para aproximar las
curvas presentes en el dominio. En el caso de la solucionsdecleaciones de Navier Stokes
se encuentran algunas desventajas relacionadas con léefidagbadicional del algoritmo de
solucion. Como primera complicacion se hace necesariomalas desplazadas, estrategia
utilizada porVidovic et al. (2004); o en su defecto esquemas de interpolacion que garanticen
un buen acoplamiento entre las variables primitivas vekutiy presion, tal como lo imple-
mentanPerron et al(2004). Ademas, los esquemas de interpolacion tales como lagddas
desplazadas deben ser retroalimentados con los valorawvdmtidad para asi elegir las canti-
dades nodales mas adecuadas, que para el caso no estucastth en una labor compleja,
pues es probable que los nodos no formen un patron conseentivinguna de las direcciones
de los ejes del sistema de referencia.

Las mallas de frontera inmersa preservan la ortogonalidadd® el dominio, excepto en la
fronteras. Por lo tanto la malla se sobrepone al dominiodelgbroblema, teniendo en cuenta
los interceptos con la frontera real para crear volumenesudes no ortogonales. Dichas caras
unen estos puntos para crear la frontera aproximada. Esraeial volumen que queda dividido
por la frontera se une con el vecino adyacente en la direcmémal a la frontera para formar
un volumen donde solo una de sus caras se encuentra incllBadsta superficie unitaria la
funcidn se aproxima por medio de un polinomio cuyos coefieeseran parte de la solucion
de acuerdo con el método explicado y planteadoYgoand Mittal(1999. Desde este enfoque
es posible conservar la simplicidad que supone el algonitana mallas ortogonales pero aun
asi existen algunas desventajas relacionadas con losdiaéwgrada algoritmo. Los programas
de preprocesamiento disponibles tales ca@sib y Gambit no tienen la capacidad de disefar
mallas ortogonales en geometrias curvas de acuerdo coe |[gaptea esta metodologia, por lo
tanto se convierte en un paso adicional crear los datos tedarque contengan la informacion
sobre los interceptos de los elementos y la curva real deindom

En el presente estudio se utilizan mallas estructuradasejadaptan a la forma de la fron-
tera, importadas desde el programa comel@i@, con el propdsito de solucionar las ecua-
ciones de Navier Stokes en dominios bidimensionales. Ramgpkcacion se utilizan diver-
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sos esquemas de interpolacion tales como diferenciasadesty diferencias desplazadas de
segundo ordeUICK revisadas eVersteeg and Malalaseke(d995. Las componentes del
gradiente de presion al igual que del término convectivoapsgece en la discretizacion de la
ecuacion aplicada a caras no ortogonales, son evaluadag aean promedio simple. El algo-
ritmo de soluciorSIMPLE Introducido enPatanka1980 se implementa con el fin de acoplar
la ecuacién de continuidad con la ecuacion de momentum pdionde las correcciones a las
variables primitivas, que se obtienen al solucionar una&on de correccion de presiones.
Los procedimientos mencionados se sintetizan en el codigablicion2D-SIMPLENS im-
plementado medianteortran. Este es aplicado al analisis de situaciones de flujo en adegl
rectangulares y flujo externo alrededor de un cilindro ¢achasta un nimero de Reynolds
caracteristico donde el régimen de flujo sea laminar y senjieeaestado estacionario. La com-
binacion de esquemas de interpolacién asi como el tratéonienmallas desplazadas en divi-
siones no ortogonales y la adecuacion del algoritmo de i€olupermiten el uso del método
de volumenes finitos en geometrias curvas sin perder laveeksimplicidad que en arreglos
ortogonales existe.

2. ECUACIONES DE NAVIER STOKES

El movimiento de los fluidos incompresibles y Newtonianda dgscrito por las ecuaciones
de Navier Stokes. Un andlisis detallado del movimiento d#éuido con dichas caracteristicas
se logra a partir de la solucion de este sistema de ecuacmmestituido por expresiones que
describen la conservacion de la masa y del momentum linesdaM momentum se expresan
en su forma intensiva, es decir, unidad y velocidad, res@ecente, para formar ecuaciones
gue establecen relaciones entre los mecanismos de tresydpa@cumulacion y las fuentes.

Considerando un analisis de flujo bidimensional en estadciesario, en ausencia de fuerzas
de cuerpo, y de acuerdo a las caracteristicas planteadaslghrido de trabajo, se simplifican
las ecuaciones de conservacion para llegar a su forma dediacito para la conservacion de la
masa 1) como para la ecuacion del momentu®), dondeu, p, u 'y p corresponden al vector
velocidad(u, v), presion, viscosidad dinamica y densidad, respectivaanent

V.i=0 (1)

pil - Vil — pV2i = —Vp (2)

Por lo tanto la ecuacion de conservacion del moment2inbélancea flujos convectivos
(término no lineal), flujos difusivos (laplaciano de la w@ttad) y término fuente (gradiente de
presion). Este conjunto de ecuaciones corresponde al mgdeldescribe la dinamica del fluido
incompresible y Newtoniano, y cuya solucion se obtiene &irpdel Método de Volumenes
Finitos para régimen laminar.

3. MALLADO ESTRUCTURADO NO ORTOGONAL

Las mallas estructuradas mantienen un patron fijo que seamoanlas variaciones del do-
minio. Por esta misma naturaleza la orientacion de los eleaeon respecto a los vecinos se
mantendra constante, es decir, cada volumen esta rodeadogim vecinos ubicados genéri-
camente con respecto a este. Por lo tanto es valido refarlosevecinos segun las posiciones
norte(/,J +1),sur(/,J — 1), este(/ + 1, .J) y oeste(/ — 1, J).

Luego de dividirse el dominio en una malla estructurada mogonal, la discretizacion de
las ecuaciones gobernantes en los volumenes resultargds alizarse de dos formas basi-
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cas segun la adaptabilidad del sistema de coordenadasdiiliEl primer caso es aquel en
gue el sistema de coordenadas es Unico para todo el domsnilecg, los parametros que lo
definen (vectores unitarios, escalas y transformacionesespecto a un sistema de coorde-
nadas ortogonal) son constantes para todos los volumeites fijue conforman el dominio.
Dependiendo de la geometria del problemay de la complegdadianto a implementacion del
codigo, se elige la mejor opcion: rectangular, cilindriesférico, entre otros. Otra alternativa
es generar un sistema de coordenadas con parametrosesqaklse adapte a cada uno de los
voliumenes, segun la orientacion de las caras que lo conforfnka luz de este nuevo sistema
de coordenadas las ecuaciones gobernantes también caulitama de acuerdo con las trans-
formacionesy vectores unitarios variables, convirti&edasi en las ecuaciones de conservacion
de las cantidades o propiedades de interés en la directa@goorl a las caras de los volimenes
gue conforman el dominiéesseling et al(1999 plantea las estrategias y los modelos de cal-
culo necesarios para aplicar tal metodologia en probleratirddmica de fluidos utilizando
mallas escalonadas. La primera opcion, aunque supone magwro de aproximaciones que
disminuyen la eficiencia de la solucion, establece un mae@pticacion casi intuitiva del méto-
do desde su concepcidon matematica basica. Es asi comoitacapies, ejemplos y el enfoque
de la programacion de los cédigos se hace con base en unaidéeooordenadas rectangular
fijo, que proporciona una idea general de la discretizac@tasl ecuaciones de transporte de
acuerdo su formulacion integral.

Las mallas desplazadasstaggered griden arreglos estructurados no ortogonales se cons-
truyen de forma similar que en el caso ortogonal, pues aunegepdiferenciar una direcciéon
predominante en la malla, a diferencia de las mallas noatatadas. Por otro lado la forma-
cion de los volumenes correspondientes a las variables (velocidad del fluido en: y en
y, respectivamente), se realiza sin recurrir a transforomes del sistema de coordenadas base.
Se establece que los vértices de los volumenes desplazadlesponden a los puntos medios
de las superficies del volumen central y su vecino, paralldesplazamiento en esa misma
direccion, tal como se muestra en la Figlird.os volimenes desplazados resultantes son ana-
logos a los obtenidos en una malla estructurada ortogoinanbargo, se debe tener en cuenta
que la direccion en la que la malla principal se desplaza gaa las mallas secundarias, no
corresponde exactamente a la direccion de la variable depea velocidad. La direccion de
desplazamiento esta dada por la curvatura de las frontel@sgmponente de la velocidad
gue geométricamente predomina, por ejemplo, el volumeespondiente a la velocidadse
desplaza siguiendo la malla principal en la direccion

4. DISCRETIZACION EN VOLUMENES FINITOS

A continuacién se realizan las aproximaciones necesades @btener las ecuaciones de
Navier Stokes discretizadas, segun el método de volumenisfiaplicadas a un fluido incom-
presible, isotérmico, bidimensional y Newtoniano cuyo mognto se da en régimen laminar
y estado estacionario. El primer paso es llevar el sistemd@ma integral, realizando la inte-
graciéon de cada uno de los términos que conforman las ecescsobre volimenes de la forma
mostrada en la Figura donde cada cara recibe un nimero que corresponde al stédedios
parametros que la definen.
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Figura 1: Mallas desplazadas en las direcciones predotesiay v.

4.1. Ecuacion de conservacion de la masa

Al integrar la expresionl) sobre un volumen genérico de la malla principal (no desplay
y aplicar el teorema de la divergencia, se llega a la sigeiexpresion.

7{ (pil) - idS = 0 (3)
S

Teniendo en cuenta que el producto del vector nofadr el diferencial de superficie bidi-
mensional esta dado por la expresidj €l valor de la integral se puede aproximar sedyn (
que representa la ecuacion de continuidad discretizadalémenes de caras no ortogonales.
N representa el nUmero de caras del volumen, que para est@eaalelogramo) equivale a 4,
dzx y dy representan la diferencia entre dos puntos (vértices) gfieeth la superficie, para el
caso bidimensional, en las coordenadasy respectivamente. Los vectoreg ; corresponden
a los vectores unitarios ortogonales del sistema de coadaesn v .

idS = dyi — dxj (4)
N
j{(pﬁ) LiidS = (pil - TAS), = 0 (5)
S

=1
El componente del vector velocidacen los puntog,jel,j—1,yveni, Jei—1,J nose
conocen directamente, por lo tanto es necesario hacer undg@grupo de aproximaciones para
relacionar tales cantidades con los valores nodales deiblesegun las mallas escalonadas
ilustradas en la Figura La ecuacion®) expresa la componente de la velocidad desconacida
en el punta/, j.

1 * *
Urj = Z(UZJ T Ui g1+ Uy gy T ui—l,J) (6)

Estos promedios suponen una predominancia de los val@gisles de velocidades en las
zonas descritas en la Figu3gara las velocidades en También puede observarse como la no
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Figura 2: Volumen limitado por la superficie de integracion.

ortogonalidad de las caras con respecto al sistema de c@ata®e hace necesaria la inclusion
de términos en la ecuacion discretizada, que involucramaséle los vecinos norté (/ + 1),
sur@,J — 1), oeste{—1,.J) y este {+ 1, .J), volumenes a su vez vecinos de estos ultimos, lo
cual puede traer complicaciones en el momento de armar lzndatcoeficientes y al definir
condiciones de frontera. Los términos producto de la n@ortalidad tienden a cero conforme
las caras de los volumenes se acercan al angulo recto, ytpaiaesn tales contribuciones se
manejan de forma explicita, es decir, se calculan con larirdoion de la iteracion inmediata-
mente anterior. Por lo tanto, de aqui en adelanteylasorresponden a valores de velocidad
disponibles o computables con la informacion que a ese mmserencuentra en memoria. La
ecuacion de continuidad discretiza@, e utilizara mas adelante para deducir la ecuacion de

correccion de presiones.

j+1 ) /
! Ui
J+1 Ui-1,0+1 / U
p -
’ 1 - /
i /’//,/’/’ //
/ ”***—‘k;‘;;‘l»’//z/‘x“ ’J ’/
f’ I f id //
/
J 4’ ,’ —‘ j /
/ uit,y L, K
! ! ) -
; R
J1 i;“;;‘k; ! ’/)/x///’/’/
N ;
/ /
J-1 i [0 1,
Ui, -1 ] it
/ !
’ 4
; R
ST .
i +1 i+1
g /

Figura 3: Aproximacion espacial de valores de las velo@dad
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4.2. Ecuacion de conservacion del momentum

Luego de integrar la expresioR)(y aplicar el teorema de la divergencia, se obtiene la
ecuacion de conservacion del momentum en su forma vectimiedral y linealizada?), que
describe la dinamica de un fluido con las propiedades meadamarriba. En esta ecuacion
vectorial los términos que contienen la variable velociftifilisivo y convectivo) son agrupa-
dos al lado izquierdo en la integral de superficie, mienttaérenino fuente relacionado con
la presién queda al lado derecho. La ecuacion de consenvdeldmomentum es linealizada
utilizando la informacién de la velocidad disponible en noeianw* en el término convectivo.

fi (pit*it — pVa) - 7dS = — fi pitdS 7)

Para llevar a cabo la discretizacion de la ecuacion anteridos voliumenes desplazados, se
debe descomponer en las direcciongsy. Para ilustrar el proceso se considera la ecuacion en
x (8), que se discretiza en el volumen desplazado en esta dine@igural).

ji(pﬁ*u - uﬁu) -ndS = — jipnde (8)

Si se considera un volumen décaras y la aproximacion para integrales de superficie atiiz
hasta ahora, se puede llegar a la expres®ynEsta es el resultado de un proceso similar al
aplicado a la ecuacion de continuidad y por el cual se sutelivd superficie total en cuatro
superficies donde se aproximan los valores de las variablespinto central. Como se puede
observar en la ecuaci6f)( es necesario realizar otras aproximaciones ya que tastmlores

de los gradientes de velocidad (términos difusivos) coraatwrespondientes a la velocidad y
presion, no se conocen en algunos de los puntos establ@adesta aproximacion inicial. Las
siguientes aproximaciones estan agrupadas segun sulezduyade acuerdo a la variable en
cuestion.

N N
Z ((pu™u — pVu) - 1AS), Z (pn,AS), 9
=1 =1

4.2.1. Términos Difusivos

La discretizacion de los flujos difusivos por medio del esgai@le diferencias centradas,
aplica solo para algunas de las derivadas que conformanrdaliegtes de la ecuacion)(
pues en esta aparecen términos adicionales asociados orofeogonalidad de las caras de
los volumenes con respecto al sistema de coordenadas.dEaleadas de la velocidad no se
pueden calcular utilizando el esquema de diferencias adawr pues no se conocen algunos
valores nodales necesarios. Es por esto que se conside@@horsemi-implicito de acuerdo al
teorema de la divergencia para discretizar las derivaddames. Considere la expresidf),
en términos de una variable dependiente cualquiera, quers@aon respecto a la variable
independiente;, dondei toma cualquiera de los valores uno, dos o tres para repeesenty
0 = respectivamente. Las corresponden a los vectores unitarios ortogonalgy k.

0 1
a_i = a_xl :—j{qﬁez idS ~ — Zqﬁk - TAS) (10)

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



C.A. BUSTAMANTE, C. NIETO, M. GIRALDO

56
Segun la Figura, se reemplazan los valores genéricos de la ecuati@n fara producir
aproximaciones de la formaZ), en ese caso para el calculo de la derivada en el guntt J,

c,d

CONAZ, Y = Ted — Tap -
11y

i,7—1

ij—1 % ij *
+ “Hl,ijz‘Jrl,j + U1+1,j71A9‘f
(11)

ou 1 o

_ i+1,5

< Y (Ui+1,JA5’7i+1,j—1 + uiJAxi,j
I+1,J i+1,J

/,/,/'/'/’/
s !
P ! !
1 o Ui+t /
/ / 4 !
1 =TT !
/ = 7 /‘
J+1 ;o S jum
/u:j ] ! -7
. - ]
;oo /
! |
| b Ut
J ) |
) 1
Wi-1.4 ]
i /
J-1 RO ) ,u‘[+‘1‘_‘1‘*, @ Puntos en los que se
SOt ] | J o | requiere aproximar las
,” [ L ! | derivadas
_ | |
J-1 / ’/UI',J-’I
e

Figura 4: Aproximacion de las derivadas por medio del teardmla divergencia.

4.2.2. Términos convectivos
Los términos que representan la conveccion se aproximaorgefsimilar a los difusivos,

es decir, para los componentes que no se hacen nulos cuanchrda del volumen son orto-
gonales a alguno de los ejes del sistema coordenado se apBsguema de segundo orden
QUICK, mientras los términos convectivos restantes se aproxiraeiendo un promedio entre
los nodos mas cercanos. El no aplicar esquemas de inteipotaés avanzados a estos térmi-
nos, esta justificado por su poco peso con respecto a losn@sriradicionales de las mallas
estructuradas. En la siguiente expresion se ilustra el eisesduem&UICK para interpolar el

valor deu en el puntal + 1, J.
(pu™u) 1,0 = (pu*) r41,5(@1tisr, g + bru g + c1ttizo, g + dii—g ) (12)
Los coeficientes estan definidos en el grupo de ecuacid®eseh términos del parametro

de desplazamientf, cuyo valor esta dado por la siguiente secuencia logiea; si 0 entonces
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fr=1sinof, =0

w = 22 f)
by = g(l + fx)
. (13)
= —g(l — f)
dp = _é(fk)

4.2.3. Valores de Presion

Los términos ubicados al lado derecho de la ecuad@psdn calculados de acuerdo con la
disponibilidad del valor de la presion en memoria, pues escanacteristica del algoritmo de
soluciénSIMPLEhacer una suposicion inicial de la presion en la primeradién, para luego
de sucesivas soluciones del sistema, retroalimentar akie & la iteracion presente desde la
iteracion inmediatamente anterior. En mallas escalonasasategia utilizada para mejorar el
acople entre las variables velocidad y presion, la varidbf@ndiente presion es almacenada
de acuerdo a sus valores nodales con respecto a la mallgaptiri€s por esto que se requiere
calcular, segun un promedio, algunos de los valores que @oempel término resultante de la
integral de superficie sobre la presion. En la ecuacidhge aproxima el valor de la presion en
i, j entérminos de los valores nodales o disponibles en menbwisanera similar se aproxima
pi.j—1. Las otras contribuciones al termipg; y pr41,; estan disponibles en la memoria.

1
Dij = Z(pIJrl,J + pr1g+1 + Prgs1 + i) (14)

4.2.4. Ensamble

Finalmente se construye la ecuacion de momentum disalatezar, reorganizando y agru-
pando en coeficientes los componentes de la expresionamtsutte reemplazar e)(cada uno
de sus términos por las aproximaciones realizadas prodiettesquema de diferencias cen-
tradas, eQUICK y las demas estrategias utilizadas para las contribucpmogsas de la no or-
togonalidad. La expresion resultante del ensamble formmeataz de solucion de la ecuacion de
momentum emn: discretizada, que hasta este momento no se puede soluparada velocidad
debido a la falta de informacion sobre la presion. La formaega la ecuacion de momentum
discretizada, solo aplica a los volumenes internos, es, @egiellos que no tienen contacto con
la frontera del dominio. Para los volumenes ubicados eroladra se deben eliminar algunos
coeficientes y agregar términos adicionales conocidos daerdes, dependiendo del tipo de
frontera a aplicar. El proceso de discretizacion para la@on de momentum emse realiza
de manera similar, pero sobre el volumen desplazado en did&ion (Figural).

5. ALGORITMO DE SOLUCION SIMPLE

En el algoritmoSIMPLE se utiliza una ecuacion adicional que hace las veces deeenlac
necesario entre las variables velocidad y presion, ya quasdiges ecuaciones que permiten
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resolver el sistema bidimensional de Navier-Stokes hay(ooatinuidad) en la cual la pre-
sion no aparece explicita. El proceso es descrito por eleesgue la Figur®, y comienza
con una suposicion inicial que permite solucionar el sistel@® ecuaciones lineales producto
de la discretizacion de la ecuacion de momentum, para abtefees de velocidadasy v
preliminares. Estas se corrigen por medio de los resultabienidos al solucionar la ecuacion
adicional que se deduce a continuacion.

Suposicion
inicial
P

Solucion de las ecuaciones
pha=pis de momentum para obtener
Wigy Vi

l

Solucion de la ecuacion de correccion de
prasiones para obtener p'rs

l

Correccion de velocidades
Yy presiones para generar
Pis, Winh Vij

Relajacidn
—————— £ de
velocidades

s, =i g,
vt =viy

Comparacion de
residuos para evaluar
convergencia

NGO CUMPLE

S| CUMPLE

Solucion
PLs, Wi g, Vij

Figura 5: Esquema del algoritmo de soluc®iMPLEpara solucionar la ecuacion de Navier Stokes.

Para llegar a una expresion de correccion de presiones é&asmalortogonales, se considera
la siguiente manera de escribir en forma simplificada la@dbuoadiscretizada de momentum,
para un valor de velocidad que corresponde al resultado de solucionar la ecuaciérugedac
a un campo de presiones supuegsto

N+2 N B
aigul;— Y (au)y == (p'n,AS) + S (15)
=1 =1

Si se le resta la expresiohs) a la ecuacién discretizada de momentum aplicada al campo
(solucion exacta de la ecuacion de momentum)erel resultado sera la siguiente relacion en
virtud de las definiciones de correccion de velocidad y pregi7) y (18), respectivamente.

N2 N
i gy 5 — Z(CW/)Z =—Y (p'n,AS), (16)
=1 I=1
u=u—u" (17)
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p=p-—p (18)

A continuacion se introduce la aproximacion caractedstiel algoritmo de solucié8IM-
PLE, y la nueva simplificacion propia del presente estudio enaghmiento de mallas no or-
togonales, para llegar a una expresion definith@ para el valor nodal, J. En el SIMPLE,
el segundo término de la izquierda en la expresi@) ¢e desprecia. La nueva simplificacion
consiste en tomar como nulos los términos del lado derecHa deuacion 16) que apare-
cen al considerar volumenes con fronteras no ortogonasta.aproximacion se hace teniendo
en mente una malla estructurada lo suficientemente refirerdagpie los diferenciales de area
que multiplican las presiongs; y p; j_; tiendan a cero, y que al ingresarlas a la ecuacion de
continuidad, como se realiza a continuacion, estén migéptio diferenciales de area relativa-
mente pequefios que hacen el término despreciable.

p/1+1,JAyfﬁ:§—1 + pII,JAy?j_l

(7%

Uiy = U g (29)

El siguiente paso es utilizar la ecuacion de continuidadreizada %) aplicada al volumen
principal de la Figurdl, para reemplazar en esta los valores de las velocidadesnogcidas,
segun la ecuacioril), y el valor, en términos de la correccion de presién, de ¢édscidades
obtenidas por medio de una deduccién similar. Al sustitwarganizar se obtiene la ecuacion
de correccion de presiones discretizada para hacer apleckx$ volimenes internos de mallas
estructuradas no ortogonales.

6. RESULTADOS

En una cavidad rectangular se plantea un problema bidimmaisile dinamica de fluidos
cuando la superficie superior se desliza con una velocidah =, generando el movimiento
del fluido que se encuentra al interior de la cavidad caraetw por el nimero de Reynolds
definido por R0), y que para este caso corresponde a agua liquida a una tatapede 20C.

En la Figura6 se muestran las caracteristicas geométricas del dominidce H = 1m

y las condiciones de frontera propias del problema a resdieeiendo en cuenta el estado
estacionario y un tratamiento por medio de variables pnast(p,u,v) con el fin de aplicar

el algoritmo de soluciéSIMPLE De este modo se resuelve la ecuacion de Navier Stokes para
obtener una solucién particularizada por las condicioedsxhtera tipo dirichlet para la veloci-

dad en todas sus fronteras, pues en tres de estas se cofsicandicion de no deslizamiento
por tratarse de paredes y la restante se especifica la \astioeitt:.

_ pLu,
L

A continuacion se muestran los resultados obtenidos aaapbs esquemas de interpolacion
aplicados a los términos de la ecuacion de Navier StokesnAsele esto se utiliza una malla
deformada30 x 30 (Figura7) con el fin de mostrar la capacidad del cOd@Jo-SIMPLENS
de hallar una solucién validable en dominios divididos p@din de mallas estructuradas no
ortogonales.

Al realizar una comparacién cualitativa (Figuacon los esquemas de interpolaciéon de
segundo Fluent SOU y primer orden Fluent FOU) implementados mediante una malla de
igual numero de elementos y el programa comefdiantque utiliza el método de volumenes
finitos y un algoritmo de la famili&IMPLE para llegar a la solucion, se puede apreciar la

Re (20)
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Uu=ua
o

u=0
=0

u=0
v=0

X

Figura 6: Problema de flujo en una cavidad rectangular.

Figura 7: Malla utilizada en la simulacién.

diferencia entre los resultados obtenidos y el aumento actiexd conforme crece el orden del
esquema de interpolacion utilizado hasta llegar a la siuencontrada pdghia et al.(1982

y reproducida poErturk and Gokc6(2005. Asi como el valor de de velocidad en las lineas
centrales se acerca a las respectivas cantidades exptiesetas lineas de corriente obtenidas
(Figura9) generan un patron de acuerdo con los registros experifeeni presente numero de
Reynolds se caracteriza por la presencia de un vorticeatémtemente desviado en la direccion
del flujo en la frontera superior, y dos vortices de menor feoven las esquinas inferiores.

La situacion de flujo externo plantea problemas adiciorexlesuanto a tratamiento de fron-
teras. Tres nuevos tipos de frontera son necesarios imptana codigo para particularizar al
caso de flujo externo la solucion de la ecuacion de NaviereStokanto en las fronteras su-
perior e inferior como en la frontera derecha se aplica undic@®n del tipo Dirichlet para la
presion, teniendo en cuenta una extension del dominio qa@tee valores de presion ambien-
te en estas fronteras. También en la frontera derecha, esarg&csuponer una restriccion tipo
Neumann para las velocidades en la direccion normal a diohéefa, en la frontera izquierda
(entrada) una condicion Dirichlet en la que se especificalelde la velocidad de la corriente
que atraviesa el cilindro, y en el objeto aplica la condiai@pared ya utilizada, pero ahora
sobre una frontera curva que ocasiona la deformacion de lla mze divide el dominio en
volimenes de caras no ortogonales. Con el objetivo de lagrarvalidacion del cédigo de
acuerdo a los datos experimentales disponibles, se hacsounzaracion entre las caracteris-
ticas geomeétricas de los vortices simétricos (FiglBpy los coeficientes de arrastre para los
nameros de Reynolds 20y 40. En la tabla 1 se realiza la cowiparaentre los datos obtenidos
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Figura 8: Velocidades obtenidas en la linea horizontal em@gdjuierda) y en la linea vertical media (derecha) para
el flujo en cavidades a un nimero de Reynolds 1000.

mediante el codigo de volumenes finitos desarrollado y ltssdexperimentales y numéricos
utilizados porChung (2006 para la comparacion de los parametros medibles por medeb de
actividad experimental.

Los resultados obtenidos se encuentran en el intervaloldesgalisponibles en referencias
para datos tanto experimentales como numericos, lo cuifitada informacion entregada por
el codigo. Para un niumero de Reynolds igual a 20 el vérticgtinele una distancia menor que
en el caso de Reynolds cuarenta, lo cual se debe a una mertidbwcion de la transferencia
de momentum por conveccién al total, es decir, una velocidagor (Reynolds 40) supone
mayor momentum e incide en una mayor rapidez en la transferde este, lo cual resulta en
la creacion de un vortice de mayor tamafio. Se puede obserVarta&bla 1 que para este caso
especifico se obtienen resultados concordantes con lossdeswdtados numéricos y el dato
experimental que se presenta. El coeficiente de arrasthedamsigue la tendencia experimental,
pues en esta para numero de Reynolds menor a mil la relacioelameficiente de arrastre
es inversamente proporcional. Tal tendencia se debe adgafoefasociados a la separacion
de la capa limite que se da en niumeros de Reynolds mayore®igugasa el caso de flujo
externo alrededor de un cilindro circular. La malla creadtlizada en las simulaciones (Figura
11) busca adaptarse de la mejor forma a la curvatura de la feodtd cilindro sin perder la
orientacion que las caracteriza como estructurada. Ashmie realiza un refinamiento en
las zonas de altos gradientes de velocidad para que el cpdipa captar efectos como la
formacion de vortices y la separacion de la capa limite, joeeana transicion suave entre los
volumenes de superficies inclinadas y aquellos en disgostciogonal.

La separacién de la capa limite se puede apreciar en lasdigarale se plasman las lineas
de corriente (Figurd?2), pues aguas abajo del punto de separacién se da la forntacios vor-
tices, zona que ademas se caracteriza por las bajas velesidal fluido y los altos gradientes
de velocidad al acercarse a las lineas de corriente que pasancima del punto de separacion.
Los vortices obtenidos se verifican por medio de la longitrdcteristicd., (FiguralQ) que se
mide desde el final del cilindro hasta el punto en que lassideacorriente externas al vortice
vuelven a unirse y, como se puede ver en la tabla 1, los vabdmtesidos estan cerca tanto de
los resultados producto de la experimentacion como de ptozesos NUMETicos.

Tanto para el caso de flujo en cavidades como flujo externogsa la validacion de los
procedimientos numericos utilizados a partir de los datsgathibles para la descripcion del
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Figura 9: Lineas de flujo y campo de velocidad obtenidos.

movimiento en régimen laminar de un fluido Newtoniano, isatéo, isotrépico e incompre-
sible en un dominio bidimensional. Segun esto las condésate frontera, el algoritmo de
solucion y los esquemas de interpolacion aplicados en @je@iD-SIMPLENSson aptos para
este tipo de problemas, lo cual sugiere confiabilidad endsaltados futuros que se puedan
obtener utilizando el cédigo desarrollado.

7. CONCLUSIONES

La aproximacion de flujos difusivos por medio del esquemaiféesthcias centradas es una
forma sencilla pero adecuada de tratar este tipo de fen@mntransporte, hecho que se de-
muestra en la precisién de los resultados para flujo en aesdd.a exactitud de la aproxi-
macion del término convectivo depende notoriamente dedrodk la misma. Es asi como al
utilizar un esquema de diferencias centradas de primenaédeobtienen resultados correc-
tos en tendencia pero alejados de la solucién real, que s pog medio de un esquema de
diferencias desplazadas de segundo orden coiQQJECK.

Las condiciones de frontera definen la forma particular d®lacion de las ecuaciones go-
bernantes. Es por esto que soluciones correctas se logeatiralp una buena implementacién
de estas de acuerdo con la eleccion de las fronteras del oromputacional. Por lo tanto es
posible afirmar que el tipo de condiciones utilizadas ctngtiuna estrategia adecuada para el
tratamiento de fronteras en los casos estudiados.

El uso de mallas no ortogonales se realiza sin perder laiexhtigrada en mallas ortogo-
nales mediante la implementacion de nuevas aproximacigaraslos términos que aparecen
luego de tener en cuenta una inclinacion de las caras enlins&nes. Para el caso de flujo en
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Figura 10: Caracteristicas geométricas de los vorticeétaitns generados entre Re=1y Re=40 en la situacién de
flujo externo alrededor de un cilindro circulBanedg1956.

Tabla 1: Comparacion entre datos experimentales dispmilbsultados obtenidos mediante el cod2d
SIMPLENSy datos numeéricos utilizados y obtenidos @mung(2006

Re =20 Re = 40
Contribucion Cy |L,/D| Cy | L,/D
Experimenal
Relf 2.16 1.62
Weiselberger | 2.05 1.64
Taneda 0.9 2.1
Tritton 2.08 1.59
Numeérico
Dennisy Chang 2.05| 0.94 | 1.52| 2.35
Ta Phoe Loe 0.94 2.14
Fornberg 2.00| 0.91 | 1.50| 2.24
Chung 2.05| 0.96 | 1.54| 2.30
Resultados obtenidos
2D-SIMPLENS| 1.99] 0.96 | 1.52] 2.16

cavidades se logran resultados mas cercanos a los regstostrados en literatura que al uti-
lizar el programa comerci@luent En la situacion de flujo externo los resultados obtenidas so
satisfactorios pues la diferencia con los parametros dgpamnion experimentales es menor
gue un 8 % para todos los casos. De las aproximaciones iadipara los nuevos términos di-
fusivos, convectivos, y del gradiente de presiones, eitaalkes la estrategia que mas impacta
en la conservacion de la exactitud y por lo tanto en la vidédidel uso de mallas estructuradas
en dominios de fronteras curvas.

En el codigd2D-SIMPLENSe sintetizan cada una de las caracteristicas ya mencgpaca
constituir un exitoso acercamiento a la dinamica de fluidosputacional por medio del método
de volumenes finitos. En el momento, la aplicacion del miseangita a mallas estructuradas,
flujo bidimensional, régimen laminar y estado estaciondrreras, que de acuerdo a este
primer desarrollo, pueden ser facilmente superadas pasanguiar el espectro de aplicacion a
problemas de dinamica de fluidos.
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i 11
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Figura 12: Lineas de corriente obtenidas en el caso de flegurexalrededor de un cilindro circular.

REFERENCIAS

Chung M.H. Cartesian cut cell approach for simulating inpogssible flows with rigid bodies
of arbitrary shapeComputers & Fluids35:607-626, 2006.

Erturk E. and Gokcoél C. Numerical solutions of 2-d steadpmgressible driven cavity flow at
high reynolds numberdntenational Journal for Numerical Methods in Fluid$3:758-769,
2005.

Ghia U., Ghia K.N., and Shin C.T. High-re solutions for inquassible flow using the navier
stokes equations and a multigrid methatburnal of Computational Physicd48:387-411,
1982.

Patankar SNumerical heat transfer and fluid flowaylor & Francis, 1980.

Perron S., Boivin S., and Hérard J. A finite volume method twesthe 3d navier stokes
equations on unstructured collocated meskEsnputers and Fluids33:1305-1333, 2004.
Taneda S. Experimental investigation of the wakes behitiddgrs and plates at low reynolds

numbers.Journal of the Physical Society of Japdri:302—-307, 1956.

Versteeg H. and Malalasekera \Mitroduction to computational fluid dynamics: the finite-vol
ume methodLongman Scientific & Technical, 1995.

Vidovic D., Segal A., and Wesseling P. A superlinearly cageeat finite volume method for the
incomprensible navier-stokes equations on staggereduatisted grids.Journal of Compu-
tational Physics198:159-177, 2004.

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXVII, pags. 49-65 (2008) 65

Wesseling P., Segal A., and Kassels C. Computing flows onrgktieee-dimensional nons-
mooth staggered griddournal of Computational Physic$49:333—-362, 1999.

Ye T. and Mittal R. An accurate cartesian grid method for eiscincompressible flow with
complex immersed boundarie¥ournal of Computational Physic$56:209-240, 1999.

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



	Introducción
	ECUACIONES DE NAVIER STOKES
	MALLADO ESTRUCTURADO NO ORTOGONAL
	DISCRETIZACIÓN EN VOLÚMENES FINITOS
	Ecuación de conservación de la masa
	Ecuación de conservación del momentum
	Términos Difusivos
	Términos convectivos
	Valores de Presión
	Ensamble


	ALGORITMO DE SOLUCIÓN SIMPLE
	RESULTADOS
	CONCLUSIONES

