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Resuma A mecénica computacional € uma importante fernang@ara a pesquisa minuciosa do
comportamento de materiais micro-heterogéneos, comstra a extensiva bibliografia existente
sobre o tema. Para efetivar este estudo, o prinpEsso foi realizar a homogeneizacdo de suas
propriedades mecénicas. No caso de compostos ytadis, onde uma das fases tem uma
distribuicdo aleatoria, torna-se indispensavel fingéo do minimo dominio de composto sobre o
qual é possivel calcular propriedades do compostoanobeneizadas que representem o
comportamento macro do mesmo. Este dominio é chaadElemento de Volume Representativo
(EVR) e, para sua determinacdo, calculam-se asripdagmles globais do composto considerando
volumes de controle sucessivos. E considerado EWfermmor volume a partir do qual as propriedades
analisadas apresentam um valor invariante com em@lde controle. Neste trabalho sdo aplicadas
técnicas de homogeneizacdo para determinar o EVRmenaterial bifasico particulado, onde a
matriz € constituida de polimetilmetacrilato (PMMA)a segunda fase representada por inclusdes
esféricas de material elastico linear similar a umaracha, utilizando o Método dos Elementos
Finitos (FEM). O critério utilizado para a deterangdo do EVR é a convergéncia dos valores do
modulo de compressibilidade e do modulo de elasti® transversal em relagdo ao tamanho da
amostra. As andlises de convergéncia séo realiredagime linear elastico. Como a distribuigdo das
particulas é aleatdria, foi definido um valor méelio desvio das propriedades a partir dos resutado
obtidos para seis simulagdes. Os valores obtidosceénparados ainda com limites obtidos de
desenvolvimentos teoricos classicos da Micro-meearitinalmente é estudada a variagdo do EVR
em funcao da fragdo de volume de particulas do ostap
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1 INTRODUCAO

O grande avanco nos estudos da engenharia e d#aci&s materiais tem proporcionado o
projeto de produtos cada vez mais eficazes e segbiremplo disto € a crescente utilizacédo
de polimeros e materiais compostos de matriz poli@ém aplicacbes de alta precisdo na
engenharia. No ambito regional destacam-se o pglil@no (PP) e o polimetilmetacrilato
(PMMA), conforme se pode observar nos sites da Gamagentina de la Industria del
Plastica [jttp://www.caip.org.gr e da Associacdo Brasileira da Industria do Riasti
(http://abiplast.org.j)r que possuem propriedades que permitem o selemsam grande
namero de aplicacdes. Quando se mistura 0 matemgiregado como matriz com uma
segunda fase é possivel modificar as propriedagedmcas do conjunto. O comportamento
elastico linear serd caracterizado pelo valor dasstantes elasticas do material composto
homogeneizado, que sdo duas se 0 material com@sstitante € isétropo. O comportamento
mecanico nao linear também pode ser modificados#nmente com a incorporacdo de uma
segunda fase. Neste caso as interacdes sdo makegame permitem modificar a tenacidade
do material criando novos micromecanismos de raptyue podem modificar de forma
acentuada o comportamento global do composto ektu@omo um exemplo disto pode-se
citar a interacdo entre polimeros e particulas ma&ticas de borracha apresentados em
Argon y Cohen (2003)Neste contexto, o modelamento numérico computatié uma
importante ferramenta para a pesquisa minuciosa&otdoportamento de materiais micro-
heterogéneos. Para que a mecanica computaciorsd posdo determinar a relacdo entre a
micro-estrutura e a propriedade estrutural do n@témacro-estrutura) faz-se necessario
realizar a homogeneizacdo computacional. Tal honegacao € uma técnica de multi-escala
gue consiste em achar a resposta constitutiva s@apTa a partir do comportamento da
micro-estrutura subjacente através da construcgoluzdo de um problema de valores de
contorno para a micro-estrutura.

Diante do que foi exposto, o presente trabalho pemobjetivo aplicar as técnicas de
homogeneizacédo apresentadasSamuet (1985g Zohdi (2002)para determinar o elemento
de volume representativo (EVR) de um material mtasparticulado onde a matriz é
constituida de PMMA e a segunda fase representadagusdes esféricas de borracha com
uma distribuicdo aleatéria. O parametro de anéliseonvergéncia dos valores das constantes
elasticasK (modulo de compressibilidade)e(modulo de elasticidade transversal). O estudo

foi realizado utilizando-se o Método dos Elemenfasitos (FEM). O material composto
resultante foi considerado elastico linear e igmroForam utilizadas 6 configuracdes
aleatdrias para caracterizar o0 composto com o vaéatio e desvio da propriedade elastica
estudada. Como os estudos de convergéncia fordiparkss no sistema elastico linear, os
resultados foram comparados com limites obtidodedenvolvimentos tedricos classicos da
Micro-mecéanica que podem ser encontradosZexndi (2002) Gross and Seelig (200®
Bohm (1998)entre outros. ApOs esta breve introducéo, se api@s seguir a caracterizacao
do modelo, os procedimentos para determinacdo d®, ¢ modelos analiticos utilizados
para comparacdes, o0s resultados obtidos e as sbesltomadas.

2 CARACTERIZACAO DO MODELO

A micro-estrutura estudada € um material compostnddo por uma matriz cubica
elastica de PMMA com inclusbes esféricas de boaadh cubo possui modulos de
elasticidade de Young =3240MPa e coeficiente de Poissan= 025 enquanto as esferas

v=040 e E=40MPa. Como uma primeira aproximagdo se considerou &vassde
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borracha de material elastico linear. O raio dadusdes foi mantido constante em r =
22,8x10°m e o tamanho da matriz cibica variavel & medida mgla eram adicionados
nodulos de forma a manter constante a fracao vaticaéle inclusées em relacdo ao volume
da matriz. A distribuicdo das posicOes das esfaeagnatriz foi dada de forma aleatéria
fixando a distancia minima entre as particulaslistancia delas as bordas externas da matriz.
Mais detalhes sobre a geracdo aleatéria da digt@ibulas particulas podem ser encontrados
em Ortiz et al (2001) A implementacdo da distribuicdo espacial aleatdes particulas foi
feita em Matlab. O sistema foi modelado com ussaitware comercial de elementos finitos
ABAQUS considerando o material elastico linear. Alma utilizada foi a tetraédrica e foi
considerada uma unido perfeita na interface pdatioatriz sem permitir o despegue entre
elas. Anterior ao procedimento de determinacdo M&,Efoi realizado um estudo de
convergéncia para determinar a discretizacdo amspregada nos estudos a serem realizados.
Para realizar este estudo foi considerada a coafijo apresentada égura 1 onde se
observa um corpo de prova cubico com um arranj@ declusdes esféricas localizadas na
parte central do cubo afastadas entre si a distaméhima de separacdo permitida nas
geracoes aleatdrias de particulas que sao utiBzada simulacdes posteriores. As malhas
foram confeccionadas de forma que as regides daznpeibximas aos nédulos possuam o
mesmo refinamento destes, caracterizando umaangidom discretizacdo mais densa em
relacdo a periferia da matriz na relagdo 2/1, cempode observar riagura 2em que sao
apresentadas algumas discretizacbes estudadas.iséretidacbes analisadas podem ser
observadas n@iabela 1 Foi aplicado um deslocamento prescrito uniforras seis faces do
cubo e as variaveis analisadas para comparacaesidtados das diferentes malhas foram: a
energia elastica total (U e a tenséo de Von Misesy(;). O resultado pode ser observado na
Figura 3adiante, ondeyy’ € a tensdo de Von Mises na malha 6+& éJa energia elastica
total na malha 6. Optou-se pelo emprego da malbatiftcada com o namero 4 (27276
elementos para trés nddulos) para o estudo do EVR.

Figura 1: Configuracdo geométrica utilizada partemeinar a malha a ser empregada nos estudos.

Malha | N°. elem. na matriz| N°. elem. por néduldq Numero ted de elem.
1 498 59 675
2 3147 557 4818
3 12096 2231 18789
4 17070 3402 27276
5 38060 6394 57242
6 81282 13195 120867

Tabela 1: Caracteristicas das malhas modeladatsfickemdo o nimero de elementos.
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Figura 2: Cortes centrais em z mostrando a disg@oude tensbes nas malhas estudadas: (a) MalbaNalha
2; (c) Malha 3; (d) Malha 4; (e) Malha 5 e (f) MalB.
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Figura 3: Grafico mostrando a convergéncia em terdus valores da tensdo de Von Mises média doddag)
da tensédo de Von Mises na matriz, da tensao déWses no composto e da energia elastica totgl. (U

3 DETERMINACAO DO ELEMENTO DE VOLUME REPRESENTATIVO

Um elemento de volume representativo (EVR) é umasam suficientemente pequena
para ser considerada como um ponto material dordonainalisado, mas suficientemente
grande para conter uma mostra estatisticamenteseaativa da microestrutura (@gura
4).

{.{‘_:I’}n = C"(E)n Li== Ly=> Ly
Ly
WV, Ls
1O Iy
v 13
Y Vb I 3
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Ly ‘;'}2;‘5

Figura 4: Esquema exemplificando um EVR de volihe L23

N&o ha um procedimento padronizado para deterngimaforma direta as dimensdes e
namero de heterogeneidades de um EVR. Por issodsmensdes sdo calculadas em cada
caso de forma numeérica através do sucessivo inatenti® volume da amostra. O tamanho
de amostra representativo sera aquele que propercima resposta macroscopica invariante
(calculada como relacao entre médias) para distotiribuicoes das particulas. Um critério
comumente aceito para realizar o célculo de prdades efetivas e definir o EVR é a
condicao de Hill, que pode ser encontrada£&mdi (2002}

(0:8)q =(0)q 1 (E)q- (1)
com a relacdo entre meédias da forma
(0)q =C(&)q. (2)
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onde o e £ sdo os tensores de tensdo e deformacgao respeetitar@’ é a matriz
com as constantes elasticas do materi@l e volume de controle (EVR). Nas expressdes
(1) e(2), e nas seguintes, onde houver, o simbolo < . reanal calculo do valor médio da
magnitude indicada calculada componente a compenkid dois importantes estados de
carga que satisfazem a condicdo de Hill, a salsetearemas da deformacdo média e da
tensdo média. No primeiro caso a amostra € subaetiduma aplicacdo linear de
deslocamentos da forma

U, =X = (&),=€. (3)

enguanto que no segundo sao aplicadas tracéesctmssho contorno, na forma

t,,=¢{n = (0),=¢. (4)

onde € e { séo tensores constantes de deformacao e tengdectigamente. Cabe

salientar que, no caso de ser possivel acontesepld@nento na interface matriz/nédulos,
ndo é possivel aplicar o teorema da deformacgdo an@di seja, que neste caso néo
podemos aplicar deslocamentos prescritos. Comoistibdiicdo das particulas é

aleatéria, aplicar tensdes prescritas pode setrndal. Visto que nos estudos em questao
ndo € previsto despegue entre matriz e particalplcou-se deslocamentos prescritos
como condi¢cdes de contorno externasFiyura 5mostra um modelo utilizado neste

estudo, em que sao aplicados deslocamentos possegtiais nas direcdes 1 e 2. Na
direcdo 3 ndo ha restricdo ao deslocamento.

AT

Figura 5: Esquema mostrando malha, condi¢ctes dmwune distribuicdo aleatéria de 8 ndédulos
esféricos de uma amostra.

Como indicaZohdi 2002para determinac&o da matriz constitutiva homogen@iC™ ha,
em principio, seis tipos de deformacéao:
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S 0 0|[o 0 o]f[o 0 o][o B 0][0 0 B][0 0 O
o 0 0l/o g ol/loool/Bg oo0|/oo0o0l0o0 B (5)
0o 0 0//]o0 0 o|]|0 0 B[|o o0 O||B 0 Ol|0 B O

Isso tornaria necessaria a resolucdo das equéideara os seis casos. No entanto, como esta

se assumindo um material is6tropdalvern (1968)mostra que se pode aplicar apenas um

tipo de carregamento para caracterizar a respastaaterial, desde que esse carregamento
. .. trg tre .

contenha componentes dilatacionais —3( e ?) e desviadoras

tro tre . . .
(J':J—Tl e 5'25—?0 nao nulas, sendo | a matriz identidade. Destmdoas

constantes elasticas podem ser obtidas atravéxjdagdes

tro

() N
._' 37’9 . /(J>Q.(0>Q
3K = — e 2U —<£'>Q:<£'>Q : (6)

<?>Q

Os valores da expressé®) sao calculados pds-processando os resultados eljala
analise de elementos finitos. O processo para métagdo do elemento de volume
representativo (EVR), consiste em analisar amosteamicro-estrutura do material com
diferentes quantidades de micro-heterogeneidatepresente caso, ndédulos esféricos),
observando seu comportamento. O tamanho do EVR se&l@ amostra que contém o
nimero minimo de particulas em que a resposta derimlase mantém constante. Neste
estudo foram analisados cinco tamanhos de amostraendo 2, 4, 8, 16 e 20 nddulos.
Para cada um desses casos foram estudadas segucages com posi¢cOes aleatorias
das esferas e considerada a média e dispersdesidsados K, /') em cada caso. Para

se chegar ao EVR foi analisado o comportamentoadesbnstantes el4sticas diante do
incremento do nimero de nédulos inseridos na mdézposse da amostra considerada
como elemento de volume representativo, seus ssRdt foram comparados com

modelos analiticos da bibliografia para diferentesg;6es de volume de nddulos em

relagdo ao volume da amostra.

4 APROXIMACOES ANALITICAS

Sao apresentadas na continuacdo algumas soluc@isicas para as propriedades
equivalentes de um material composto particulaslguais serviram de objeto de comparacéo
nesse trabalho:

4.1 Solucao de Eshelby

Uma das mais importantes solu¢Bes analiticas deofmiecénica foi apresentada por
Eshelby (1957)Ele considerou um dominio com uma incluséo eigzoQ, submetida a

uma autodeformacgdo constante e apresentou umaisghaca o campo de deformagdes, da
forma:

& =Suéq =constante  em Q,. (7)

onde;:
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&; € o campo de deformagao dentro da inclusao;
&,, € a autodeformagao sofrida pela incluséo;

S € o tensor de Eshelby de 42 ordem, que dependgeaiaetria da inclusao e do

material da matriz.

Eshelby faz uma equivaléncia entre um material lggmeo com uma inclusdo e um
material com uma heterogeneidade permitindo defasr propriedades equivalentes de
materiais compostos por uma matriz e um elipséedeudro material.

Assim, € possivel nas express@ese (9), obter o tensor constitutivo equivalente de um
material heterogéneo com duas fases, para defoontagitante e tensao constante aplicada,
respectivamente:

c® =Cy +¢(C —-Cy):A. (8)

' =[Cy +¢ (G ~Ci) B 1™ (©)

sendo:
C,, o tensor constitutivo da matriz;

C, o tensor constitutivo da incluséo;
¢, afracdo de volume de inclusbes em relagédo aonetla amostra.

A e B, sado os tensores de concentracdo da inclusdo opatasos de aplicagao de

deformacado constante e tensdo constante, respeeiita. O tensor de concentracdo de
tensdo permite achar o valor das respostas médrasodda particulag( ou o)) em funcéao
do estado de carga remoto aplicagga), ou seja:

<€ >=A: <€x> 10

<0;>=B, :<0,> 110
O problema reside entdo em determinar esse tenser @licado nas equacdés e (9)
possibilitando a obtencdo do tensor constitutivoivadente C° do material. Para isso,
consideram-se 0s seguintes modelos tedricos diggemia bibliografia:
4.2 AproximagoOes de Voigt e Reuss

Voigt (1889)e Reuss (1929@aplicando as condi¢bes de contorno das equédsdes4),
respectivamente, mostraram que 0s tensores dentoag@o valem

A =B =1. (12)

4.3 Modelos DILUTE

Nestes modelos as solugdes analiticas sdo vakdag p<<1, ou seja, a interacdo entre as
particulas ndo é considerada. No caso de incl@ips®idais, tem-se:

A =[1+S, G (C -C)I ™ (13)

ondeS,, é o tensor de Eshelby.
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Ha varios casos resolvidos analiticamente dispaiee bibliografia, como se encontra em
Nemat-Nasser & Hori (199%ntre outros. O indice na expressagl3) indica que a matriz
de concentracdo para a inclusdo é valida considerama Unica inclusdo embebida numa
matriz infinita.

Existem formas de considerar a influéncia da igéwaentre as particulas. Esta situacéo
torna-se relevante quando a concentracao de irdusdnportante. Um método classico para
considerar esta interacao e o apresentado a seguir:

4.4 Método de Mori-Tanaka
Neste modeloylori-Tanaka (1973determinam que

A =[c, +c (A7) (14)

ondec, € a fragéo de volume da matriz em relagéo ao wldanamostra. Conceitualmente,

este modelo considera que o que rodeia a inclusimatriz e ndo o meio homogeneizado.
Detalhes sobre as deducfes apresentadas nestapselgiio ser encontradas €nnoss &
Seelig (2006)

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

As Figurass e 7 mostram a convergéncia da resposta do materiar(jgdros K e 1) com o
incremento do nimero de nodulos para amostras otume de nédulos de 10% em relacéo
ao tamanho do modelo. K’ é o valor de K para 2Quiaxde 1’ é o valor de p para 20 nodulos.
Pode-se notar também a diminuicdo da dispersdaedndtados, indicada pelas barras de
erros nos graficos. Estes resultados permitem afirgue no regime linear elastico uma
amostra com oito nédulos para uma=10% constitui uma amostra representativa da micro-
estrutura (EVR) e, portanto, seu comportamento osadpico é representativo. Observando
essas figuras fica claro que apdés 8 nodulos osegrtad de mudanca nos resultados séo
sensivelmente menores, sobretudd-igara 7

K x N° de nédulos (ci=10%)

1,0160
1,0140 +
1,0120 4
1,0100 4
1,0080 +
1,0060 +
1,0040 4
1,0020 4
1,0000 +
0,9980 -
0,9960 -

I
1
|
0,9940 ‘ ‘ ‘ i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

N° de nédulos

K/ K

Figura 6: Comportamento do médulo de compress#iikdK com o incremento do nimero de nédulos para um
volume de noédulos de 10% em relagdo ao volume deatam
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M x N° de nédulos (ci=10%)

1,0150

1,0100 -

1,0050 -

p/y

1,0000

0,9950 -

0,9900 T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

N° de nédulos

Figura 7: Comportamento do modulo de elasticideatestersal com o incremento do nimero de nédulos para
um volume de nédulos de 10% em relacéo ao volunaedestra.

As Figuras3 e 9 ilustram o comportamento dos modulos K e p pdexatites fracoes de
volume de nodulos em relacdo ao tamanho da amégjta.também K’ é o valor de K para
20 nodulos e Y’ € o valor de p para 20 nédulosef¥edobservar que, embora as diferencas
entre os valores sejam pequenas, elas diminuemdaangque se acrescentam nédulos na
matriz. Mas a velocidade com que se tende ao EXfRm@r quando temos menor volume de
inclusbes (menor, ). Cabe salientar que os valores apresentadosaéey medios de 6

configuracdes aleatorias obtidas para cada umakms @nalisados.

K x N° de nédulos

1,0250

1,0200 +

1,0150 +

1,0100 +

K/K'

1,0050 ~

1,0065 1,0054

1,0000 +

0,9950 T T T T T T T T T T

N° de nédulos

‘—Q—Cizs% —8—Ci=10% —h&— Ci=15% ci=20% ‘

Figura 8: Comportamento do médulo de compress#skdK com o incremento do nimero de nédulos para
diferentes fragBes de volume de nddulos em relagdmlume da amostra.
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M x N° de nddulos
1,0200
1,0124
1,0100 -
1,0058 10006
1,0015 1,0005 1,0005
1,0000 0,999 o b ———={11,000(
= 0,0984 1,0020 0,9986 0,9985
=
0,9900 - 0,9984 0,9962
0,9903 0,9866
0,9800 -|
0,9700 T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
N° de nédulos
| o Ci=5% —B— Ci=10% —s— Ci=15% —o— ci=20% |

Figura 9: Comportamento do médulo de elasticideatestersaj com o incremento do nimero de nddulos para
diferentes fracGes de volume de nddulos em relagamlume da amostra.

As Figurasl0, 11, 12 e 13 apresentam a comparacédo dos resultados obtidosleomentos
finitos (FEM) e com os modelos tedricos Voigt, Reusilute e Mori-Tanaka para a amostra
considerada representativa (8 nédulos) analisaifie@dtes fracoes de volume de nodulos em
relacdo ao volume da amostra. Observa-se que eos tosl casos os limites de Voigt
(superior) e Reuss (inferior) foram respeitadoscblaparacao dos modelos em FEM com os
modelos Mori-Tanaka e DILUTE pode-se observar uma bproximacdo dos valores,
especialmente para as fracdes de volume de noagioeres. A medida que se aumentou esta
fracdo de volume os valores do modelo DILUTE teadea se afastar dos demais como era
de se esperar, ja que este método ndo leva emaortxacdo entre inclusdes.

Comparagdes de K para modelos de 8 nédulos
1,2010 -
1,0010 - @ *
s i
& 0,8010
L
X 0,6010 -
N
0,4010 -
0,2010 -
0,0010 » — = n
0 5 10 15 20 25
Fracao de volume de nédulos (%)
—o—FEM ——Reuss - —&— Voigt Mori-Tanaka —%—DILUTE ‘

Figura 10: Comparagao do modulo de compressib#éi#tadbtido por este estudo (FEM) para 8 n6dulos com
valores tedricos.
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Comparag8es de K para modelos de 8 nédulos
1,02
i 10000 10000 410000 4
é’gg 0,9922 0,9857 0.9740 1,0000
’ 0, ’ 09713
s 0,96 0,9590
|
Y094 A
X 0,92
X 090
0,88
0,86 7 0,8544
0,84 \ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25
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Figura 11: Detalhe sem os limites de Voigt e Relassomparacao do médulo de compressibilidaadtido
por este estudo (FEM) para 8 ndédulos com valoresctes.

Comparagdes de p para modelos de 8 nédulos
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Figura 12: Comparagdo do modulo de elasticidadeswersaj obtido por este estudo (FEM) para 8 nddulos
com valores tedricos.
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Comparag6es de u para modelos de 8 ndédulos
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Figura 13: Detalhe sem os limites de Voigt e Relassomparacdo do médulo de elasticidade transvyersal
obtido por este estudo (FEM) para 8 n6dulos comrealtedricos.

6 CONCLUSOES

Foi apresentada neste trabalho uma aplicacdo dodméios elementos finitos na
homogeneizacdo das propriedades mecanicas de usriahatomposto particulado com
distribuicdo aleatéria. O estudo foi realizado sobma matriz polimérica de PMMA com
inclusdes esféricas de borracha. O material foisidemado elastico linear e nédo foi
considerado o descolamento entre matriz e nodOiesesultados do estudo apontam para as
seguintes conclusdes:

- O estudo se mostrou adequado para a determidacBYR, uma vez que, para materiais
compostos (matriz com inclusfes esféricas) el&stcizotropicosprugan and Willis (1996)
estimaram, com erros menores que 5% e menores %ueedpectivamente, elementos de
volume com aproximadamente 2 ou 5 inclusbes sécientes para qualquer volume de
fracdo de nddulos esféricos. Estes mesmos resslfaadem ser evidenciados no presente
estudo, como se observa nas Figuag, 8 e 9, apresentando para dois nodulos um erro
menor que 2% para todos os casos estudados. Assilm & possivel observar que para
c,=10% o numero de noddulos a partir do qual o graeiele variagdo das propriedades

diminui consideravelmente é 8. Por isso foi el8itwddulos como EVR.

- As comparacg0Oes dos resultados obtidos atravé&fbcom os valores tedricos mostram
a observancia dos limites de Voigt e Reuss pardo@ss modulos elasticos analisados, bem
como uma boa aproximacéo dos valores de Mori-Taedkh UTE em relacdo ao FEM.

Finalmente cabe salientar que a partir dos resadtadbtidos sera possivel estender este
estudo do EVR na faixa nao linear do comportameatsiderando decoesion entre matriz e
nodulos e considerando leis ndo lineares de coarperito para os nédulos e para a interface
nédulo matriz.
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