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Resumen. Se describe un método para calcular la polarizabilidad eléctrica de un macroion cilindrico
con contraiones ligados que se polarizan en un campo eléctrico. Para campo eléctrico cero, la
distribucién iénica de equilibrio alrededor del macroion se determina empleando la ecuacién de
Poisson-Boltzmann del sistema. Para campos eléctricos débiles, tanto la carga como el potencial se
redistribuyen de manera que el exceso de carga y de potencial con respecto a los correspondientes a
campo eléctrico nulo se consideran funciones lineales del campo. Se obtiene la ecuacion diferencial
para el exceso de potencial.. Esta es de segundo orden en dos variables (r, z) con coeficientes que
dependen de la variable r. Se propone como solucién de la ecuacion diferencial, un desarrollo de
Fourier-Bessel con coeficientes dependientes de z. Utilizando las propiedades de ortogonalidad de las
funciones de Bessel, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo para aquellos
coeficientes. La solucién de este sistema es una suma donde intervienen los autovalores y
autovectores de la matriz asociada al sistema. Finalmente, se calcula la carga en exceso y la
polarizabilidad eléctrica. Se comparan los valores encontrados con esta teorfa con datos
experimentales correspondientes a fragmentos de ADN en solucién acuosa.
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1 INTRODUCCION

En soluciones acuosas de macroiones con carga elevada, una fraccién de contraiones esta
ligada en la region ocupada por el polion. De acuerdo a la distribucién de Boltzmann estos
contraiones atraidos a la regiéon de mayor potencial eléctrico estdn atrapados y forman la
fraccién de contraiones ligados. Cuando se aplica un campo eléctrico cambia la distribucién
de contraiones y se induce un momento dipolar en el macroion.

p=[a|E, (1)

donde [a] es el tensor polarizabilidad eléctrica.
Nuestro estudio se restringe a un modelo cilindrico en el cual [a] tiene componentes de
polarizabilidad eléctrica paralela y perpendicular al eje longitudinal, «, y «;

respectivamente.
Se define la anisotropia de la polarizabilidad eléctrica como

Aa=a,-a, . 2)

La polarizacién de polielectrolitos en solucién, como el ADN, bajo la accién de un campo
eléctrico constante es un problema de larga data y muy dificil. En los primeros cdlculos de la
polarizabilidad eléctrica de macromoléculas y coloides en solucién se usaron modelos basados
en la diferencia de conductividad eléctrica entre las particulas y el solvente, fenémenos de
Maxwell-Wagner y conductividad superficial debida a los contraiones (O’Konski, 1960).

Hay una abundante bibliografia acerca de modelos y calculos de la polarizabilidad eléctrica
de macroiones. Estos modelos consideran diversos procesos para explicar la polarizacion de
los macroiones, tales como, las fluctuaciones de concentracion de contraiones en la atmodsfera
iénica alrededor del macroion, la polarizacién inducida por un campo eléctrico en la atmdsfera
i6énica de Debye Huckel del macroion, los fenémenos de transporte y equilibrio del
movimiento idnico, entre otros (Mandel, 1961; Oosawa, 1970; Fixman, 1981; Fixman y
Jagannathan,1981; Rau y Charney, 1981; Manning, 1989 ; Manning, 1993; Mohanty y Zhao,
1996; Kikuchi, 2001).

Stellwagen (1981) y Elias y Eden (1981) determinaron experimentalmente la anisotropia de
la polarizabilidad eléctrica de fragmentos de ADN. En estos trabajos, los valores de
polarizabilidad eléctrica se calcularon empleando datos experimentales de la constante de
Kerr determinados a campos eléctricos muy pequeiios (tendientes a cero).

En este trabajo suponemos que, para valores pequeios de campo eléctrico aplicado a los
macroiones de ADN, la distorsion de la atmdsfera idénica puede determinarse empleando una
funcién de distribucion para estados de equilibrio como la de Boltzmann. Luego, planteamos
la ecuacién diferencial de segundo grado para determinar el exceso de potencial que aparece
en la atmosfera idnica que rodea al macroion, cuando se aplica un campo eléctrico. Con este
potencial, calculamos la redistribuciéon de carga en el macroion y finalmente su
polarizabilidad eléctrica.

2 TEORIA

2.1 Modelo

Como se muestra en la Figural, consideramos una particula cilindrica de radio a’, longitud
h’>>a’ (efectos de borde despreciables),
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Figura 1: Esquema del Macroion cilindrico

con carga Q distribuida uniformemente sobre la superficie, potencial en la superficie
(r'=a") @,, sumergida en una solucién acuosa de electrolito 1-1 con constante dieléctrica € y

temperatura 7. La carga del cilindro se neutraliza con una atmoésfera idnica distribuida en los

alrededores del macroion. El potencial en la atmdsfera ionica se obtiene a partir de la ecuacion
de Poisson-Boltzmann.

Ax _ep(r') ep(r)
e 3)

donde ¢(r') es el potencial alrededor del macroion cilindrico, e@(r')/kT es el potencial
reducido (adimensional), k es la constante de Boltzmann, ng es la concentracién de electrolito
en la solucién y € la constante dieléctrica del solvente. Calculamos el potencial ¢(r') usando
los métodos numéricos descriptos por Stigter (1975) para resolver la ecuaciéon de Poisson-
Boltzmann. Empleando pardmetros convenientes para caracterizar a los fragmentos de ADN
en soluciéon acuosa con NaCl 1mM, obtenemos la distribucién de potencial mostrada en la
Figura 2, donde la abscisa es la distancia reducida (adimensional), x,r' con

K, = -/8mye’ /&T , 1a constante de Debye-Hiickel.

: s : == Kol
0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2: Gréfico del potencial reducido ego(r')/ kT versus la distancia reducida k7", para una solucién

un fragmento de ADN en NaCl ImM.

En este trabajo la regiéon comprendida entre los dos cilindros coaxiales de la Figura 1,
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a'<r<b',ylasdosbases, z=—h'/2 y z=h'/2 eslaque contiene los iones que se polarizan
en presencia del campo eléctrico. Es decir, el potencial y la carga del macroion cambian su
distribucién al aplicar un campo eléctrico, E, en la direccion del eje del cilindro (eje z). La
ecuacion del potencial eléctrico modificado por el campo se escribe

“4)

472_ ey(r',z E) ey(r.,z ,E)
Vzl//(r',z',E)z——en0 e M —e M
E

La solucién de esta ecuacion puede desarrollarse en potencias del campo eléctrico E. Como
consideramos un campo eléctrico pequefio, usamos una dependencia lineal

w(r, 2, E)=o(r)+[f(r.2)-2]E. (5)

En esta ecuacion, [ f(r,z)- z']E representa el exceso de potencial debido a la aplicacién
del campo eléctrico externo. En este término, — z'E es la caida de potencial debida al campo
eléctrico externo en ausencia de macroion 'y f(r',z')E la contribucién al exceso de potencial

originada por la redistribucién de carga en el macroion. La funcién f(r',z') tiene la

dimension de una longitud.
Reemplazando la ecuacién (5) en la ecuacion (4) se obtiene la ecuacion diferencial de
segundo grado para la funcién f(r',z')

2 o0 o 2 .
J f(r,z)+llaf(r,z)+8 f(r,z):K[? cosh[e(i(Tr)} [FozH-z1], 6)

or'? roor 972

f(r',};] =a(r')
7ot =-ar) ™

fb.2)=0

Expresando la ecuacion diferencial (6) en términos de las coordenadas adimensionales
r=x,' (a=x,a,b=x,b), z=x,z" y la funcién adimensional ¢(r',z)=x,f(r,2), que

con las condiciones de contorno

representa una distancia reducida (adimensional), resulta

5 2
T e S

con las condiciones de contorno

g(r, Zj =B

{20 ©

donde h=x,h'.
La solucién de la ecuacion diferencial (8) se propone como un desarrollo de Fourier-Bessel
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de la siguiente forma
glr2)= iAs(z)JO(fs ;j, (10)
s=1
donde | (ér r J es la funcion de Bessel de primera clase y de orden cero, y &, es la raiz de la
0 K b

ecuacion J,(£,)=0.La funcién Jo(g?Y ;j es ortogonal y satisface las siguientes condiciones

0 para s#t

}10(55 l’)j Jo(f, ]rdr_ b2 (11)

0 5 1€ para s=1

Se reemplaza la ecuacion (10) en la ecuacidn diferencial (11). Se multiplica por J 0(5, lr;] r

y se integra sobre r en el intervalo [0, b]. Aplicando las propiedades de ortogonalidad de las
funciones de Bessel (11), resulta

g% ¢, az;; 2( z)_ oA (2) = —igz : (12)

donde
J:‘Jo(félr)j]o(é;)rdr—ﬁf £ L&) (13)
M el s
o]

con
IJO( jjo(g,] [e(/f;r)}rdrzM(é‘&é‘,). (16)

Se resuelve la ecuacion diferencial (12) considerando un nimero finito » de términos en la
suma, quedando expresada en forma matricial de la siguiente manera

a21412(2) P(f1)
azaAZ( ) ay oy oo, ) (A) Iégl))
Z
8;2 _ 0(521 0C£22 (ngn AZE(Z) — L(fj) , (17)
azA:n (Z) anl anZ ann An (Z) P(é:n)
3.2 LE,)

o en forma sintética
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9%A4(2)
0z>

=[le] A(x)+B(z), (18)

P()
L&)

es la matriz de nxn con elementos «; (ecuacién (17)); i y j son nimeros naturales en el

donde A(z) y B(z)son los vectores con elementos A,(z) y B,(z)=—z respectivamente y [o]

intervalo [1,n].
Definiendo una nueva funcién

Az)=[r](2), (19)
donde [r] es la matriz con elementos ¢, ;, i, je [L.n] cuyas columnas son los autovectores de

[¢]" e ¥(z) el vector con elementos y,(z), la ecuacién (18) se escribe

O3 _ [p]y(2)+ hG2). 20)

dz*
siendo [D] la matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores 7, de la matriz [@]’, y
h(z)=[r]"B(z) el vector con elementos #,(z), con ie [1,n]. Del célculo resulta que h,(z)=zn;.

La ecuacién (20) es un sistema de n ecuaciones desacopladas para y,(z),y,(z).....v,(z) y se
pueden resolver separadamente. Las soluciones de estas ecuaciones resultan

yi(z)z—zE+AieZﬁ+Bi e_zﬁ. ie[l,n] 21)
;i
Reemplazando estas expresiones para las y;(z) en la ecuacién (19) se obtiene

As(z)zitsi{—zm+Ai s 4B, e_zﬁ}. (22)

i=1 i

Finalmente, reemplazando la ecuacién (22) en la ecuacién (10) se obtiene la siguiente
expresion para g(r, z)

g(r,z)Ziitﬁ{—z;i+Aiezﬁ+Bi e_zﬁ}Jo(f r]' 23)

K
s=1i=1 b

Aplicando la condicién de contorno para g(r,z) en z=0, ecuacién (9), se obtiene una
relacién entre los coeficientes A; y B;

)= 33 1, (a8, 1, 7|0 24)

s=1 i=1
Multiplicando la ecuacién (24) por J, (5, ;)r, integrando sobre r en el intervalo [0,5] y

aplicando las propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel, resulta
1 (A+B,)=0. (25)
i=1

Como el determinante de los coeficientes de este sistema de ecuaciones lineales es no nulo,
la ecuacién (25) tiene solo la solucion trivial A, +B; =0. Con esta relacion entre A; y B;, la

ecuacion (24 ) resulta
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ZZJO[ ] {m sinh(z. 7, )~ 77,} (26)

s=1 i=1
Para determinar los coeficientes A; se emplea la condicién de contorno de la ecuacién (9)

h
en z=—
2

( jA i’( ] &Aﬂmem}ﬁ"ﬂ=MA. 27)

=1 i=l 2

Multiplicando la ecuacién (27) por J, (5, ;)r, integrando sobre r en el intervalo [0,p] y

aplicando las propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel, resulta

i t,{ZAi sinh(g ﬁﬂ =i » h i +7'[,8 [ jrdr. (28)

im1 i1 ‘2 1 1/2b2[J &) e

La ecuacién (28) representa un sistema de n ecuaciones (t=1,2,...,n) con n incognitas A,
(i=1,2,...,n).
Escrito en forma matricial

wli=c, (29)

donde [W] es la matriz con elementos W, =1, 251nh( N ], tiel,n]

l

A es el vector cuyos elementos son los coeficientes incégnitas 4, i€ [I,n]
C es el vector con elementos
1 b r
e T (30)
= Zm M%%MéWl b

La funcién p(r), es proporcional al exceso de potencial originada por la redistribucién de
carga en el macroion, en la base z =h/2 del cilindro.

En sintesis para calcular la funcién g(r,z) se procede de la siguiente manera:

1) Cilculo de las raices de la ecuacién J,(£,)=0, s€ [1, n]

i) Cilculo de las integrales de las Ecuaciones (14), (15) y (16),M(¢,.&),P(E,) y
L(¢,) respectivamente para ,s € [1,1].

1i1) Construccion de la matriz [a] de la Ecuacién (15).

iv) Cdlculo de las autovectores de la matriz [a]’ y construccién de la matriz [T] de la
ecuacion (19). Las columnas de [T] son los autovectores de [a]".

V) Calculo de los autovalores de la matriz [a]t y construcciéon de la matriz [D] la
matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores 7; .

El préximo paso seria calcular el vector A de la Ecuacién (29), pero previamente hay que
determinar el vector C de la Ecuacién (30), en la cual la funcién B(r) no se conoce.

La funcién A(r) se encuentra mediante un proceso iterativo cuyos pasos se detallan a
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continuacion:

a) Calculo de la matriz [W] (ver Ecuacién (29)).

b) Propuesta de una funcién pA(r), que para comenzar el proceso puede ser
B (r) = constante, y célculo del vector C con la ecuacién (30).

c) Obtencién del vector A resolviendo el sistema de ecuaciones lineales de la
ecuacion (29).

d) Cilculo de la funcién g(r, z) empleando la ecuacién (26).

e) Célculo de la densidad de carga en exceso debida a la aplicaciéon del campo

eléctrico con la siguiente expresion que surge de considerar la ecuacién (6) y la
ecuacion de Poisson.

8(r,z)= —487[7(0 cosh(y)[g(r,z)-Z]E . 31)

f) Obtencion de la funcién ,B(r) en la base del cilindro (z=~h/2) para distintos
valores del radio r, r;, con la siguiente expresion, cldsica del electromagnetismo
para una distribucién continua de carga

B.(r)= 2z f b 5(r.z) _rdrdz - (32)

Se compara la funcién S, (r) propuesta con la B, (r,) calculada para varios valores de 7,.
En la préxima iteracién se propone una funcion /3, (r) promedio entre las dos anteriores. El
proceso de iteracién se continua hasta lograr, para todo valor de r e [0, b], una diferencia entre
la funcién propuesta y la calculada menor que el error prefijado para el cdlculo de S(r).

Con la distribucién de carga J(r, z) calculada en la dltima iteracién se calcula
polarizabilidad eléctrica en la direccion del eje del macroion cilindrico, ¢, , mediante la
siguiente expresion

b Y
= 271 [ 8(r.2) 2 rdrd (33)

4
y

0

()

3 RESULTADOS Y DISCUSION

Los calculos se realizaron en el entorno de Wolfram MATHEMATICA 6.0.

Se emplearon parametros adecuados para representar un fragmento recto de ADN en agua
0

con NaCl 1mM. Estos pardmetros fisicos son los siguientes: a'=12A, b'= 1001(2\, h'= 1000121,
T =293K, £=80y eo(r')/kT =-7.08.

Se emplearon para el cédlculo de la polarizabilidad eléctrica 40 raices de la ecuacién
Jo(&,)=0 con 10 cifras significativas precisas.

Las integrales de las Ecuaciones (14), (15) y (16) se calcularon con 10 cifras significativas
precisas.
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En la Figura 3 se muestra el resultado de realizar el proceso iterativo para determinar la

funcién A(r) en la base del cilindroz = 4/2. La linea cortada representa la tltima funcién
propuesta y los cuadrados, los valores de los ,B(};) calculados con la Ecuacién (32). Se

continud con la iteracion hasta llega a una coincidencia en la tercera cifra significativa para los
diferentes r, empleados.

B)
52} __-—E'P""E"-"..E"m\
[ - ﬂ_—“ﬂ ) “
sop g1 5
.
48
: 1
4.6F ?
r I
= ’
a4f F
[«
,'m
E 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 r
f 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3: Resultado del proceso de iteracion para calcular f (r)

La funcién 8(r,z) obtenida en el dltimo proceso de iteracién se muestra en la Figura 4.

Figura 4: Gréfico tridimensional de la funcién exceso de densidad de carga & (r, z) Versus ry z.

En esta figura se observa que la funcion 8(r,z) crece significativamente sélo para valores de r
menores de 0.2 muy préximos a la superficie r = a del macroion cilindrico. En cuanto a la
dependencia con la variable z, la funcidn densidad de carga muestra en general un
crecimiento lineal hasta las proximidades de del extremo del macroion z = 1/2=5.19 para
luego decaer. En el intervalo — /2 <z <0 se cumple 8(r,—z)=—-3(r,z).

El valor obtenido de la polarizabilidad eléctrica empleando la Ecuacién (33) es de,
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a, =3.3x107" cm’. Se realizaron cdlculos de @, para un nimero progresivo de raices de la

funcién de Bessel (n=10, 20, 30, 40), hasta lograr asegurar (para n=40) las dos primeras cifras
significativas de esta magnitud.
Como la polarizabilidad eléctrica en la direccion transversal al macroion cilindrico, ¢, es

despreciable frente a ¢«,, el resultado obtenido puede compararse con los datos

experimentales de las referencias (Stellwagen, 1981; Elias y Eden, 1981) para la anisotropia
de la polarizabilidad eléctrica Aa (ver Ecuacién (2) ). Este valor es superior en un factor 3 al
obtenido experimentalmente para un fragmento de ADN de las mismas caracteristicas que el
empleado para el calculo. Resulta del orden del obtenido por, Fixman y Jagannathan, (1981)
considerando los fendmenos de transporte y equilibrio del movimiento i6nico. Mientras que
con las teorias que tienen en cuenta las fluctuaciones de concentracién de contraiones en la
atmosfera id6nica alrededor del macroion (Mandel, 1961; Oosawa, 1970) obtienen un valor del
orden de 100 veces mas elevado que el resultado experimental. Pensamos que el valor
calculado es mayor que el resultado experimental porque en el modelo empleado no se
considerd la interaccion entre los iones de la atmdsfera idnica que rodea al macroion. Este
efecto puede agregarse en futuros trabajos empleando una ecuacién de Poisson-Boltzmann
modificada (por la interaccién de los iones) para encontrar la redistribucidén de carga en el
macroion al aplicar el campo eléctrico. Una contribuciéon de este trabajo es la de haber
considerado una distribucién de carga no uniforme de Poisson-Boltzmann en el entorno de
macroion, como la dada por la Ecuacion (3), en lugar de haber empleado una fase condensada
de iones con concentracion uniforme como en la mayoria de las otras teorias. Por otro lado el
mismo desarrollo matemdtico podria emplearse en las teorias que obtienen la polarizabilidad
eléctrica considerando el momento eléctrico fluctuante, que aparece en un macroion, debido a
las fluctuaciones de concentracion de contraiones en la atmdsfera idnica alrededor del mismo.

En cuanto al cdlculo en si mismo, pensamos que el uso del MATHEMATICA 6.0 fue muy
util en el desarrollo del célculo analitico del trabajo y permitié avanzar significativamente en
el célculo numérico, pero para lograr mayor precision en el resultado final, con el método
propuesto, seria conveniente trabajar en otro entorno computacional, como por ejemplo
MATLAB o FORTRAN. Esto permitiria aumentar el nimero de raices de las funciones de
Bessel y realizar el cdlculo matricial con mayor velocidad.

4 CONCLUSIONES

El método desarrollado en este trabajo para resolver ecuaciones diferenciales de segundo
orden en coordenadas cilindricas para una funcién f (r', z'), con coeficientes variables, es una

generalizacion del empleado para resolver la ecuacion diferencial de Laplace en coordenadas
cilindricas, con coeficientes constantes. En este tltimo caso también se emplean desarrollos
de Fourier-Bessel para resolver problemas, como por ejemplo, la distribuciéon de temperatura
en un cilindro en el estado estacionario. Si bien, debido a los coeficientes variables, el método
propuesto pierde parcialmente la ventaja de usar las propiedades de ortogonalidad de las
funciones de Bessel, permite resolver en forma analitica  ecuaciones diferenciales
complicadas como las empeladas para calcular la polarizabilidad eléctrica de macroiones
cilindricos.
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