Asociacion Argentina m

de Mecanica Computacional

Mecéanica Computacional Vol XXVII, pags. 2367-2383 (articulo completo)
Alberto Cardona, Mario Storti, Carlos Zuppa. (Eds.)
San Luis, Argentina, 10-13 Noviembre 2008

UNA NUEVA IMPLEMENTACION PARA LAS ECUACIONES DE
NAVIER-STOKES MEDIANTE KLE Y ELEMENTOS ESPECTRALES

Gabriel Bursztyn?, Alejandro D. Otero*® y Javier Quinteros**

2Departamento de Computacion, FCEN, Universidad de Buenos Aires, Intendente Giiiraldes 2160 -
Ciudad Universitaria, CI428EGA, Buenos Aires, Argentina, gabrielbursztyn @ hotmail.com
bGmpo ISEP, Depto. de Electrotecnia, FI, Universidad de Buenos Aires, Paseo Colén 850, C1063ACY,
Buenos Aires, Argentina, aotero@fi.uba.ar
¢Laboratorio de Tecténica Andina - Depto. de Geologia, FCEN, Universidad de Buenos Aires,
Intendente Giiiraldes 2160 - Ciudad Universitaria, CI428EGA, Buenos Aires, Argentina,
Jjquinte@dc.uba.ar

Resumen. El método de la ecuacién cinematica laplaciana, Mérodo KLE, resuelve las ecuaciones de
Navier-Stokes en base a la formulacién vorticidad-velocidad de las mismas. Este método se ha utilizado
efectivamente para calcular el flujo, dependiente del tiempo, alrededor de cuerpos en movimiento y
otros problemas de fluidodindmica. El KLE calcula la evolucién en el tiempo de la vorticidad como una
ecuacioén diferencial ordinaria en cada nodo de la discretizacién espacial. Los datos de entrada para la
ecuacion de transporte de vorticidad en cada paso de tiempo se calculan mediante una versién modificada
de la ecuacidn diferencial en derivadas parciales lineal de Poisson para la velocidad, llamada Ecuacion
KLE.

Hasta el momento, las implementaciones existentes de este método varian entre prototipos funciona-
les o implementaciones sobre lenguajes interpretados. En este trabajo se presenta una implementacién
novedosa del método KLE sobre un framework de propésito general de alto desempefio para la reso-
lucién de ecuaciones en derivadas parciales (PDE) por el método de los elementos finitos. Asimismo,
la funcionalidad del framework fue ampliada mediante una clase que implementa elementos espectrales
con cantidad de nodos parametrizable. La totalidad del cddigo fue programada en C++ e incorporada al
framework respetando sus interfaces tanto para mantener las abstracciones elementales como las de la
resolucion del problema.

En este trabajo, se muestran varios casos de validacién para distintas mallas y cantidad de nodos en
los elementos, asi como también los tiempos de resolucién en cada caso.
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1. INTRODUCCION

Para la descripcion de fluidos en movimiento en general se utilizan las denominadas ecua-
ciones de Navier—Stokes (Batchelor, 2000). Estas ecuaciones en derivadas parciales no lineales
surgen de aplicar principios de conservacion de la mecénica y la termodindmica a un volumen
infinitesimal de fluido. La formulacién clasica de dichas ecuaciones utiliza como variables el
campo vectorial de la velocidad y el campo escalar de la presion. En general no existe solucion
analitica para dichas ecuaciones, salvo en el caso de algunos flujos simples en dominios poco
complejos, por lo tanto la aproximacion de la solucion de las ecuaciones de Navier—Stokes por
medio de simulacién numérica resulta un activo campo de investigacion.

En las dltimas décadas se han propuesto varios métodos que utilizaban la representacion
de las ecuaciones de Navier-Stokes en términos de las denominadas variables no primitivas, el
potencial-vector de la velocidad y la vorticidad, como variante a la formulacion clasica. Estos
métodos, conocidos generalmente como formulaciones vorticidad-funcién de corriente (w, 1)),
probaron ser efectivos en determinados problemas (ver referencias en Ponta and Aref, 2005).

Mis recientemente se presentaron algunos métodos que utilizaban una formulacién de tipo
hibrida en términos de una variable primitiva, la velocidad, y una variable no primitiva, la vor-
ticidad. Los métodos vorticidad-velocidad (w, v), como se los denomina, presentaban ventajas
respecto de la formulacion cldsica en variables primitivas y de la formulacién en variables no
primitivas. Mds alld de las ventajas que presentaban, existia una desventaja en comparacién con
la formulacion clasica en variables primitivas, se necesitaba trabajar con 6 funciones incognitas
en lugar de 4.

En este trabajo se presenta una nueva implementacion del método de la ecuacién cinemati-
ca laplaciana, Método KLE (kinematic Laplacian equation), que esta basado en la formulacion
vorticidad-velocidad. Asimismo, se detalla el disefio utilizado para esta nueva implementacion
del KLE en 2 dimensiones en lenguaje C++ a fin de obtener mejoras en el manejo de la me-
moria y los tiempos de célculo, asi como proveer un esquema que funcione como base para la
implementacion 3D y la combinacién del KLE con ecuaciones que describan otros fenémenos
en problemas de mutifisica.

En la préxima seccion se presenta una breve descripcion del método KLE, el cual se encuen-
tra expuesto en detalle en los trabajos de Ponta and Aref (2005) y Otero and Ponta (2006). En
la seccién 3 se menciona el disefio de clases ideado por Quinteros et al. (2007), desarrollado
y propuesto especificamente para la resolucion y simulacidén de problemas en ecuaciones en
derivadas parciales por medio del método de elementos finitos.

A partir del esquema general del disefio presentado, se detallan las ampliaciones de la fun-
cionalidad del mismo, entre las cuales se encuentra una clase que implementa elementos es-
pectrales con cantidad de nodos parametrizable, la cual se utiliza en esta implementacién del
método KLE.

Este nuevo desarrollo fue programado en lenguaje C++ e incorporado al framework respe-
tando sus interfaces para mantener tanto las abstracciones elementales como las de la resolucion
del problema.

Se muestran varios casos de validacion para distintas mallas y cantidad de nodos en los
elementos, asi como también los tiempos insumidos en cada etapa de la resolucion para cada
caso. A su vez, se comprueba que se obtienen mejoras con respecto al tiempo de cdlculo que
en la version anterior presentada por Otero and Ponta (2006), la cual estaba programada en
lenguaje MATLAB.
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2. METODO KLE

En el trabajo de Ponta and Aref (2005) se present6 un nuevo método basado en la formu-
lacion vorticidad-velocidad (w, v) que mejord distintos aspectos respecto de las primeras im-
plementaciones de esta formulacién, como la reduccién de la cantidad de inc6gnitas. El méto-
do KLE se caracteriza por un completo desacoplamiento de las dos variables, vorticidad en
tiempo—velocidad en espacio. De esta forma, se reduce a tres el nimero de variables a resolver
en el proceso de integracion temporal. Ademas, esta descomposicion del problema permite la
utilizacion de algoritmos de integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE) de or-
den variable y paso temporal adaptativo que mejoran la eficiencia y robustez del proceso de
integracion.

El método KLE se compone de dos partes. En primer lugar, la denominada ecuacion lapla-
ciana cinematica, que es una version modificada de la ecuacion de Poisson para la velocidad,
encargada de resolver la parte cinemadtica del problema. En segundo lugar, el algoritmo de inte-
gracion de las ecuaciones de la dindmica del problema (Navier-Stokes en vorticidad), es decir,
la ecuacidn de transporte de vorticidad, que se resuelve como una ecuacion diferencial ordinaria
en cada nodo de la discretizaciéon. Ambas partes se realimentan mutuamente y en conjunto re-
ciben la denominacion de método de la ecuacion laplaciana cinemaética o, brevemente, método
KLE.

La expresion de la formulacion variacional de la KLE para flujo incompresible, sobre cuya
resolucion trata este trabajo, se puede expresar como

/ﬂ: Vv + ap(V-v)(V-0v) + a,(V x v)-(V x dv) dQ =
Q
/(ZXQ)'(S_’U—FCYWQ'(ZX(S_’U) an (1
Q

donde v es el campo de velocidades, w es la distribucién del campo de vorticidades y ap y o,
son las constantes de penalizacion correspondientes a las restricciones V-v = Dy V X v = w,
siendo D la tasa de expansion. En esta implementacion, los valores utilizados para las constantes
de penalizacion (ap = 10® y «,, = 10?) son los mismos que en Ponta and Aref (2005) y Otero

and Ponta (2006).

Discretizacion de la Ecuacion Laplaciana Cinematica

La formulacién variacional de la ecuacion 1 se discretiza por medio del método de elementos
espectrales (Otero and Ponta, 2006). Este método es una implementacién particular de la version
p del método de elementos finitos donde los nodos de los elementos se ubican en los puntos de
una grilla de Gauss—Lobatto (Patera, 1984; Karniadakis et al., 1985). Esta forma de ubicar los
nodos de los elementos espectrales presenta una gran ventaja: los elementos de bajo orden,
p = 1y p = 2, se corresponden con los cldsicos elementos finitos de 2 y 3 nodos. De esta
manera, se tiene un método de orden variable adecuado para ser llevado hasta alto orden que
contiene como casos particulares elementos ampliamente utilizados. En cuanto a los elementos
de alto orden, esta forma de colocar los nodos resulta mas econdmica que la que utiliza nodos
espaciados en forma equidistante (Hourigan et al., 2001). Los puntos de la grilla de Gauss—
Lobatto se ubican en los extremos, maximos o minimos, del polinomio de Legendre del orden
correspondiente al elemento y en los bordes del intervalo. Es decir, los extremos » = +1 en el
caso del intervalo natural y las raices de la derivada del polinomio P, de orden p (dP,/dr =
0). La posicion de dichos puntos puede calcularse a partir de las derivadas del polinomio de
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Legendre del orden correspondiente utilizando el método de Newton—Raphson con las raices
del polinomio de Chebyshev del mismo orden como valores iniciales. Estas raices se calculan

como .
s .
rjcffb = cos (?‘7) , 7 =0..p. (2)

Una vez ubicados los nodos del elemento maestro segin lo descripto anteriormente, se constru-
yen las funciones de interpolacion como los polinomios de Lagrange asociados a esos nodos. A
partir de esto se calculan sus derivadas respecto de las coordenadas naturales.

La implementacion de esto ultimo estd explicada en la seccién 4 y se basé en el esquema
general de disefio expuesto en la seccidn 3.

Dado un elemento espectral de orden p, el nimero de nodos por elemento es N> con
Nqgr, = p + 1. Considerando un dominio bidimensional, las componentes del vector veloci-
dad y el arreglo de las componentes de su gradiente expresadas en un sistema de coordenadas
ortogonales (z, y) son interpoladas dentro de cada elemento como

Ovg
) A i A
v = { > ] — H°V*, Vo= | & | =BV, 3)
Yy T

donde V¢ es el arreglo de los valores nodales de las componentes del vector de velocidad, H® el
de las funciones de interpolacion dentro del elemento y B¢ el de las derivadas de las funciones
de interpolacién respecto de las coordenadas del problema.

e _ [ a1 A1 42 A ~Ner?  aNgp? 17
Ve =1[1d b, 02 0] (A A ] 4)
He — hy 0 hy 0 -+ hy,e 0 5)
0O ht 0O hy --- 0 hng,?
oh 2
Ohy Sha Ner
ox 0 ox 0 ox 0
Ohy 0 Ohsa 0 8hNGL2 0
Be — oy oy oy (6)
Oh1 Oho ahNGLQ
0 % 0 T 0 — e
o 9Yu g 2 . 0 gy
dy dy 9y

Las derivadas parciales de las funciones de forma respecto de las coordenadas (x,y) del
problema se calculan utilizando la matriz jacobiana

oz 0 i ;
| BE(rys) FE(r,s) } [ ’(7" s)x ’(7" s)y'
J — aor T 7
o= B0y 00 = £ E0 ] ™
donde i = 1... (Ngy)?, segtin

oh oh

[ b } =J! [ g } , conk = 1..NZ;. (8)
oy Bs

En este caso, la divergencia del campo de velocidad puede calcularse a partir de las compo-
nentes del gradiente como

Vv =mB° V¢, m=[1 0 0 1], 9)
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y la dnica componente no nula del rotor de la velocidad (V x v), se obtiene como
V x v =rB¢V¢, r=[0 -1 1 0]. (10)

En forma equivalente se procede a discretizar la vorticidad, llamando w = w, y las componen-
tes x e y no nulas de su rotor segiin

. V X w) & .
w = H{, &° V Xw= ( x}:[ 9 =B, &°, (11)
“ { (V xw), _%_C; “

donde w* es el arreglo de los valores nodales de la componente w, de la vorticidad, obtenidos
de la integracion de la ecuacion de transporte de la vorticidad, Hf,, es el arreglo de las funciones
de interpolacién de la vorticidad y B, el de las derivadas de las funciones de interpolacion res-
pecto de las coordenadas del problema para calcular las componentes del rotor de la vorticidad,
dados por:

- T
~ A A ~ 2
o= o o2 ... @NeL ] ’ (12)
Hi,=[h1 hy - hy,2], (13)
B¢, = 9y % 9y . 14
w el __ 0Oho . _8hNGL2 ( )
L ox ox ox

Con estas interpolaciones se puede discretizar la formulacion variacional de la KLE (ecua-
cioén 1) en cada subdominio elemental, reemplazando la velocidad y la vorticidad y sus derivadas
por sus correspondientes discretizaciones como

~ T ~ ~ T ~e
SV (K + K& + K&) Ve =6V (RS + RE,) &, (15)
Ke 3 Re

donde
1 1

K¢ = / B"B°d) = / / B“"B* |J| drds,
e -1J-1
1 1

Kg = / / ap B"mTmB¢ | J| drds,
-1J-1
1 1

K¢ = / / o, BTrTrBe | J| drds,
-1J-1
1 1

RS = / H B, |J| drds,
-1J-1
1 1

RE = / / o, BE'rTHE, |J| drds,
-1J-1

y Ve esel arreglo de valores nodales de las componentes del campo arbitrario dv (Otero and
Ponta, 2000).

Las matrices elementales K€y R® se ensamblan en las respectivas matrices globales llegan-
do finalmente al sistema global que representa la discretizacion de la KLE,

KV=Rowu. (16)
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Dados el arreglo de valores de la vorticidad en los nodos de la malla (w) y las condiciones
de contorno correspondientes, se obtiene de la ecuacion 16 el arreglo de las componentes de
la velocidad en los nodos (\7), i.e. la solucién discreta de la ecuacion laplaciana cinemética.
Como es practica comun en ecuaciones espectrales, las matrices de la ecuacion 15 se integran
numéricamente utilizando la cuadratura de Gauss-Lobatto. Esto, combinado con la ubicacién
de los nodos utilizada, presenta ventajas pese a no ser la regla de integracion exacta (Otero and
Ponta, 2006; Patera, 1984; Henderson and Karniadakis, 1995).

3. ESQUEMA GENERAL DEL DISENO PARA RESOLUCION MEDIANTE FEM

En cualquier desarrollo de software, es importante tener un buen disefio de la aplicacion.
Esto quiere decir, entre otras palabras, que la aplicacion debe ser modular, de forma de poder
reutilizar cédigo, optimizando tiempos en la bisqueda de errores; ser escalable y flexible de
manera de ahorrar tiempos ante una variacién o ampliacion del problema a resolver; y a su vez,
que su performance en cuanto a tiempos de ejecucion sea la mejor posible.

Cuando un problema debe ser resuelto mediante técnicas de métodos numéricos, el tiempo
de programacién, validacién y ejecucion deben ser factores a tener en cuenta a fin de poder
reducir costos. Cuando se trata de un problema de simple resolucién o cuya solucién analitica
es conocida, no se suele invertir mucho tiempo en el disefio. Pero en el caso en que dicha
solucion sea parte de un problema mas complejo, es factible que aparezcan errores dificiles
de detectar. En estos casos, es mejor contar con mddulos validados anteriormente que puedan
ser reutilizados. De esta forma, el cédigo puede ser extendido para resolver problemas mds
complejos cuya solucién no sea conocida, sin perder confiabilidad.

Por este motivo se decidi6 utilizar el framework propuesto por Quinteros et al. (2007) para
implementar modelos numéricos basados en elementos finitos considerando que retne las ca-
racteristicas previamente mencionadas. Este framework estd basado en un diagrama de clases
que representa cada una de las entidades que suelen formar parte de un problema resuelto por
el Método de los Elementos Finitos (FEM). Segtin los conceptos de programacion orientada a
objetos, cada clase debe proveer una funcionalidad especifica que represente de forma clara a
un objeto y el disefiador del sistema debe cuidar que cada una de ellas brinde una funcionalidad
acorde a la esperada en este tipo de implementaciones. Una descripcion detallada de las carac-
teristicas del framework puede encontrarse en Quinteros et al. (2007), mientras que aqui s6lo se
mencionan las caricteristicas mas importantes.

3.1. Caracteristicas generales del diagrama de clases

La clase Domain es la que incluye toda la informacion necesaria para describir el modelo
mediante un conjunto de elementos y nodos almacenados en los atributos Element s y Nodes.
Cada condicion de borde es almacenada en una instancia de la clase Boundary formando
un conjunto de condiciones de borde almacenado en la propiedad Boundaries de la clase
Domain.

Es importante notar que el elemento esta determinado por un conjunto de nodos conectados.
Sin embargo, no existe una relacién de pertenencia entre el nodo y el elemento, ya que algunos
de ellos estan ubicados en los bordes del elemento y, por lo tanto, perteneceran a mas de uno.
Es por eso que cada elemento contendra referencias a los nodos que lo componen, almacenando
en el atributo 1 dNodes los nimeros de identificacion globales que le correspondan.

Para calcular la matriz de rigidez de cada elemento, se deben evaluar las funciones de inter-
polacién y sus derivadas en los puntos de Gauss que determinen el orden y tipo de elemento
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utilizado. La posicion de cada uno de estos puntos es idéntica en todos los elementos, ya que
la integracion numérica se realiza sobre un elemento no deformado, llamado elemento maes-
tro. Los puntos de Gauss son almacenados de forma estitica en el atributo gps de la clase
Element, optimizando la memoria utilizada y el tiempo de célculo, ya que se calcula una tni-
ca vez y se reutiliza en todos los elementos. Ademas, el tiempo de acceso a la informacién se
reduce debido a un mejor manejo de la memoria caché. En el caso de utilizar integracion redu-
cida, se pueden almacenar en gps solo los puntos de Gauss necesarios. Para las funciones que
requieran integraciéon completa se define otro atributo llamado gpsfull, también declarado
de forma estatica, en el que deben incluirse el conjunto completo de puntos de Gauss.

Dado que la evaluacion de las funciones de forma (h) y sus derivadas respecto de las coorde-
nadas naturales (a—}; y %) se realizan siempre en el elemento maestro, son calculadas previamen-
te y almacenadas en la clase GaussPoint de forma estética a fin de poder reutilizar dichos
valores cada vez que se los necesite evitando el recalculo. Luego, en la etapa de integracion,
sOlo se deberé calcular la inversa de la matriz Jacobiana en cada punto de Gauss, mejorandose
asi la perfomance en el célculo.

Las matrices elementales son consideradas, en general, densas porque la mayoria de los
nodos dentro del elemento estidn vinculados entre si. En estos casos, las operaciones resultan ser
eficientes ya que se debe operar sobre matrices donde el nimero de componentes estd asociado
con el cuadrado del ndmero de nodos por elemento.

En el framework existe una clase llamada Mat rix que provee una interfaz simple y facil
de utilizar para la manipulaciéon de matrices densas, e incluye las operaciones mds comunes
de algebra lineal necesarias en este tipo de implementaciones. Mediante esta clase, el usuario
se abstrae de la implementacion de estas operaciones, que en este caso son realizadas por la
libreria Lapack (Anderson et al., 1999).

Asimismo, se utiliza otra clase llamada SparseMatrix disefiada especialmente para me-
jorar el manejo de memoria y la perfomance en operaciones con matrices ralas de gran tamafio,
como suele ser una matriz de rigidez global. Al igual que Mat rix, esta clase abstrae al usua-
rio de la implementacion de las operaciones algebraicas, que en este caso son provistas por la
libreria SuperLU (Demmel et al., 1999). Mediante esta clase, se pueden también aprovechar
las optimizaciones asociadas al caso de matrices simétricas, tanto en almacenamiento como en
la resolucion del sistema.

La descomposicion LU calculada para la resolucion de un sistema, puede ser almacenada
y utilizada en sucesivas resoluciones, disminuyendo drasticamente el tiempo necesario para
resolver el sistema.

Todas las clases mencionadas poseen un método Save que permite almacenar una instancia
dentro de un stream de salida y un constructor con un parametro de tipo stream de entrada
para poder volver a crear la instancia en memoria. De esta forma, si la simulacion requiere de
muchos pasos de tiempo, se puede almacenar el estado en disco y volver a ejecutar luego desde
el ultimo checkpoint.

El disefio de la clase Element estd definido como una base que provee una especificacion
comun para que distintos tipos de elementos la implementen. Ademads incluye la especificacion
de diferentes funciones que resuelven distintos tipos de ecuaciones integrando numéricamente.
En el caso mas comun, la solucion para ecuaciones de derivadas parciales por el método de ele-
mentos finitos, implica que para cada elemento se calcule una serie de matrices evaluadas en los
puntos de Gauss. Dichas matrices, son multiplicadas por un factor peso y sumadas para obtener
la matriz de rigidez. Es por esta razén, que se define un método llamado calc_equation que
luego de invocar a otro método llamado eval _equation, encargado de evaluar las matrices
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|+ GaussPointGenerator(in iGaussPoiniCount : unsigned int, in dimension - unsigned int, inout *prodes : Node) : void
[+getGaussPoints(in *plDclosesiGP  unsigned Int. in iGMethed : unsigned int = 0) : vector<GaussPaint>

NodesGenerator

NodesCount - unsigned int
iDimensicn : unsigned int

“weight : Marix
*P - Matrix

ForeatePermutationvecior) : void

f*hodesGenesator(in nodesCount : unsigned int, in dimension : unsigned int) : NodesGenerator
l+getNodes() - vectorsNode>

Figura 1: Diagrama de clases extendido

en los puntos de Gauss, realizara las operaciones correspondientes sobre dichas matrices.

4. EXTENSION DEL ESQUEMA GENERAL PARA RESOLUCION MEDIANTE FEM

A partir del framework mencionado en el capitulo anterior, se cred una clase Spectral
correspondiente a las clases espectrales, que hereda de E1ement todas sus propiedades y méto-
dos. Mediante esta clase se implementaron los elementos espectrales con cantidad de nodos
variables.

A su vez, a la clase Element se le agregaron una serie de métodos que implementan el
método KLE como puede verse en la figura 1.

El método eval kle se utiliza para calcular las matrices en la totalidad de los puntos de
integracion, mientras que el método eval_k1le2 solo sobre los puntos de integracion reducida.
Ambos métodos serdn utilizados por el método calc_k1le para calcular las matrices de rigidez
(K y R) de la ecuacién 16.

A su vez el método eval_k1leOP calcula las matrices evaluadas en los puntos de integra-
cién necesarios para que el método calc_k1eOP pueda construir los operadores de derivacion
que son utilizados para evaluar el lado derecho de la funcién de integracién de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (ODFE) en sucesivos pasos de tiempo (Ponta and Aref, 2005; Otero and
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BOUNDARY_CONDITION_FUNCTION:
v_x=erf (y/t)
v_y=1
w=—2+%exp (=1* ((y/t) "2))/ (sgrt (_PI) *t)
dv_x_x=0
dv_x_y=-2+exp (=1* ((y/t) "2))/ (sqgrt (.PI) *t)
dv_y_x=0
dv_y_y=0
ddv_x_x_x=0
ddv_x_y_y=((=4*y)/ (sqrt (.PI)*t"3) ) *xexp (-1*((y/t) "2))
ddv_y_x_x=0
ddv_y_y_y=0

Figura 2: Ejemplo de archivo de configuracion

Ponta, 20006).

Para ubicar los nodos del elemento maestro que se corresponden con los puntos de una grilla
Gauss-Lobatto se creo la clase NodesGenerator, que utiliza el método correspondiente de
la clase Generator. Los nodos devueltos estardn ordenados seglin una matriz de permutacion
definida de forma que la numeracién sea andloga a la utilizada en el FEM (Bathe, 1996).

De la misma forma, para crear los puntos de integracién del elemento maestro se cred la
clase GaussPointGenerator. Mediante un parametro de la funcion get GaussPoints
se puede elegir entre ambas formas de distribucion de puntos de integracion.

Para calcular las condiciones de borde definidas por una funcion que depende del tiempo
se cred una interfase con un parser llamado muParser (Berg, 2005), de forma de calcular en
tiempo de ejecucion el valor de la funcién a partir de su definicién. muParser interpreta cual-
quier cadena de texto como una funcidén, siempre y cuando se definan previamente las variables,
constantes y funciones a utilizar. En este caso, se definieron como variables las coordenadas es-
paciales (z,y) y la variable de tiempo (t).

El modelo recibe como pardmetro el nombre de un archivo de configuracion donde estin
definididas la funcion de vorticidad Omega (w), la funcién de tiempo que define la condiciones
de borde de velocidad y sus derivadas parciales. En la figura 2 puede verse un extracto del
archivo de configuracion utilizado para correr los casos de prueba, en el que estin definidas
tanto las velocidades como sus derivadas.

S. RESULTADOS

El método KLE es un modelo matemético mds que un esquema de discretizacion. La primera
implementacién del método KLE realizada por Ponta and Aref (2005) utilizé elementos finitos
clasicos de 9 nodos para la discretizacion del dominio espacial con muy buenos resultados. La
generalidad del método permite explorar diferentes técnicas de discretizacion en tiempo y es-
pacio. Un punto de particular interés es la calidad de la aproximacién de la solucion espacial y
el calculo de las derivadas espaciales en la evaluacion del lado derecho de la ecuacion de trans-
porte de vorticidad. Para esto, en Otero and Ponta (2006) se implement6 una discretizacién por
elementos espectrales de la parte espacial del problema a fin de realizar un estudio sistemético
contando con la posibilidad de variar el orden de la interpolacion.

Para validar los resultados obtenidos por nuestra implementacion se siguid la siguiente meto-
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dologia. Se define un campo de velocidades del cual se calcula la vorticidad y luego, imponiendo
esa vorticidad y las velocidades en el contorno de la malla, se resuelve la KLE para recuperar
las velocidades que se comparan con las impuestas. Para esto, se utiliza la funcién error que
corresponde a la solucién del problema de la placa plana infinita que ha sido propuesto en Otero
and Ponta (2006) como benchmark en este tipo de métodos. Se utilizé una malla bidimensional
y se resolvio el problema, variando la complejidad de cada elemento, modificando la cantidad
de nodos del mismo, como asi también, la cantidad de elementos dentro de la malla.

En el problema de la placa plana se considera una placa ubicada en el plano y = 0 que
estd rodeada por fluido en y > 0y a la cual se le imprime una velocidad U que se mantiene en
el tiempo. La solucién analitica de este problema (ver Sec. 4.3 de Batchelor, 2000, entre otros)
para el campo de velocidades descripto en el marco de referencia de la placa que se mueve en
la direccion negativa de las x es

vx:Uerf< y ) (17)

donde er f es la funcidn de error, y es la coordenada vertical y ¢ es el tiempo. Reescribiendo la
ecuacion 17 en términos de la velocidad normalizada u /U, la coordenada vertical normalizada
y/Y yel parametro 7 = /4 v t/Y sellegaa

Ve _ g (YWY
ﬁ_erf( ), (18)

T

donde Y es la altura de la malla.

La distribucion de vorticidad correspondiente a la solucién analitica se encuentra dada por

)
Uy 7

Para un instante de tiempo dado, la solucién analitica del campo de velocidades y vorticidad
estdn definidas, respectivamente, por las funciones gaussianas y de error de la coordenada espa-
cial. Esto ultimo previene el caso en que la solucion del problema estd contenida en el espacio
generado por la base de funciones de interpolacién asociada con la discretizacion por elementos
espectrales, que resulta un problema trivial.

(19)

Precision de la solucion espacial

A fin de poder evaluar la precision espacial se desarrollaron una serie de experimentos com-
parando el campo de velocidades dado por la ecuacion 18 con la soluciéon numérica obtenida
por la KLE en dicho campo, tomando como término de cargas la correspondiente distribucion
de vorticidad segun la ecuacion 19. Al utilizar elementos espectrales, los resultados se presen-
tan en funcién del ndmero de intervalos en una dimensién N*, que es 1 menos que la cantidad
de nodos y la inversa de la media de la distancia internodal, tal como fue propuesto en Otero
and Ponta (2006). Se resolvi6 el problema espacial en diferentes etapas de desarrollo de la capa
limite calculando la norma infinito del error sobre los nodos de la discretizacidn, utilizando los
mismos valores del pardmetro 7 que en Otero and Ponta (2006). El comportamiento de la so-
lucién obtenida con esta implementacion se compar6 con los resultados de la implementacion
previa en MATLAB.
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Figura 3: Norma infinito del error segin Nx. (a) 7 € [0,2,0,9] para una malla de 1 elemento o
p = 2.(b) 7 € [0,01,0,15] para una malla de 1 elemento o p = 2. (¢) 7 € [0,2,0,9] para una
malla de 2x2 elementos o p = 4. (d) 7 € [0,01,0,15] para una malla de 2x2 elementos o p = 4.
(e) 7= 0,5, p =20 p = 4o para una malla de 2x2 elementos.

(d)
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En la figura 3 se muestran los resultados de los distintos experimentos. En la figura 3a se
tomaron distintos valores del pardmetro 7 dentro del intervalo [0,2;0,9] con una malla de 1
elemento donde la cantidad de nodos que lo componen es variable. Las lineas punteadas corres-
ponden a los experimentos realizados para 7 = 0,2 y 7 = 0,9 para elementos compuestos por 9
nodos (p = 2) variando la cantidad de elementos.

En la figura 3b se tomaron distintos valores del pardmetro 7 dentro del intervalo [0,01;0,15]
con una malla de 1 elemento donde la cantidad de nodos que lo componen es variable. Las
lineas punteadas corresponden a los experimentos realizados para 7 = 0,01 y 7 = 0,15 para
elementos compuestos por 9 nodos (p = 2) variando la cantidad de elementos.

En la figura 3c se tomaron distintos valores del pardmetro 7 dentro del intervalo [0,2;0,9]
con una malla de 2x2 elementos donde la cantidad de nodos que los componen es variable.
Las lineas punteadas corresponden a los experimentos realizados para 7 = 0,2y 7 = 0,9 para
elementos compuestos por 25 nodos (p = 4) variando la cantidad de elementos.

En la figura 3d se tomaron distintos valores del pardmetro 7 dentro del intervalo [0,01;0,15]
con una malla de 2x2 elementos donde la cantidad de nodos que los componen es variable. Las
lineas punteadas corresponden a los experimentos realizados para 7 = 0,01 y 7 = 0,15 para
elementos compuestos por 25 nodos (p = 4) variando la cantidad de elementos.

Para la figura 3e se tom6 como pardmetro 7 = 0,5 y se muestran los resultados para p = 2
variando la cantidad de elementos, para p = 4 variando la cantidad de elementos y para una
malla de 2x2 elementos, variando la cantidad de nodos que los componen.

En todos los graficos se toma como referencia a N*, siendo (N* + 1)? la cantidad de nodos
en la malla y se muestra el error absoluto con respecto a la solucién analitica.

En los mismos se puede observar la convergencia espectral y como a medida que se aumenta
la definicion sobre p converge mas rdpidamente a la solucion analitica que al aumentar la defi-
nicion sobre h. Cabe destacar la convergencia lineal presente, tipica del refinamiento sobre A en
elementos finitos. Este comportamiento puede observarse también en los trabajos de Otero and
Ponta (20006).

En la figura 4 se presentan 4 graficos que comparan los refinamientos p y h en relacién al
error absoluto con respecto a la solucién analitica y el tiempo total de procesamiento. En las
figuras 4a y 4b se tomaron mallas de 5x5 elementos y de 9x9 elementos variando la cantidad
de nodos que componen a cada elemento tomando como pardmetro 7 = 1. En el primero se
muestra el error absoluto con respecto a la solucién analitica, mientras que en el segundo se
muestra el tiempo total de procesamiento.

En las figuras 4c y 4d se tomaron mallas con elementos de 5x5 nodos y elementos de 9x9
nodos variando la cantidad de elementos dentro de la malla con pardmetro 7 = 1. En el primero
se muestra el error absoluto con respecto a la solucién analilica, mientras que en el segundo se
muestra el tiempo total de procesamiento.

Una caracteristica que se puede deducir es que a medida que aumenta N*, el tiempo insumido
aumenta considerablemente. El tiempo medido en todos los casos corresponde al necesario para
ensamblar las matrices elementales (ASSEMBLY TIME), imponer las condiciones de borde
(BOUNDARY CONDITIONS IMPOSITION TIME) y resolver el sistema (SOLVE TIME). La
figura 5 muestra cudnto tiempo se invierte en cada una de dichas etapas con respecto al tiempo
total. Para esto, se tom¢ el tiempo de procesamiento para distintas resoluciones con mallas con
elementos de 9x9 (p = 8), con 7 = 1 como pardmetro y cantidad de elementos variable en
la malla. Puede observarse que una proporcién importante del tiempo total insumido para la
resolucion corresponde al ensamble de las matrices elementales.

Un dato importante relacionado con el tiempo de procesamiento, es que la primera vez que
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Figura 4: (a): Error absoluto con respecto a la solucién analilitca con mallas de 5x5 elementos
y de 9x9 elementos; (b): Tiempo de procesamiento con mallas de 5x5 elementos y de 9x9
elementos; (c): Error absoluto con respectoa la solucion analilitca con mallas de 5x5 nodos por
elemento y de 9x9 nodos por elemento; (d): Tiempo de procesamiento con mallas de 5x5 nodos
por elemento y de 9x9 nodos por elemento;
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Figura 6: Comparacion de tiempos de ensamblado y resolucion del sistema.
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po total.
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se ensamblan las matrices elementales, se generan las estructuras de las matrices esparsas en
memoria, algo que en los sucesivos ensambles no serd necesario volver a hacer. Algo parecido
ocurre con los tiempos de resolucion del sistema, donde la primera vez se calculan las matrices
L y U correspondientes a la matriz elemental pudiendo ser reutilizadas en las siguientes resolu-
ciones. En la figura 6 se puede observar la difencia de tiempo con respecto al primer ensamblado
(ASSEMBLY TIME 1) y los siguientes (ASSEMBLY TIME 2) y al tiempo de la primer reso-
lucion del sistema (SOLVE TIME 1) y los posteriores (SOLVE TIME 2). De ambos gréficos
se puede deducir que el tiempo necesario para la primer resolucion total del sistema serd con-
siderablemente mayor que en los sucesivas y se notard ain mads la diferencia para problemas
con mallas mas complejas, es decir, con un valor de N* grande. Para realizar dichos gréficos se
tomo el tiempo de procesamiento para distintas resoluciones con mallas con elementos de 9x9
(p = 8), con 7 = 1 como parametro y cantidad de elementos variable en la malla.

Por tultimo, se consider6 el tiempo de resolucidon del mismo problema en idénticas mallas
tanto en MATLAB como en C++ para poder comprobar que la implementacion realizada efec-
tivamente mejora los tiempos de ejecucion. Las mallas consideradas, estin compuestas por
elementos de 9x9 (p = 8), con 7 = 1 como pardmetro y cantidad de elementos variable en
la malla. En la figura 7 puede observarse que se obtuvieron importantes mejoras de tiempo en
todas las etapas.

6. CONCLUSIONES Y TRABAJOS EN PROGRESO

En este trabajo se present una nueva implementacion del método KLE en C++ sobre un
framework orientado a la resolucién de numérica de problemas por el FEM. Se presenta un
andlisis detallado en cuanto a la convergencia a la solucién analitica de las distintas configura-
ciones segun tipo y cantidad de elementos. Los resultados expuestos muestran un total acuerdo
desde el punto de vista numérico con los previamente publicados.

Los tiempos de ejecucion fueron notoriamente mejorados con respecto a implementaciones
previas. Las razones de la disminucién de los tiempos de ejecucion se deben en parte a la
implementacién mediante un lenguaje de alto rendimiento como C++ y, por otro lado, a la
mejora en el disefio de las clases y la consecuente reutilizacion de codigo.

Se ampli6 la funcionalidad del framework mediante la incorporacion de elementos espectra-
les con cantidad parametrizable de nodos. Asimismo, la inclusién de un parser para permitir cal-
cular las condiciones de borde dependientes de variales como tiempo o coordenadas espaciales
en tiempo de ejecucion, generaliza ain més las posibilidades de analizar casos con condiciones
de borde complejas por medio de parametros de entrada adecuados.

Tomando este trabajo como base, se puede extender facilmente hacia la resolucion de pasos
de tiempo sucesivos mediante un algoritmo de integracion de ecuaciones diferenciales ordina-
rias (ODE).

Asimismo, se estd llevando a cabo en estos momentos la paralelizacién del codigo por el
método de las subestructuras.
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