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Resumen: Se presenta un modelo híbrido para analizar el crecimiento de grano bajo tratamiento 
térmico en materiales sólidos. El modelo se construyó utilizando el método determinista de 
autómatas celulares y el método probabilístico de Monte Carlo. 
El autómata celular permite realizar actualizaciones de la estructura de granos del sistema a 
intervalos de tiempo fijo, y las reglas de actualización utilizadas por éste están dadas por el 
método de Monte Carlo, el cual se adapta perfectamente a sistemas con un gran número de grados 
de libertad. 
El modelo permite estudiar el crecimiento normal y anormal de grano, tanto para sistemas 
monofásicos como bifásicos, teniendo en cuenta la temperatura del sistema, la energía y la 
movilidad del borde de grano y la fracción y el tamaño de la partícula de segunda fase. 
Los valores obtenidos, del exponente de crecimiento de grano n, para el sistema monofásico son 
próximos a 0,4 obteniéndose valores inferiores para sistemas bifásicos. Estos resultados 
concuerdan con los datos experimentales reportados en la bibliografía. 
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1 INTRODUCCION 
El conocimiento de los granos y sus contornos en metales no es reciente. Ya en 1899 

Ewing y Rosenhain (1899, 1900a) mencionan que cada uno de los granos que aparecen 
en una superficie pulida y atacada son en realidad, un monocristal.  

Rosenhain (Ewing y Rosenhain, 1899, 1900a, 1900b) propuso una de las primeras 
teorías que procuró explicar el crecimiento de grano, mientras que Burke (Burke y 
Turnbull, 1952), Beck (1954) y Pande (1987) fueron los precursores de la explicación del 
potencial termodinámico para el crecimiento de grano, tal como se acepta en la 
actualidad: una disminución de la energía asociada con la presencia de bordes de grano. 
En realidad, fue Jeffries (Jeffries y Archer, 1924) quien afirmó que la presencia de bordes 
de grano era una condición de mayor energía y que, por lo tanto, debería llevar a una 
condición de menor energía a la de un monocristal. 

Una estructura de granos es un resultado del compromiso entre los requisitos que 
operan entre las partes individuales, y los que justifican la ocupación del espacio (Smith, 
1981). 

La representación algebraica del perfil de equilibrio entre los granos se puede 
encontrar a partir de la suposición de que tres bordes se encuentren en un punto, una 
unión triple (Figura 1). En el equilibrio, la variación de energía libre es cero y por lo 
tanto, la ecuación que representa el sistema es: (ecuación 1) 

 γ1 - γ2 cos α2 - γ3 cos α3 + (dγ2/dα2) sen α2 + (dγ3/dα3) sen α3 = 0  (1) 

donde los términos [(dγ2/dα2) sen α2] y [(dγ3/dα3) sen α3] son llamados de torque. 
Cuando estos términos de torque son cero, la ecuación se reduce a: (ecuación 2) 

 γ1 - γ2 cos α2 - γ3 cos α3 = 0  (2) 

Suponiendo que la energía libre de superficie de los bordes es constante, γ1 = γ2 = γ3, 
se puede llegar a ángulos de equilibrio de 120º. Por lo tanto, en dos dimensiones, una 
estructura de equilibrio será aquella formada por hexágonos, que poseen contornos rectos 
(radios de curvatura tendiendo a infinito) y ángulos de equilibrio de 120º en sus vértices. 

γ2 
 

α
α2 

Grano 1Grano 2
γ1 
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γ3 

Figura 1. Encuentro de granos en una unión triple 

Bidimensionalmente, una estructura formada completamente por hexágonos es difícil 
de encontrar (Hu, 1981) por causa de la naturaleza estocástica de los granos. Así, en una 
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estructura granular, es muy común encontrar granos cuyo número de lados sea diferente 
de seis. Éstos, por lo tanto, tenderán a curvarse para que se consiga el ángulo de 
equilibrio de 120º.  

La consideración meramente mecánica para que una superficie curvada de un borde de 
grano esté en equilibrio, requiere que las fuerzas que actúan sobre ella se deban anular, es 
decir, que debe existir una presión del lado opuesto para balancear dichas fuerzas 
superficiales. Esta presión representa el potencial termodinámico para el crecimiento de 
grano. Llamándola ∆P, se tiene (ecuación 3): 

 ∆P = 2γ / ρ  (3) 

donde: ∆P: potencial termodinámico para el crecimiento de grano 
γ:    energía libre de superficie de borde 
ρ:   radio de curvatura  
De esta ecuación atribuida a Gibbs-Thomson (Shewmon, 1969), se puede concluir 

que: 
La curvatura de los bordes de grano promueve la migración preferencial de átomos de 

un lado para otro del contorno 
Los átomos del lado cóncavo del borde se mueven preferencialmente hacia el lado 

convexo.  
De esa forma, los bordes se mueven en el sentido de su centro de curvatura hasta que 

forme un arreglo estable en el cual no exista tendencia para su migración. Tal situación 
debe ser aquella en que el radio de curvatura tiende al infinito, o sea, cuando los 
contornos se vuelven rectos. 

Históricamente, se han utilizado dos caminos para estudiar los mecanismos que llevan 
al crecimiento de grano. Uno está relacionado con los mecanismos de migración de 
bordes de grano a escala atómica (mecanismo atomístico), mientras que el otro está 
relacionado con los aspectos físicos y topológicos de una estructura de granos 
(mecanismo no-atomístico). Las dos visiones no son totalmente separadas, sino que por el 
contrario, ambos planteos se pueden unir. 

Las teorías cinéticas de crecimiento de grano se pueden resumir (Higgins, 1974) como 
se observa en la ecuación 4: 

 V = M ∆P  (4) 

donde: V: velocidad de migración de los bordes de grano 
M: movilidad del contorno granular, definido como la variación de la velocidad de 

migración con el potencial termodinámico 
∆P: potencial termodinámico para el crecimiento de grano 

 

Los principales factores que influencian la movilidad de los bordes de grano son la 
diferencia de orientación entre los granos (Gleiter y Chalmers, 1972), la presencia de 
átomos soluto (o impurezas) (Aust y Rutter, 1959), la presencia de partículas de segunda 
fase y la temperatura (Porter y Easterling, 1981). 

2 MODELO 
El método de autómatas celulares (AC) describe la evolución discreta temporal y 

espacial en un sistema físico mediante la aplicación de una regla de transformación que 
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puede ser determinística o probabilística (Raabe, 1998). Mientras que el método de 
Monte Carlo (MC) permite simular el crecimiento de grano teniendo en cuenta los 
factores termodinámicos que influyen en sistema (Miodownick, 2002; Bigerelle e Iost, 
2002; Ivasishin et al., 2004; Cattaneo y Silvetti, 2007).  

La principal ventaja del modelo de AC, comparado con el modelo MC, es su 
característica de ser determinístico en la simulación. Es decir que las celdas del sistema 
se revisan una por una para determinar si ocurrirá o no una transformación. El estado de 
una celda en el paso t del AC está determinado por el estado de las celdas vecinas y su 
propio estado en el paso t-1. El método ya ha sido usado exitosamente en la simulación 
de varios procesos de evolución de microestructuras (Marx et al., 1999; Ding y Guo, 
2001).  

En este trabajo se presenta un modelo basado en un AC donde la selección de las 
reglas de transformación para cada celda están basadas en el método de MC. 

El sistema está representado por una matriz cuadrada de tamaño NxN. En cada sitio de 
la matriz se colocan valores entre 0 y 19, representando esos valores las distintas 
orientaciones de los granos.  

El algoritmo sigue los siguientes pasos: 
Se recorre cada sitio del sistema. 
Se intercambia el valor de la orientación del sitio seleccionado por el valor de la de 

uno de sus vecinos elegido al azar 
Se evalúa el cambio total de la energía asociada con el intercambio. 
Se calcula la probabilidad  p de transición de orientaciones. 
Se genera un número aleatorio ξ tal que 0 ≤  ξ < 1 
Se toma la decisión de intercambio, el cual es aceptado si ξ es menor o igual que la 

probabilidad de intercambio p. Para otro caso, el intercambio se desecha y la 
configuración inicial permanece inalterada. 

 
El cálculo de la energía libre del sistema se realiza mediante el uso del Hamiltoniano, 

que describe la interacción entre vecinos más próximos (ecuación 5): 

 ∑ −−=
ji

SS ji
JH )1(δ            (5) 

donde J es una constante positiva específica que mide la interacción del sitio de red 
con los sitios vecinos, en nuestro caso la energía de borde de grano; Si es una de las Qi 
orientaciones posibles del elemento i de la matriz y δSiSj es el delta de Kronecker, que 
vale 1 cuando lo que se compara (el vecino) es igual y 0 cuando es diferente (Figura 2). 
La suma se realiza sobre los n primeros vecinos, donde n es igual a 8 para una red 
cuadrada. 

La probabilidad de intercambio p, para un sistema gran canónico como el que se 
analiza en este caso, se basa en  el método de Metrópolis (Beichi y Sullivan, 2000). 
Ecuación 6. 

                (6) 
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donde: ∆U es la variación de la energía ocasionada por el cambio de orientación (∆U = 
∆H), kb es la constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta a la que se realiza el 
ensayo. 

Si asumimos que la migración de borde de grano ocurre por la transferencia de un 
átomo de un grano a otro (Gleiter y Chalmers, 1972),  debemos considerar que la difusión 
de borde de grano, es uno de los mecanismos atomísticos involucrado en el crecimiento 
de grano.  
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Figura 2: Cálculo de la energía libre de un elemento de la matriz (Qi = 2). 
a- En este ejemplo, Gi = 5 (cinco vecinos cercanos diferentes)  

b- Luego de un intento de reorientación a Qf = 1, la energía libre se reduce a Gf=3, y por lo tanto, la nueva 
orientación será mantenida. 

 
La probabilidad que un átomo a una temperatura T de ensayo difunda, respecto de la 

probabilidad de difundir a la temperatura del cambio de fase del sistema se indica en la 
ecuación 7:  
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B
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 (7) 

donde Q es la energía de activación para la difusión de borde de grano, y Tf la 
temperatura de cambio de fase del sistema. 

La inclusión de la difusión de borde de grano, puede ser considerada en el cálculo de 
la probabilidad de transición, en una forma similar al factor de movilidad de los sistemas 
texturados (Mehnert y Klimanek, 1996; ; ), 
multiplicando la probabilidad de Metrópolis 

Rollet et al., 1989 Cattaneo y Silvetti, 2007
por la probabilidad que un átomo a una 

temperatura T difunda, respecto de la probabilidad de difundir a la temperatura del 
cambio de fase del sistema, obteniéndose (ecuación 8) 
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Con lo cual la probabilidad  p de transición de orientaciones no sólo tiene en cuenta la 
energía de borde de grano, sino también la difusión de borde grano y la temperatura de 
cambio de fase del sistema.  

3 RESULTADOS 

3.1   Sistema Monofásico 
Para evaluar el funcionamiento del algoritmo propuesto, se simuló el crecimiento de 

grano, para distintos sistemas monofásicos y bifásicos a diferentes temperaturas. 
Los sistemas monofásicos estudiados son plomo, cobre y hierro en la fase ferrita 

(hierro α) , los parámetros utilizados para estos materiales son  
Plomo:  γ = 0,2 J/m2,  Q = 10 kcal/mol-1,  Tf = 600ºK 
Cobre:  γ = 0,53 J/m2,  Q = 17 kcal/mol-1,  Tf = 1357ºK 
Hierro α :  γ = 0,8 J/m2,  Q =  33 kcal/mol-1,  Tf = 1173ºK 
los valores de energía de borde de grano se tomaron de Martin y Doherty (1976) y los 

de la energía de activación para la difusión en borde de grano de Gleiter y Chalmers 
(1972). 

En la figura 3 se muestra cómo varía la probabilidad de difusión en borde de grano en 
función de la temperatura, para los tres materiales estudiados. 

 
Figura 3. Probabilidad de difusión en borde de grano en función de la temperatura para el plomo, cobre y 

hierro α 
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Del análisis de la gráfica de la figura 3 y la ecuación 8, vemos que la probabilidad de 
difusión en borde de grano tiene una importante influencia en la probabilidad p de 
transición de orientaciones, ya que permite diferenciar con claridad tanto el material que 
se está estudiando, como la temperatura a la que se realiza el ensayo. 

En las figuras 4, 5 y 6 se muestra la evolución de la microestructura para distintas 
temperaturas, para el plomo, cobre y hierro respectivamente. En ellas se grafica el 
cuadrado del diámetro medio de los granos en función del tiempo (ciclos de autómata 
celular). Se observa que la evolución de la microestructura es diferente para cada material 
y para cada temperatura de ensayo, lo que concuerda con lo reportado por datos 
experimentales (Martin y Doherty, 1976); además, se observa que el crecimiento de 
grano para un sistema monofásico responde a la relación expresada en la ecuación 9: 

  (9) ktDD += 2
0

2

donde D es el diámetro medio de grano al tiempo t y D0 es el diámetro medio inicial. 
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Figura 4. Crecimiento de grano isotérmico para el plomo monofásico 
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Figura 5. Crecimiento de grano isotérmico para el cobre monofásico 
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Figura 6. Crecimiento de grano isotérmico para el hierro alfa monofásico 
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3.2 Sistema Bifásico 
Los sistemas bifásicos considerados en este estudio son el plomo a 483oK y el hierro a 

1073oK; en estos sistemas se consideró la insolubilidad total de las partículas de segunda 
fase. Se varió la fracción volumétrica de partículas de segunda fase pero manteniendo el  
tamaño de partícula fijo en 2 micrones.  

En las figuras 7 y 8 se muestra la evolución del tamaño de grano para estos sistemas. 
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Figura 7. Crecimiento de grano isotérmico para el plomo bifásico 
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Figura 8. Crecimiento de grano isotérmico para el hierro alfa bifásico 
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Se observa que el tamaño de grano responde a la ley (ecuación 10) 

  (10) nKtD =

donde n es el exponente de crecimiento de grano, que disminuye a medida que 
aumenta la fracción de partícula de segunda fase, lo cual está de acuerdo con los datos 
experimentales (Martin y Doherty, 1976). 

4 CONCLUSIONES 
En este trabajo se desarrolla un modelo híbrido, que utiliza el método determinista de 

autómatas celulares y el método probabilístico de Monte Carlo, para analizar el 
crecimiento de grano de sistemas monofásicos y bifásicos.  

 En los tres  sistemas monofásicos estudiados, esto es  plomo, cobre y hierro en la fase 
ferrita, encontramos que la probabilidad de difusión en borde de grano tiene una 
importante influencia en la probabilidad p de transición de orientaciones. Ambas 
probabilidades se complementan y permiten identificar el material que se está estudiando, 
y la temperatura a la que se realiza el ensayo. Además, para cada material y para cada 
temperatura de ensayo, el modelo desarrollado indica que  el cuadrado del tamaño de 
grano depende linealmente con el tiempo, lo que concuerda con lo reportado 
experimentalmente en sistemas monofásicos. 

Al analizar cómo influye la presencia de partículas de segunda fase sobre el 
crecimiento de grano en el plomo, se advierte que a medida que se incrementa la fracción 
de partículas de segunda fase el exponente de crecimiento de grano disminuye. Esto 
coincide con el comportamiento experimental que indica que los bordes de grano se 
hayan fuertemente anclado cuando no hay disolución de precipitados. Este 
comportamiento que también se observa en el hierro α  bifásico, indicaría  que el  modelo 
desarrollado en este trabajo representa en forma acabada la evolución del tamaño de 
grano en materiales bifásicos. 
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