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Resumen. En este trabajo se trata de reducir el tiempo de computo en un programa de optimizacion no
lineal. Se utiliza el algoritmo FAIPA (Feasible Arc Interior Point Algorithm), de punto interior.
Partiendo de un punto situado en la region admisible va moviendose siempre dentro de esa region. El
calculo de la direccion de busqueda se hace a partir de tres direcciones basicas. Cada una de estas
resulta de resolver un sistema de ecuaciones algebraicas lineales. Los tres sistemas tienen la misma
matriz de coeficientes, diferenciandose solo en el vector de términos independientes. El tamafio de
estos sistemas es igual a la cantidad de variables de disefio mas el nimero de restricciones. Se propone
un resolvedor de tipo LDU (es decir a través de una factorizacion de la matriz, con L matriz triangular
inferior; D matriz diagonal y U matriz triangular superior). Como es sabido la factorizacién insume
una cantidad de operaciones del orden del cubo del tamafio de la matriz, y las sustituciones hacia
adelante y hacia atras una cantidad de operaciones del orden del cuadrado de ese tamafio. Para reducir
los tiempos de proceso, se realiza una descomposicién LDU por bloques. Esto redunda en una
importante ganancia de tiempo en procesamiento secuencial. Este esquema se utiliza para hacer la
resolucion en paralelo.
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1 INTRODUCCION

Diferentes procedimientos pueden ser usados en disefio 6ptimo de estructuras, tales como
técnicas de programacion no lineal, algoritmos evolutivos o procedimientos heuristicos.
(Hernandez Ibafiez, 1990; Penteado Dias, 1997; Estupifian, 1999). Un procedimiento que ha
mostrado ventajas para esto es el método de punto interior con busqueda a lo largo de un arco.
El algoritmo FAIPA (Feasible Arc Interior Point Algorithm) tiene la ventaja de generar un
conjunto de puntos admisibles, incluidos en la region de disefio (aunque no son optimos), de
manera de arribar a un punto optimo al finalizar el proceso.(Herskovits et.al., 2005).

El propoésito de este trabajo es presentar una posible modificacion de FAIPA usando
factorizaciones de tipo LDU por bloques y posibilitando realizar los célculos en paralelo,
(Golub y Van Loan,1996; Sun y Yuan, 2006). De esta manera pueden obtenerse importantes
reducciones en tiempo de corrida. El trabajo comienza con una descripcion del problema de
optimizacion no lineal. Luego se describe el algoritmo FAIPA y su implementacion paralela
por bloques. Finalmente se muestran algunos resultados numéricos y comparaciones entre las
resoluciones secuenciales y paralelas.

2 PROGRAMACION NO LINEAL

En general los problemas de optimizacién pueden expresarse como una programacion
matematica no lineal con restricciones.

Encontrar
Min f(Xx)
X

X)<0
Subject to 9(x) (1)

h(x)=0

R n

donde X € es el vector de variables de disefio; ¢ es la funcion objetivo f:% — %

g y h son vectores que contienen las restricciones, correspondiendo 9 al conjunto de
restricciones de desigualdad g:%" %™, y h al conjunto de restricciones de igualdad

h:o" o n P Enlo que sigue se supondra que f ,9, h y sus derivadas son continuas. Con

un subrayado se indican vectores y con subrayado doble, matrices.

El problema de disefio Optimo estructural se expresa como una funcién objetivo que
representa (por ej.) el peso estructural; las restricciones de desigualdad garantizan que no se
exceda un prefijado nivel de tensiones o de desplazamientos; y las restricciones de igualdad
representan las condiciones de equilibrio.

Aplicando las condiciones de optimalidad de primer orden de Karush-Kuhn-Tucker al
problema (1) se puede escribir:

Vi (x)+Vg(x)-2+Vh(x)-u=0 @)

G(x) 4 3)
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D(X) =0 (4)
a(x)<0 (5)
420 (6)

siendo 4 y £ Vectores de multiplicadores de Lagrange correspondiente a las desigualdades
y a las igualdades, respectivamente; g(x) una matriz diagonal tal que G (5) =0 (5)

Vg(x)eR™™ la matriz donde la i-esima columna es el gradiente de la i-esima restriccion en

desigualdad y V=h(5) e R™P la matriz donde la i-esima columna es el gradiente de la i-esima

restriccion en igualdad.

Aplicando el método de Newton (Herskovits y Santos, 1997) se llega al siguiente sistema de
ecuaciones lineales por bloques:

B W) || (y,-x) [wr(x)+vo(x) 2+vh(x)
also]le) | o |ie=df-- G (x)-4 W
(@] [ o [ o Jle® hlx)

donde B es la matriz Hessiana H(x, A, 1) = V> f (§)+§ﬂ, Vg, (5)+§yi Vi (x),y A una
- - - i=1 i=1
matriz diagonal tal que A = A

3 ALGORITMO FAIPA

Este método se basa en determinar tres direcciones de busqueda, que se obtienen
resolviendo tres sistemas de ecuaciones lineales en las variables primales-duales (variables de
disefio y multiplicadores asociados a las desigualdades y a las igualdades) (Herskovits et al,
2005).

El algoritmo FAIPA procede de la siguiente forma:

Paso 1) Célculo de la direccion de descenso admisible d .

La direccion d se obtiene por la expresion d =d, +pd,, donde d_o es una direccion de

descenso, %1 es una direccion de desvio y © esun pardmetro que garantiza que d es una

direccion de descenso admisible.

Pasol.1) Para definir las direcciones % y d

sistemas de ecuaciones lineales independientes,

1 es preciso resolver los siguientes
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¢ wox') Z“(Zk)_ 0 [vr(x)
f do — \7
g-[zg(xkﬂ g(xk) 0 |40y =12 (8)
K\ 2o —h(xk)
ESIEE
y
_ 8" Zg(ék) Zh(_xk)_ (k)
T [of} 0
afw()] [el) | o Jiap 1=
O Hq 0
o) | e | e o

Introduciendo nuevas variables de estado £ A S Jas matrices de los

sistemas (8) y (9) resultan simétricas. Estos quedan expresados:

Ay zé@o y 4

f [wlalot] o e
é-[zg(xkﬂt g(xk)-é 0 i =1_0 (10)
[Vh(xk):r 0 0 =0 _n()'(k)
y
_ Ek Zg(zk)-é Zh(_xk)_ )
T d 0
é'[zg(xkﬂ E(lk)'é 9 i - —% (11)
EGRER R

Ambos sistemas son ahora simeétricos y puede plantearse una resolucion con menor
numero de operaciones. Puede observarse que ambos sistemas tienen la misma matriz de

coeficientes.
Si Gl_0 =0 se detiene el proceso.

Paso 1.2) Se define la funcion ¢ R 0

donde ¢ es un vector de penalizacion cuyas componentes inicialmente valen 1 y se
modifica en cada iteracion de modo que si la componente i-ésima es C(i)<—1.2-,u0 (I)
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entonces se cambia al valor c(i)=-2- 4, (i) (Herskovits y Santos, 1997).

Paso 1.3) Para determinar el pardmetro £, se calcula el gradiente de la funciéon ¢
con respecto a las variables de disefio.

o 04 0 o |
V. == = = =
Y, (5) |: ox, X, ox, ox }

Si d,v, (x)>0 entonces
p = i 0,2 s (1) 0, v (x) 1, v ()|

de lo contrario

2

p =0 |dy|,

Y la direccion de descenso queda:
d=d, +pd,

Paso 2) Calculo de la direccion de basqueda a lo largo de un arco

Paso 2.1) Calculo de la direccion de descenso posible

W o= g,(x+d)-g,0-[vg,] -d i=12,...,m

W= h(x+d)-h ) -[vn] -d i=1,2,...,p

Paso 2.2) Secalcula d y 2 resolviendo el sistema de ecuaciones lineales,

)t e,
s o) | o [ -ja )

RN

Nuevamente, definiendo el vector
queda en la forma:

e m(alol)] e
ool ef)a | o [ - w9
RECY N :
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Una vez definido d se efectua la busqueda lineal sobre un arco.

Paso 2.3) Busqueda lineal sobre un arco.
Se busca un tamafio de paso t que satisfaga el criterio de busqueda:

mtin{¢(5(k) +t-g+t2 d)}

y que verifique las restricciones

gi(x(k)+t~g+t2~d~)£0 i=12,...,m

Paso 3) Actualizaciéon de los valores de variables de disefio, multiplicadores de Lagrange

A>0 'y matriz Hessiana (Herskovits y Santos, 1997).. Luego vuelve al primer paso del
algoritmo.

4 FACTORIZACION LDU POR BLOQUES Y PARALELIZACION

En la seccion precedente se describi6 el algoritmo de FAIPA para calcular las direcciones
de busqueda. En cada iteracion se resuelven tres sistemas de ecuaciones lineales con las
siguientes caracteristicas:

e Los sistemas (10), (11), y (13) tienen la misma matriz de coeficientes, simétrica.
Una unica factorizacion LDU es necesaria para los tres sistemas.

e Los sistemas (10) y (11) son independientes y pueden ser resueltos
simultaneamente. El sistema (13) precisa conocer la solucion de los dos anteriores.

4.1 Factorizacion LDU por bloques
En la iteracion k la matriz de coeficientes es:

k k k k
B Vg(x )-A Vb(x )
= 2 2
[nxn]
[nxm] [nxp]
K k K\t k k
A=A ve(x) | e(x)A" | o (14)
- - - - = [ . ]
— mxm mx
[mxn] [mxm] P
t k\!
vh(x) 0 0
& &
[pxm] [pxp]
[pxn] i

donde
e n es la cantidad de variables de disefio, m y p, la cantidad de restricciones de
desigualdad e igualdad, respectivamente.
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k
. E es la matriz Hessiana definida anteriormente, o bien una aproximacion obtenida

mediante la formulacibn BFGS modificada por Powell’s (técnica usada en
programacion secuencial cuadratica).

e Las matrices E(xk) y V=h(xk) son:

o9, . 09y an o oh ]

k ox, ox ) 24 %,
E(X ): .. v e v=h(l): “es cee
[nxm] % v agm [nxp] @ en ahp
OX, OX, | OX, oX, |

. k . . . .y
e La matriz A_es una matriz diagonal que contiene los multiplicadores de Lagrange
asociados a las desigualdades, y en la iteracion k

Alk .0
A
(e 0 ... AFK

m

k
e La matriz g(z ) es una matriz diagonal que contiene las desigualdades evaluadas en

la iteracion k
Glx )=
— 2 0 . g
[mxm] m

k
Factorizando la matriz A en blogues L DU se obtiene:

k k K K
B Vg(x )~A V_h()_() B _ o B
i e = —_—
[l [=m] [n=<p] 9 D, 9 9 U, YUy |Yy
t | — = = —
Ak = ék Vg (l(k) g(l(k) ék 9 = 9 ) 9 Dzz 9 9 Uzz Uzs
N N | — ¥ — — == —t==1=(15
[mxn] [mxm] [mxp] I A O 0 A 9 9 I D ( )
t =_| L = = =1L - - = _]
vih (f) 0 0
— = =
[pxn] [pm] [pxp] J

Este procedimiento por bloques es como sigue:
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k k
e Para el bloque [1,1] de é y teniendo en cuenta que B es simétrica y definida

positiva

t
k
Av=B =L, D, U, =L;- 11'|:L11:| (16)

k
e Parael blogue [1,2] de é

ﬂl% og.. (k)
(k) (k) % "o
A, =va(x") 2" - - LD, Uy
a7} . | 2R
_ﬂlaxn " ox, |

[nxm]

De esta ultima expresion obtenemos m sistema triangulares inferiores, con n incognitas
cada uno

t
gk 09k 99k
D . U = :ﬂ —_— ——  ees —— k:1,2,...
i = { 12}(:,k) {2}(:,@ “ {axl OX2 axn} " (17)

siendo {Un} ) la columna k de Lﬁ y {Alz}( ) la columna k de A, . Resolviendo los m
—/ (;,k — =/ (i _—

sistemas se tienen las m columnas de lﬁ

k

e Parael bloque [1,3] de ﬁ‘

(on o, o |

o, oh, oh,
A=) =l o a, e | =LiDaUs

o, oh, on,

[nxp]

De esta Gtlima expresion se tienen p sistemas triangulares inferiores, cada uno con n
incognitas.
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h h h t
ohg ohg ohy
| D = A =\ — s — k = 1, 2, e
U {ﬁ}(:yk) {_3}(:*) {axl OX2 axn} P

(18)
donde {lﬁ}('k) es la columna k de 13 y {AB} la columna k de Aj;

. Resolviendo
los p sistemas se tienen p columnas de U

k
Para el bloque [2,1] de

k
Para el bloque [3,1] de A

(19)
, analogamente,
t t
e I T 0
k
e Parael bloque [2,2] de ﬁ‘ se tiene

o
o
Il
I
|
C
_|._
.

NS
o
—~~

>
~—
¥
O
N
C
N

(21)
k
e Parael bloque [2,3] de é se tiene
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y de (20) se puede escribir:

t
L= D,, - U23:_L21'D11'|:L31:|

De esta Utlima expresion se tienen p sistemas triangulares independientes, cada uno con m

incognitas.
t
Dz {‘ﬁ}m :‘{i'i'[g } (=Lz..m 22)

t
donde {Lg}('k) es la columna k de U23 y {'—21 &[2}} la columna k que resulta

(k)

L,

N

-

t
del producto matricial Ly Dy, - ['—31} . A partir de aqui se obtiene 23 .

k
e Parael bloque [3,2] de ﬁ‘ , e calcula

[2] =Yy 2 Lp= [lﬁ} (23)

e Parael blogue [3,3] de é , Se tiene

-
+
13>
I

o

e R T e Y

3

De (20) y (23) se puede escribir

~é [ﬁ o, |L] iD:[iH

Dado que la matriz é es simétrica, usamos una factorizacion del tipo LDL'

t t t
IR [ [ Y O [

Los tres sistemas del algoritmo FAIPA se pueden expresar de la siguiente forma:

cC o py r i gh 1t © 2 0 0 8 A s o c¢c i a ¢ i 6 n
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. _ -
0 0| ]
= e o O O B B 7 I O Y I Y
— —t t t
0| o |p, C, b,
o o] LTI [0 o o] &) 8
donde:
Primer sistema Segundo sistema Tercer sistema
4% d, d, d
‘ , 4 4
c A A £
b, -Vf (x) 0 0
b, 0 -4 AW
b3 _h(ﬁ) Q _WE

Cada sistema se resuelve como tres sistemas de menor complejidad.

4.2 Estrategias de implementacion paralela

k

Para generar la matriz é se deben calcular las derivadas de g y de h con respecto a las
variables de disefio. Estas matrices se dividen en bloques de filas asignadas a diferentes
procesos. En otro nivel de paralelismo, los sistemas desacoplados triangular inferior, se
resuelven en diferentes procesadores. Finalmente los sistemas (10), (11) y (13) se calculan
también en dos procesadores.

5 EJEMPLO DE APLICACION

Como ejemplo de aplicacion se ha tomado una viga en estado plano de tensiones, con
espesor variable, de 10 cm de largo por 10 cm de ancho, con carga externa como se muestra
en la figura 1.

Se resolvio usando elementos finitos triangulares de tres nodos y con espesor variable. En
la figura 2 se muestran distintas mallas usadas.

El proposito es encontrar un disefio estructural éptimo con minimo peso y para el cual las
tensiones de Von Mises no excedan 800 kg/cm2. Las variables de disefio son los espesores
nodales y las variables de estado los desplazamientos nodales. Los espesores estan acotados
por 1cmy 0.1 cm. En todos los casos el espesor inicial es 0.5 cm.

Los espesores para el disefio Optimo se muestran en la Figura 3, y los resultados
principales estan en la Tabla I.
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300 [kg] 2.5[cm] | 300 [kg]
v
A
2.5[cm]
Slem] 10[cm]
2.5[cm]
v
< 10[cm] >
Figura 1: Problema mecéanico
Grid _4x4 Grid_8x8

NN

~ s

BN ™.,

om

Grid _16x16

Figura 2: Mallas de elementos finitos
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La Tabla Il muestra el tiempo de procesamiento para la solucion secuencial del sistema
completo; para la solucion secuencial realizada por bloques; y para la solucién paralela por
bloques. Se precisaron 109 iteraciones para convergencia para la malla de 16 x 16 elementos.
Para esta malla no se obtuvo la solucidn clasica secuencial del sistema completo hasta
convergencia. Los tiempos mostrados en la tabla corresponde a 10 iteraciones. Para
comparacion se muestran también los tiempos para 10 iteraciones obtenidos con la solucion
por blogues y paralela por blogues, ademas de aquellos para la convergencia completa. La
solucion paralela se obtuvo con 2 procesadores.

Grid _4x4 Grid _8x8

Range Thickness [am]

10
8
10.7
3]
0.6
E
a3
10.5
4
2
0

Grid_16x16

Figura 3: Espesores para el disefio 6ptimo
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Funcién Objetivo

Malla Iteraciones Igualdades Desigualdades
Valor inicial Valor final
grid_4x4 50 21.1778 28 42 75
grid _8x8 50 20.9950 50 150 243
grid _16x16 50 22.1443 109 554 867

Tabla 1: . Principales resultados para el problema de optimizacidn.

Tiempo procesamiento [s]

Malla Variables Tamafio
de disefio sistema Block LDL" paralelo
LU serial Block LDL" serial
Gris_4x4 67 184 74.91 54.43 56
Gris_8x8 231 624 2125.65 (*) 1156.08 (**) 1170
Gris 16x16 843 2264 (10 iter.) 14738.43 (10 iter.) 5557.28 (10 iter.) 3996.31

(109 iter.) 44505.13 (109 iter.) 32512.41

(***) (****)

(*) 2125.65 =35min 25655

(**) 19 min  16.083 s

(***) 44505.13s=12hs 21 min 4513 s
(***%) 32512.41 s = 9 hs 1 min 52.41 s

Tabla 2. Tiempo de procesamiento para el problema de optimizacion

6 CONCLUSIONES

En este trabajo se estudia la solucion del método FAIPA con el objeto de reducir el tiempo
de procesamiento. Los sistemas de ecuaciones para calcular las direcciones de busqueda se
pueden reducir a la factorizacion de una Unica matriz, seguido de tres sustituciones con
diferentes vectores independientes. Mas aun, la factorizacion LDL' se divide de forma de
realizar esta operaciones por bloques. Esto ha producido ganancia de tiempo de
procesamiento aun secuencialmente. Para pequefios sistemas no se observa una mejora en
tiempo de procesamiento, pero podra apreciarse en problemas mayores.
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