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Resumen La presencia de oxigeno en los tejidos tumoredetribuye a una mejor absorciéon de la
radiacion y por ende a una mayor efectividad @¢rathmiento por radiacion. La susceptibilidad de la
células cancerosas a la radiacion incrementa canrsénto de concentracion de oxigeno en el tejido.
Por tanto, se introduce oxigeno en el interior d#os exponiendo su superficie a altas
concentraciones y permitiendo que se absorba lastase alcance el estado estacionario. Una vez
alcanzado el estado estacionario se sella la scipedxterior y comienza el tratamiento con
radiacion. Al mismo tiempo, el oxigeno en el interdel tejido continla siendo absorbido y
consumido. La remocion del oxigeno altera el pedilacionario inicial y gradualmente el punto de
concentracion cero, se mueve hacia la superficitahgue el oxigeno desaparece por completo del
tejido. El planteo matematico que describe estegam constituye un problema en que el dominio de
trabajo varia en el tiempo. Se determina tal vanayg la cantidad de oxigeno presente en el dominio
que éste encierra, en geometria plana y esférica.
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1 INTRODUCCION

En el tratamiento de tumores, es un hecho conagigola presencia de oxigeno en los
tejidos contribuye a una mejor absorcion de laa@dn y por ende a una mayor efectividad
del tratamiento, dado que la susceptibilidad deéhsas cancerosas a la radiacion incrementa
con el aumento de concentracion de oxigeno eneuan

La técnica general consiste en introducir oxigemeletejido, exponiendo su superficie a
altas concentraciones, permitiendo que éste lorlbésbasta que se alcance el estado
estacionario. La superficie puede ser consideragla wna concentracion de oxigeno
proporcional a la de la fuente que lo introdujogl& disminuye hacia el interior hasta llegar a
cero en el punto mas interno. Una vez alcanza@stado estacionario se sella la superficie
exterior y comienza el tratamiento con radiaciohnmfésmo tiempo, el oxigeno en el interior
del tejido contindia siendo absorbido y consumidm.rémocion del oxigeno altera el perfil
estacionario inicial y gradualmente el punto deceotracion cero, se mueve hacia la
superficie hasta que el oxigeno desaparece porletnygel tejido.

El problema ha sido abordado por diversos aut¢tsck y Gupta, 1972; Berger et al.,
1975; Liapis et al., 1982; Byrne, 1999; FriedmaRsjtich, 1999; Aschieri y Turner, 2001,
Catal, 2003; Ahmed, 200@uienes plantean distintas formas de tratamiemtaoordenadas
cartesianas y esféricas, aunque mayoritariamentasgorimeras, con una razon de consumo
de oxigeno constante en el tiempo y utilizando rosdadimensionales.

El modelo matematico que lo representa respondenaadlelo difusivo en una ecuacion no
homogénea, debida precisamente a la razon de corgrioxigeno en el tejido, que puede ser
constante o variable con la concentracion de oxigam el tejido, cuya resolucion puede
encararse mediante un algoritmo de calculo queenguie tal dependencigZerroukat y
Chatwin, 1994)

En este trabajo se presenta el tratamiento delgimaben forma sistematica, con vistas a
obtener la concentracion de oxigeno en el tejidu ydependencia con los parametros que
influyen en el consumo de éste en el interior dehmo.

2 FORMULACION MATEMATICA'Y PLANTEO DEL PROBLEMA

El problema fisico resulta completamente descrit |2 ecuacion de difusion no
homogénea. EI mismo puede ser planteado en cuakisiema coordenado. En particular, en
este trabajo se presenta la geometria plana y flxices que responden al planteo
unidimensional en coordenadas cartesianas y esdériespectivamente.

En ambos casos, las condiciones fisicas a tena@uenta son la cantidad de oxigeno
presente en el tejido, su concentracion y la pasiimite de absorcion del mismo, la que al
ser variable en el tiempo, es una incognita adatigmor lo que constituye un problema de
frontera libre. Por ello, serd necesario determgmanjuntamente la posicion de tal frontera
denotada cos(t) y la concentracién de oxigeno presente en el domime ella encierra. Este
limite se determina evaluando la concentracionxdgenmo en el interior del tejido; cuando
ésta es nula queda determinada la posicion deotaetkfa, es decir la permanencia de oxigeno
en el tejido.

Denotando com a la concentracion de oxigeno, dora su difusividad en el tejido y con
f(c) a la funcidon que determina el consumo de oxigenel &jido, se establece la ecuacion de
difusién en cada geometria estudiada. La conceditraicial Co, funcion de la respectiva
coordenada, es maxima al inicio del proceso. Bblproa queda completamente descrito por
la ecuacion de difusion en las respectivas coondnécartesianas o esféricas) sujeto a las
correspondientes condiciones iniciales y de cootorn
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2.1 Geometria plana.

El modelo matematico del problema, correspondeeguacion de difusion unidimensional
en coordenadas cartesianas (@jesujeto a las correspondientes condiciones imisigl de
contorno, las que se expresan en las ecuacitpagq)

ac _ 62c_
a_Dat_2 f(c) 0<x<g(t) t>0 (1)
c(x,0)=Cp(x) 0< X< X9 (2)
c(0t)=0 t>0 3)
%(O,t):o t>0 (4)
((DD=TZ((HN=0 >0 (5)

S0)=xg t>0 (6)

En estas ecuaciongg denota la distancia a la que ha penetrado el naiga el tejido, la
que inicialmente coincide con la posicion de lafevas(0) ent=0.

Debido a que el oxigeno es absorbido hasta alcaheatado estacionario, el valorngee
determina anulando la derivada temporal en la éandt), el que resultard dependiente de la
cantidad de oxigeno absorbido por el tejido.

Se ha trabajado considerando que la funfidnes constante o es una funcion lineal de la
concentracion. En el primer caso, se ha tonféjeb, en el segundf(c)=ac+b, conayb
positivos. Obsérvese que corffo) esta dado en unidades de % de concentracién padin
de tiempo [%/seg], entoncdsesta dado en estas unidades mientrasagasulta en unidades
de la inversa del tiempo. Se ha consideradoxgualcanza dos posibles valores: 10 y 5 cm.
Con ellos se ha evaluado el coeficignteuando la funciéf(c)=b, lo que ha arrojado valores
de 0.0008 y 0.032, respectivamente. El coeficiante ha tomado en 0.0001 y 0.0005, para
ambos valoreb, los correspondientes valoresxdese muestran en la Tabla 1.

Tabla 1: Valores de los coeficientes a, b y deelaefracion iniciak,

b a Penetracion inicia=xg) (m)

(% segd’) (segh) f(c)=b f(c)=ac+b
0.0008 | = ---—--- 010 | e

0.0008 0.0001 | = ------- 0.066

0.0008 0.0005 | = ------- 0.043
0.0032 | = ---—-- 005 | @ -

0.0032 0.0001 | = ------- 0.042

0.0032 0.0005 | = ------- 0.031

Es de hacer notar que si la funcifin) fuera exponencial, para pequefios valores del
exponente la funcion lineal utilizada constituya lnmena aproximacion.

La resolucion del problema estacionario lleva arédaciones entre los coeficientey b,
conx,, Co y D, que se expresan en las ecuacioney (8).
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2C,D
< ™)

Si f(c)=ac+b xoz\/gln[aio +1+\/a(;° (2+%}] )

2.2 Geometria esférica

Si f(c)=b x§=

El modelo matematico del problema, correspondeeauacion de difusion en coordenadas
esféricas, con simetria angular, es decir solordbpdel radia, sujeta a las correspondientes
condiciones iniciales y de contorno, las que seesgn en las ecuacion& & (14)

oc_ |1 0 o0c)|_
E—D[r—zg(r Eﬂ fc)  O<r<st) >0 ©)
c(r0)=Cq(r) 0<r<ry (10)
c(0,t)=0 t>0 (11)
%(O,t):o t>0 (12)

oc
o(S()) =" (()1) =0 t>0 (13)
50)=0 t=0 (14)

En estas ecuacion®&s denota el radio total en que el oxigeno se harelga dentro del
tejido, la posicion de la frontera libre se tomiaimimente en el centro de esta esfera.

Debido a que el oxigeno es absorbido hasta alcahzstado estacionario, el valor Be
se determina anulando la derivada temporal endaocgan 9), el que resultara dependiente de
la cantidad de oxigeno absorbido por el tejido,casio de la difusividad y de la razon de
consumo de oxigeno dado por la expresiofiae

En este caso se ha considerf{dp=b, conb constante, de modo qégresulte igual a5y
7.5 cm, lo que arroja valores degualesa 0.0096 y 0.0043, respectivamente.

La resolucion del problema estacionario lleva eelacion del coeficientb, conR,, Co y

D, que se expresan en la ecuacit®),(dondecy es la concentracion inicial en el borde de la
tumoracion, es decir &ry.

6CoD
R§= 2

(15)

3 MODELO DE CALCULO Y RESULTADOS OBTENIDOS

En ambas geometrias se ha trabajado con un moelsindlacién numérica en diferencias
finitas explicitas, utilizando el lenguaje MATLABue permite obtener la concentracion para
cada par de valores de la respectiva coordenataess,t) 6 (r,t) de acuerdo a la geometria.
El valor deCy, se ha fijado en 100 a fin de uniformizar los clds y observar, en los
resultados, cuanto ha disminuido porcentualmentenaentracién de oxigeno en el tejido.

Los resultados obtenidos se presentan eRritagasl a6 para coordenadas cartesianas y
en lasFiguras7 y 8 para las esféricas. En todas ellas en la page muestra la concentracion
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en funcion de la posicidon, a distintos tiempos,ddeque se ha suspendido el ingreso de
oxigeno en el tejido, mientras que la péxtee exhibe la concentracion en funcion del tiempo,

a distin

tas profundidades, medidas desde el barde thimoracion. La posicion de la frontera

para ambas coordenadas se presentaféguea 9

En |

a Figura 1 se muestra la concentracion de oxigeno en alotgyara el caso de

geometria lineal cof{c)=b=0.0008, con este valgg resulta igual a 10 cm.
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Figura 1: Concentracion para geometria linealf¢@rb=0.0008.

a Figura 2 se muestra la concentracion de oxigeno en alotgyara el caso de

geometria lineal cof{c)=ac+b=0.000L+0.0008, con este valgs resulta igual a 6.6 cm.
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Figura 2: Concentracion para geometria linealf@rac+b=0.0001+0.0008.

En la Figura 3 se muestra la concentracion de oxigeno en alotgyara el caso de
geometria lineal coffc)=ac+b=0.000%+0.0008, con este valgg resulta igual a 4.3 cm.

En la Figura 4 se muestra la concentracion de oxigeno en alotgyara el caso de
geometria lineal cof{c)=b=0.0032, con este valag resulta igual a 5 cm.
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Figura 4: Concentracion para geometria linealf@rb=0.0032

En la Figura 5 se muestra la concentracion de oxigeno en alotgyara el caso de
geometria lineal coffc)=ac+b=0.000L+0.0032, con este valgg resulta igual a 4.2 cm.
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Figura 5: Concentracion para geometria linealf¢@rac+b=0.000%£+0.0032
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En la Figura § se muestra la concentracion de oxigeno en elotgyara el caso de
geometria lineal cof{c)=ac+b=0.000% +0.0032, con este valgs resulta igual a 3.1 cm.
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Figura 6: Concentracion para geometria linealf@@rrac+b=0.000%+0.0032
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En lasFiguras 1a6 se observa que la concentracién depende fuerterderibs valores de
los coeficientesa y b. Cuanto mas pequefio es el valorajemayor es la penetracion de
oxigeno en el tejido, asi como su permanencia; ifonm ocurre con el valor de para un
dado valora.

En la Figura 7 se muestra la concentracion de oxigeno en alotgyara el caso de
geometria esférica cdfc)=b=0.0096, con este vald¥, resulta igual a 5 cm. En ella, en la
partea, se presenta la concentracion en funcién de lipaspara distintos tiempos y en la
parteb la concentracion en funcion del tiempo para diasiprofundidades en el tejido.
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Figura 7: Concentracion para geometria esféricd(cprb=0.0096.

En la Figura 8 se presenta la concentracion de oxigeno en idbtgjara el caso de
geometria esférica cdiic)=b=0.0043, con este valdk, resulta igual a 7.5 cm. En ella, la
partea, muestra la concentracién en funcién de la pasipigra distintos tiempos desde que
se cortd el suministro de oxigeno y la pabteen funcién del tiempo para distintas

profund

idades.
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Figura 8: Concentracion para geometria esférice(cprb=0.0043.

En lasFiguras 7y 8 se observa que la concentracion, depende fuertendeh valor del
coeficienteb. Cuanto mas pequefio es éste, mayor es la corméntde oxigeno en el tejido,
asi como su penetracion en el mismo.

En laFigura 9 se muestra el limite de penetracion de oxigenel ¢gjido en funcion del
tiempo, correspondiente a la geometria plana, foai@s los casos analizados. La leyenda de
cada figura corresponde a la utilizada en cada e&$d-1, corresponde al caso presentado en
la Figura 1, F2, al presentado en la Figura 2, etc.

0,12
_ 0,1 3 X X X X X X X y
£ 0,08 X
S X
8 0,067 O 00O X
2 X
: °°“m%
o A o

0,02 1 *}r% X % «

+ § o
0 b= ; = ‘ T T *—
0 3 6 9 12 15

tiempo (horas)

x F1 o F2 +F3 x F4 a F5 o F6

Figura 9: Penetracién de oxigeno en el tejido fmaggeometria plana.

En laFigura 10 se muestra el limite de penetracion de oxigenel &jido en funcién del
tiempo, correspondiente a la geometria esfériaa, lpa dos casos analizados. La leyenda de
cada figura corresponde a la utilizada en cada, ea$d-7, corresponde al caso presentado en
la Figura 7 y F8, al presentado en la Figura 8.

En lasFiguras 9y 10, puede verse también la dependencia ya obseneatiafdncionf(c)
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en las graficas de concentracion en funcién de dsicn y del tiempo, para ambas

geometrias.
0,08 T
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© - -
(&) X - -
8 0,047 xx « -
8 X X
L 0,02 . -
m -
O T \X T
0 0,5 1 15 2 2,5

tempo (horas)
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Figura 10: Penetracion de oxigeno en el tejido [zageometria eférica.

4 ANALISIS DE RESULTADOS

En ambas geometrias se observa la dependencia aadantracion y permanencia del
oxigeno en el tejido en funcién de su razén de s

En este punto, es util sefalar que se ha tomad@alon maximo de 10 cm de penetracion
de oxigeno en el tejido a fin de poder evaluar empnencia dentro del mismo. El tiempo
empleado para el célculo fue el necesario pararadoska completa absorcion de oxigeno en
el tejido. Por otra parte, el val@=100, asignado a la cantidad inicial de oxigenomjie
obtener rapidamente el porcentaje de permanenda pérdida de oxigeno en el tejido,
directamente del grafico.

En particular, en la geometria plana, tal como puegtse en lafiguras 1a 6, y en la
Figura 9 si el consumo de oxigeno es una funcién lineahesmanencia en el tejido depende
no soélo del coeficiente independiente de dicha iumcsino del que acompafia a la
concentracion; a medida que éste aumenta, dismilaugantidad de oxigeno. Se observa
también que en los casos analizados, éstos cymstittna aproximacion a la situacion en que
dicho consumo sea de tipo exponencial, dado elgfegualor del coeficienta.

En la geometria esférica, se han considerado att®eradio de 5y 7.5 cm, que implican
un didmetro de la tumoracién de 10 y 15 cm, resmeoente, con el propdsito de contar con
un espesor que permita evaluar la penetracionopmsumo de oxigeno en el tiempo. Tal
como puede verse en l&$guras 7 8 y 10, la cantidad de oxigeno presente en el tejido
depende fuertemente de la razén con que se condlada, por el coeficiente en la
expresion de la ecuacion de difusion. Valores mendel radio hacen que la concentracion
de oxigeno en el tejido caiga rapidamente, en méaama hora.

Comparando las dos geometrias estudiadas, se alipseva cantidad de oxigeno guarda
una estrecha dependencia con la forma de la tumarac
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5 CONCLUSIONES

El modelo numérico utilizado para el calculo peerevaluar rapidamente la cantidad de
oxigeno presente en el tejido en funcion del tiempodeterminar su consumo,
consecuentemente permite también obtener la distdb de oxigeno en el tejido.

Los valores asignados a la penetracion inicial xigemo posibilitan la evaluacion de la
permanencia del oxigeno en el tejido. El valor tdmpara la concentracion en la superficie
permite determinar rapidamente la cantidad de oxigeesente y con éste, su consumo.

Como consecuencia del esquema de procesamientagioaméos resultados obtenidos se
ha logrado poner en evidencia la dependencia ytskaesd de la concentracion con la razon
de consumo de oxigeno, tal como puede verse diglaas que muestran la concentracion de
oxigeno en funcion de la posicion y del tiempo ma@a geometria.

En base a los modelos de calculo pueden plantgmoddemas que involucren otras
razones de consumo de oxigeno, tales como la emp@aheo cualquier otra que sea
dependiente de la concentracion. En particularpretende hacer esto con la geometria
esférica, donde las expresiones de este consumdempueonducir a la resolucion de
ecuaciones diferenciales mas complicadas, come IBa$sel, en el caso de que exista un
consumo lineal dependiente de la concentracion.
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