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Compensación 

Resumen. En este trabajo se presentan soluciones óptimas por mínimos cuadrados (incluyendo la 

Minimun Norm Least Square Solution) de la compensación de una red geodésica libre bidimensional 

en un modelo singular de Gauss-Markov que incorpora en forma explícita en sus ecuaciones de 

restricciones mínimas del datum a cuatro parámetros de una transformación plana de Helmert: dos 

traslaciones ; una rotación diferencial, y un cambio de escala.  

Estos parámetros de transformación permiten vincular el marco de referencia formado por las 

coordenadas aproximadas de los puntos de la red con el marco de referencia formado por las 

coordenadas compensadas o ajustadas. 

Como ejemplo numérico, el método desarrollado se aplica en la compensación de una trilateración 

bidimensional compuesta de seis puntos. 
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1  INTRODUCCIÓN  

Una red geodésica es una estructura que involucra observaciones e incógnitas necesarias 

para describir la superficie y el campo de gravedad de la Tierra y sus variaciones temporales.  

Esta definición puede ser ampliada si incluimos la totalidad de las actividades económicas 

y de organización, que se encuentran en estrecha conexión con la producción de una 

estructura determinada. 

Diferentes sistemas de referencia geodésicos de nivel local, regional o global pueden ser 

utilizados para la descripción de la superficie de la Tierra mediante las coordenadas de un 

conjunto de puntos físicos.  

Marcos Convencionales de Referencia Terrestre (CTRF) realizados mediante redes 

geodésicas globales que utilizan técnicas de la Geodesia espacial son usados en la actualidad 

para investigar terremotos, movimientos tectónicos, cambios en el nivel medio del mar, 

volcanes y la dinámica del manto y la corteza terrestre.  

En este sentido, en las estrategias observacionales del programa integrado para la ciencia 

solida de la Tierra del “Solid Earth Science Working Group” (SESWG, NASA) se incluyen 

las redes geodésicas espaciales y el Marco Internacional de Referencia Terrestre (ITRF). 

En este trabajo, analizaremos algunos aspectos relacionados con la definición y realización 

de un Sistema Convencional de Referencia Terrestre (CTRS) en el contexto de la definición 

del datum en la compensación de una red geodésica libre.  

El cálculo de compensación consiste fundamentalmente en adaptar modelos matemáticos a 

datos empíricos (Grafared, E., et.al., 1993) 

Los modelos que utilizaremos para  compensar están basados en las coordenadas de los 

puntos físicos de una red geodésica bidimensional y en las observaciones que se realizan entre 

los puntos. 

De acuerdo al Servicio Internacional de Rotación de la Tierra y Sistemas de Referencia 

(IERS) : a) un Sistema Convencional de Referencia Terrestre (CTRS) es definido por el 

conjunto de todas las convenciones, algoritmos y constantes que proveen el origen, escala y 

orientación del sistema y su evolución en el tiempo ; b) Un Marco Convencional de 

Referencia Terrestre (CTRF) es definido como un conjunto de puntos físicos con coordenadas 

determinadas precisamente en un específico sistema de coordenadas y es una realización de 

un ideal Sistema de Referencia Terrestre (TRS). (McCarthy, D. y Petit, G.,2004). 

Un TRS es un objeto matemático inaccesible e invariable mientras que un TRF es 

accesible y perfectible. (Altamimi, Z.,et.al.,2002) 

Según el National Geodetic Service (USA) un datum  geodésico es un conjunto de 

parámetros y constantes que definen un sistema de coordenadas, incluyendo su origen, su 

orientación y escala, en tal forma que sean accesibles para aplicaciones geodésicas 

(Jekeli,C.,2003).  

Conceptualmente esta definición incluye la definición de un sistema de referencia y su 

realización, es decir, el marco de referencia (Jekeli,C., 2003). 

Por lo tanto, consideraremos que un datum geodésico es el conjunto de todas las 

convenciones, algoritmos y constantes necesarias para  definir y realizar el origen, 

orientación , escala y evolución en el tiempo de un TRS en tal forma que sean accesibles.  

En consecuencia, un datum geodésico provee al usuario de accesibilidad a una primera 

realización del TRS y las coordenadas compensadas de la red geodésica proveen de 

accesibilidad a un mayor número de usuarios, a una posterior realización del TRS. 
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En particular, los Sistemas Globales de Posicionamiento Satelital (GNSS) proveen marcos 

de referencia de una extensión global. En la actualidad, un número creciente de usuarios usan 

estos marcos en un amplio espectro de aplicaciones. 

Consideraremos como parámetros incógnitas en la compensación de una red geodésica a 

las coordenadas de sus puntos físicos en un Sistema de Referencia Terrestre bidimensional 

cartesiano ),( yx : ),( yxTRS  y como observaciones a las  mediciones que vinculan los puntos 

de la red. 

Teniendo en cuenta está forma de parametrización, nos referimos a una red geodésica libre 

como aquella red que tiene como parámetros incógnitas en la compensación a las coordenadas 

de sus puntos físicos y en la cual para una dada época, el origen, la orientación o la escala del 

TRS no están definidos, originando – teniendo en cuenta la definición anterior de datum 

geodésico- , un defecto de datum. 

Esta circunstancia es frecuente en redes que no están conectadas a puntos “fijos” o de 

mayor orden externos. 

Sin embargo, debe tenerse en cuenta que se puede compensar una red sin considerar a  las 

observaciones inmersas en un particular sistema de referencia.    

Teniendo en cuenta lo expresado, mostraremos en forma explícita en la compensación de 

una red geodésica libre cómo se puede establecer un datum geodésico para definir y realizar 

para una dada época la posición, orientación y escala de un ),( yxTRS  utilizando parámetros 

de una transformación de Helmert, y coordenadas de un TRF. 

Esto será realizado en el contexto de la aplicación del método de mínimos cuadrados en un 

Modelo Singular (con defecto de datum) de Gauss-Markov para la compensación de una red 

geodésica libre bidimensional. 

De particular interés son los parámetros de una transformación plana de Helmert o de 

semejanza: dos traslaciones yx tt , ; una rotación diferencial d , y un cambio de escala )1( ds  

que vinculan el marco de referencia formado por las coordenadas aproximadas o “a priori” de 

los puntos de la red con el marco de referencia formado por las coordenadas compensadas o 

ajustadas.  

2  SOLUCIONES OPTIMAS EN LA COMPENSACION DE UNA RED GEODESICA 

LIBRE 

Para compensar una red geodésica libre utilizaremos el método de mínimos cuadrados en 

el siguiente Modelo Singular (con defecto de datum) de Gauss-Markov (SGMM): 

        Aey     ,  nmqAr :)(  , qmd : , }){:,0(~ 12

0 yDPe                            (1) 

con :   

n número de observaciones ; m número de parámetros incógnitas ; 1mx vector de                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

parámetros incógnitas (incrementos) ; 1nxy vector de las observaciones (incrementos) ; 

  2
0 factor de la varianza ; nxmA matriz de “Diseño” ó de coeficientes (“Jacobiano”) ; 

r rango ; 1nxe vector de errores aleatorios de observación (incógnita), se considera que su 

esperanza matemática es cero; d  número de defectos de datum ; D Dispersión ; 

nxnP matriz de peso positiva-definida ; o orden. 

El nmqAr :)(  refleja la falta de definición para una dada época de la posición, 

orientación ó escala del TRS. 
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La deficiencia de rango qmd :  ó número de defectos de datum es igual al número de 

parámetros adicionales que son necesarios para definir para una cierta época, el origen, la 

orientación ó la escala del TRS 

Basados en el principio de mínimos cuadrados pesados: 

                            


 min)()(
22

 AyPAyAyePee T

PP

T                                      (2)                                                                              

A partir de (1) y (2) se llega a un sistema de ecuaciones normales singular, ya que  

mqArNr  :)()(   : 

cN ̂  , mqNr )(  , 0N                                                                                                 (3)                                                       

con, 

 

PAAN T: = Matriz Normal 

PyAc T:   

Se obtendrá una única solución  ̂  si se introducen ""l  restricciones adicionales de la 

forma: 

                                         0
ˆ xK       , lxmKo )( , qmlKr )(                                        (4) 

y si se cumple la condición :  

                    mTT ARKR  )()(                                                                                           (5) 

siendo, 

       }/{)( lTT KKR    ;  mTKR )(   ; lKrKR T  )()(dim                                          (6) 

       }/{)( lTT AAR    ;  mTAR )(   ; qArAR T  )()(dim                                             (7) 

o una de las siguientes condiciones equivalentes : 

             mKAr TT ],[  ; m
K

A
r 








; KKN T regular ;   mTT KAR ,                         (8) 

Por lo tanto, para introducir (4) se elimina el defecto de datum agregando la condición 

0xK  en (1) bajo el cumplimiento de (5). 

Entonces, el modelo (1) se transforma en:   

                 Aey     ,  nmqAr :)(  , qmd : , }){:,0(~ 12

0 yDPe                   (9) 

                 0xK       , lxmKo )( , dlKr )(  , mTT ARKR  )()(     

La solución por mínimos cuadrados pesados ̂  (W-LESS : Weighted LEast Squares 

Solution) se basa en la función objetivo: 

                        



,

0 min)(2)()(:),(  xKAyPAy TT
                             (10) 

Siendo el vector   de )1(lx los multiplicadores de Lagrange. 

                              0ˆˆ
2

1





cKN T




                                                                   (11) 
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                             0ˆ
2

1
0 




xK




 

 De las ecuaciones normales extendidas equivalentes: 

 

                                       
0

ˆ)( QxKQKK TT                                                                  (12) 

                               
0

ˆˆ)( QxKcKQKKN TTT    

Se obtienen las coordenadas compensadas: 

                            ][][ˆ 1

0

1111 cKNxKKNKNcN K

T

K

T

KK

                                         (13) 

Con: )(: QKKNN T

K    regular  y  qmQ   : cualquier matriz positiva-definida 

Si en (9) se considera que qmdl  : , entonces las ecuaciones 0xK  se denominan 

restricciones mínimas de datum y la solución por mínimos cuadrados pesados ̂  se encuentra 

a partir del modelo: 

             Aey    ,  nmqAr :)(  , qmd : , }){:,0(~ 12

0 yDPe                       (14) 

             0xK   , dxmKo )( , dKr )(  ,                                 

             
mTT KRAR  )()(     

            )( TAR y )( TKR son subespacios complementarios en m  

Para encontrar una óptima elección de K  que minimize la }}ˆ{{ Dtr ó parte de ella,  se 

define una matriz E mediante la relación de ortogonalidad : 

                                 0TAE  , dxmEo )(  , dEr )(                                                 (15) 

En consecuencia: 

                                    mTT ERAR 


)()(                                                                  (16) 

Entonces, la solución óptima por mínimos cuadrados opt̂   de una red geodésica libre 

(Schaffrin, B.,1985) se encuentra a partir de un modelo que incluye a las restricciones óptimas 

mínimas  de datum en la forma 0xE  , )( EK  , es decir: 

             Aey    ,  nmqAr :)(  , qmd : , ),0(~ 12

0

Pe                                     (17) 

             0xE    

            0TAE  , dxmEo )(  , dEr )(                           

            
mTT ERAR 



)()(  

La solución es (Schaffrin, B.,1985): 

                      0

11 )()(ˆ xEEEcQEEN TTT

opt

                                                         (18) 
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            NEQEEEEEQEEND TTTT

opt

2

0

12

0

12

0 )()(}ˆ{                     

       La Seudoinversa de N  es EQEEEEEQEENN TTTT 11 )()(    

 min}}ˆ{{ optDtr  ; 
10 dx

x : es un vector arbitrario ; qmQ  : es una matriz positiva-definida 

Sí en (17) 110 0dxdx
x   se obtendrá una clase particular de solución óptima llamada 

Solución por mínimos cuadrados pesados con norma mínima ( MINOLESS: MInimun NOrm 

LEast Square Solution) 
ml̂  . Es decir 

ml̂  surge  del modelo (17) modificado: 

      Aey    ,  nmqAr :)(  , qmd : , ),0(~ 12

0

Pe                                             (19) 

     10dxE    

     0TAE   dxmEo )(  , dEr )(                    

      mTT ERAR 


)()(  

La solución es (Schaffrin, B.,1985):  

                            cNcQEEN T

ml

  1)(̂   ,  optml  ˆˆ                                            (20) 

                            LESS} es ˆ/ˆmin{ˆˆˆ
22

  ml

T

mlml               

                            ND ml

2

0}ˆ{      con   min}}ˆ{{ mlDtr   

3  DATUM. MARCOS DE REFERENCIA Y PARAMETROS DE    

TRANSFORMACION  EN LA COMPENSACION DE UNA RED GEODESICA 

LIBRE BIDIMENSIONAL 

Consideremos una red geodésica libre formada por “ k ” puntos físicos iP  con 

coordenadas ),( ii yx , ki  ...1  en el ),( yxTRS , y conectados mediante “ n ” observaciones, y 

no estando definida para ninguna época la posición, orientación y escala del ),( yxTRS .  

Además, consideremos disponibles  las coordenadas ),( 00

ii yx , ki  ...1   de un marco de 

referencia “a priori” ó “aproximado” ),( 00 yxTRF .  

Para compensar, utilizamos el método de mínimos cuadrados en el modelo singular de 

Gauss-Markov (SGMM) dado en (1): 

    Aey     , nmqAr :)(  , qmd  4: , }){:,0(~ 12

0 yDPe                         (21) 

T

kkmx dydxdydx ], ...,[ 111   ; 
0

iii xxdx   ; 
0

iii yydy  , ki  ...1 , km 2  
0

111 mxmxmx XX    

1mxX Vector de coordenadas (parámetros) incógnitas de iP   en el ),( yxTRS  
T

kkmx yxyxX ], ...,[ 111   

0

1mxX Vector de coordenadas de iP  del disponible ),( 00 yxTRF  
T

kkmx yxyxX ], ...,[ 000

1

0

1

0

1   

J.L. VACAFLOR2866

Copyright © 2008 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



 

La deficiencia de rango ó número de defectos de datum qmd  4:   nos muestra que 

para definir el origen, orientación y escala del ),( yxTRS es necesario introducir  cuatro 

parámetros adicionales. 

Como se explicó en la sección anterior, será suficiente con introducir en (21) las 

restricciones mínimas de datum: 

                           
14014 xmxxm xK  , 4)( Kr                                                                      (22) 

Para eliminar el defecto de datum y obtener una solución única ̂ . 

Introduciendo (22) en (21) y de acuerdo a (14), la solución por mínimos cuadrados pesados 

̂  se encuentra a partir del modelo: 

         Aey    , nmqAr :)( , qmd  4: , }){:,0(~ 12

0 yDPe                        (23) 

        0xK   , xmKo 4)(  , 4)( Kr  ,                                                         

        
mTT KRAR  )()(     

A continuación, mostraremos en forma explícita cómo las restricciones mínimas de datum 

14014 xmxxm xK  de (22) ó (23) pueden definir y realizar para una dada época la posición, 

orientación y escala del  ),( yxTRS  utilizando: a) valores adoptados para cuatro parámetros de 

una transformación plana de Helmert, y b) las coordenadas del marco ),( 00 yxTRF .  

Si consideramos como modelo de transformación de  las coordenadas del ),( 00 yxTRS al 

),( yxTRS , a una transformación Euclideana de semejanza de cuatro parámetros o Modelo de 

transformación plana de Helmert (se adopta la convención “right-handed” para los ejes) se 

tiene:  

                          














 




























0

0

0

0
.

1

1
.

y

x

d

d
ds

t

t

y

x

y

x

y

x




                                                 (24)    

Siendo los cuatro parámetros de la transformación: dos traslaciones xt  y yt ; una rotación 

diferencial d (del ),( yxTRS ), y un factor de escala .ds que se agrupan en el vector 14 xPT :  

                                        T

yx dsdttPT ],,,[                                                                  (25) 

Quedará definida la posición, orientación y escala del ),( yxTRS para una dada época sí se 

define su situación relativa respecto del ),( 00 yxTRS .  

Esto se logra, si para los parámetros de transformación xt , yt , d  y ds  de (24) ó (25) se 

adoptan los valores: 
*

xt ,  *

yt , *d  y *ds respectivamente.  

O sea, si por definición se establece que: 

                                  *PTPT                                                                                   (26) 

                                    ],,,[ ***** dsdttPT yx                     

Entonces , para ),( ii yx , ),( 00

ii yx , ki  ...1  de acuerdo a (24) y (26): 
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                              














 































0

0

*

*

*

*

*

0

0

.
1

1
.

i

i

y

x

i

i

i

i

y

x

d

d
ds

t

t

y

x

y

x




                                    (27a)  

                          




























 










*

*

*

*

00

00

.
10

01

ds

d

t

t

yx

xy

dy

dx
y

x

ii

ii

i

i


                                                   (27b) 

       Para los ""k  puntos: 

                                                    *PTET                                                                     (28) 

con :                  






















000

1

0

1

000

1

0

1

4

...

...

10...10

01...01

uu

uu

xm

yxyx

xyxy
E                                                         (29) 

La matriz xmE4  de (29) satisface las condiciones (15) y (16). 

Incorporando (28) en (22): 

               
*

144414 x

T

mxxmmxxm PTEKK    ,  4)( Kr                                                                (30) 

                            
*

1444140 x

T

mxxmx
PTEKx                                                                         (31) 

  La ecuación (30) muestra en forma explícita cómo las restricciones mínimas de datum 

14014 xmxxm xK   pueden definir y realizar para una dada época la posición, orientación y 

escala  del ),( yxTRS  utilizando 
*

14 xPT  y las coordenadas del marco ),( 00 yxTRF  mediante 

xmE4 . 

Introduciendo (30) en (23) y teniendo en cuenta (15) y (16), se obtiene:  

           Aey     , nmqAr :)(  , qmd  4: , ),0(~ 12

0

Pe                                  (32) 

          
*

144414 x

T

mxxmmxxm PTEKK    , xmKo 4)(  , 4)( Kr  ,                        

          
mTT KRAR  )()(     

          0TAE  , dxmEo )(  , dEr )(                             

          
mTT ERAR 



)()(  

El modelo (32) incorpora en forma explícita en sus ecuaciones de restricciones mínimas 

del datum a cuatro parámetros de una transformación plana de Helmert: dos traslaciones 
*

xt , 

*

yt , una rotación diferencial *d  , un cambio de escala (1+ *ds ) y a una matriz xmE4  vinculada 

al disponible ),( 00 yxTRF . 

Una solución por mínimos cuadrados óptima opt̂  (véase (18)) se encuentra a partir del 

modelo que incluye a las restricciones óptimas mínimas de datum que surgen de la selección: 
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                            xmxm EK 44   , 4)( Er                                                                           (33) 

Reemplazando (33) en (30): 

                          *PTEEE T  , xmEo 4)(  ,  4)( Er                                                (34) 

La ecuación (34) muestra en forma explícita cómo las restricciones óptimas mínimas de 

datum pueden definir y realizar para una dada época, la posición, orientación y escala del 

),( yxTRS  utilizando solamente a 
*

14 xPT  y al ),( 00 yxTRF  mediante xmE4 .   

Incorporando (33) en (32) se tiene:  

          Aey     , nmqAr :)(  , qmd  4: , ),0(~ 12

0

Pe                                 (35) 

         *PTEEE T   

        0TAE  , xmEo 4)(   , 4)( Er                           

        
mTT ERAR 



)()(  

  Teniendo en cuenta (18), la solución óptima 
opt̂  a partir de (35) es: 

                                 *1)(ˆ PTEcQEEN TT

opt                                                          (36) 

Sí se define, 

                                         14

*

14 0 xxPT                                                                                (37) 

De acuerdo a (34): 

                                     140 xE                                                                                  (38) 

Incorporando (38) en (35), y de acuerdo a (19) se tiene: 

     Aey    , nmqAr :)(  , qmd  4: , ),0(~ 12

0

Pe                                          (39) 

    140 xE    

    0TAE   xmEo 4)(   , 4)( Er                               

     mTT ERAR 


)()(  

La solución 
ml̂  obtenida de (39) es de acuerdo a (20): cNcQEEN T

ml

  1)(̂ , y 

debido a (38): 

                                          
140ˆ

xmlE                                                                                 (40) 

como:  

                                        
0

ˆˆ XXmlml                                                                             (41) 

según (40): 

                                  
140 0)ˆ( xml XXE                                                                       (42) 
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según (34)  y (41): 

                                    *

0)ˆ( PTEEXXE T

ml                                                                 (43) 

según (37) y (42): 

                               
140

1 0)ˆ()( xml

T XXEEE                                                            (44) 

Las restricciones óptimas mínimas de datum (42) y (44) vinculadas a los cuatro 

parámetros de transformación 14

*

14 0 xxPT   y al proyector EEE T 1)(    muestran que el vector 

solución MINOLESS 
mlX̂  está expresado en el mismo TRF que 0X .   

4  EJEMPLO 

Consideremos una trilateración bidimensional formada por “ k =6” puntos iP  con 

coordenadas ),( ii yx , 6 ...1i  en el ),( yxTRS , y conectados los puntos mediante “ n =15” 

distancias observadas obs

ijs (entre iP  y jP , con ji  , 6...1i ; 6...2j , ver Tabla 1), y no 

estando definida para ninguna época la posición y orientación del ),( yxTRS .  

Además, consideremos disponibles  las coordenadas ),( 00

ii yx , 6 ...1i   de un marco de 

referencia “a priori” ó aproximado: ),( 00 yxTRF (ver Tabla 2).  

obs

ijs  Distancia observada (m) obs

ijs  Distancia observada (m) 

12s       3909.689 
26s      6049.851 

13s       6689.716 
34s      3303.415 

14s       6378.095 
35s      3200.381 

15s       3801.321 
36s      6834.644 

16s       4899.990 
45s      2823.129 

23s       3108.161 
46s      4201.184 

24s       4534.929 
56s      4110.973 

25s       2084.621   

Tabla 1: Distancias observadas en una trilateración bidimensional de seis puntos. 

Pto.         )(0 mx        )(0 my  

  1          0         0 

  2         275     3900 

  3        2250     6300 

  4        4800     4200 

  5         2200     3100 

  6        4900        0 

          Tabla 2: Coordenadas de iP  de una trilateración bidimensional procedentes del ),( 00 yxTRF  

Para compensar, utilizamos el método de mínimos cuadrados en el modelo singular de 

Gauss-Markov (SGMM) dado en (1): 
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Aey     ,  15129:)( Ar  , 9123: d , }){:,0(~ 1515

2

0 yDIe x                    (45) 

115xy vector de las observaciones (incrementos) 

 Toobs

ij

obs

ij

obsobs

x ssssssssy )(),...,(),...,(),( 5656

00

1313

0

1212115   

20200 )()( ijijij yxs   

000

ijij xxx   ; 000

ijij yyy   

























56

12

1215

...

...







ijxA  ; )/1].(0,...,,,...,,,...,0[ 00000

ijijijijijij syxyx   

T

x dydxdydx ], ...,[ 6611112   ; 
0

iii xxdx   ; 
0

iii yydy  , 122  km  
0

112112112 xxx XX    

112xX Vector de coordenadas (parámetros) incógnitas de iP   en el ),( yxTRS  
T

x yxyxX ], ...,[ 6611112   

0

112 xX Vector de coordenadas de iP  del disponible ),( 00 yxTRF  
T

x yxyxX ], ...,[ 0

6

0

6

0

1

0

1

0

112   

1515xI Matriz Identidad 

La deficiencia de rango ó número de defectos de datum qmd  3:   nos muestra que 

para definir el origen y la orientación del TRS es necesario introducir tres parámetros 

adicionales. 

Esto puede ser realizado mediante la aplicación del modelo (35): 

          Aey     ,  15129:)( Ar  , 9123: d , }){:,0(~ 1515

2

0 yDIe x         (46) 

          
*PTEEE T   

          0TAE  , 123)( xEo   , 3)( Er                                           

         
12)()( 


TT ERAR  

Con: 




















0

6

0

6

0

5

0

5

0

4

0

4

0

3

0

3

0

2

0

2

0

1

0

1

123 101010101010

010101010101

xyxyxyxyxyxy

E x                (47) 

T

yx dttPT ],,[ ****                                                                                                          (48)    

Como se explico en (34), la ecuación 
*PTEEE T  en (46) muestra en forma explícita 

cómo las restricciones óptimas mínimas de datum pueden definir y realizar para una dada 
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época, la posición, orientación y escala del ),( yxTRS  utilizando solamente a *

13xPT  de (48) y 

al ),( 00 yxTRF disponible de la Tabla 2 mediante 123xE de (47). 

En la tabla 3 se muestran los resultados obtenidos para la norma y la traza de la matriz de 

dispersión de soluciones óptimas 
opt̂  (incluyendo la MINOLESS 

ml̂  para 13

*

13 0 xxPT  ) 

correspondientes a un conjunto de valores para 
*

13xPT de (48).  

*PT  *PTEET  )(ˆˆ 2mopt

T

opt    )10( }}ˆ{{ 24 mDtr opt



 

















"5.0

 1

 1

m

m

 

















 6.2737

6

6

 

 

    11.9861 

 

       3.7 

















"1.0

 5.0

 5.0

m

m

 

















1470

3

3

 

 

      2.9987 

 

       3.7 

















"01.0

 01.0

 01.0

m

m

 

















 24

06.0

06.0

 

 

     0.0014 

 

       3.7 

















"0

 0

 0

m

m

 

















0

0

0

 

 

     0.0002 

 

       3.7 

Tabla 3: Norma opt

T

optopt  ˆˆˆ  y traza de la matriz de dispersión  }}ˆ{{ optDtr   

 de soluciones óptimas  
*1)(ˆ PTEcEEN TT

opt    correspondientes a un conjunto de valores 

para
*

13xPT , )( 3333 xx IQ  , :3I Matriz Identidad. 

4  CONCLUSIONES 

En el Modelo Singular (con defecto de datum) de Gauss-Markov para la compensación por 

mínimos cuadrados de una red geodésica libre bidimensional, se mostro en forma explícita:  

a) Cómo las restricciones mínimas de datum 
14014 xmxxm xK   pueden definir y realizar para 

una dada época la posición, orientación y escala  del ),( yxTRS  utilizando 
*

14 xPT  y las 

coordenadas del marco ),( 00 yxTRF  mediante xmE4 . 

b) Cómo las restricciones óptimas mínimas de datum pueden definir y realizar para una dada 

época, la posición, orientación y escala del ),( yxTRS  utilizando solamente a 
*

14 xPT  y al 

),( 00 yxTRF  mediante xmE4 . 

Las restricciones óptimas mínimas de datum 
140 0)ˆ( xml XXE  y 

140

1 0)ˆ()( xml

T XXEEE  vinculadas a los cuatro parámetros de transformación 14

*

14 0 xxPT   

y al proyector EEE T 1)( 
  muestran que el vector solución MINOLESS 

mlX̂  está expresado 

en el mismo TRF que 0X . 
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