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Resumen. Se presenta el desarrollo de un modelo hibrido compuesto por un sistema cuerpo-
alas que permite la representacion (imitacion), del estado correspondiente a distintas
configuraciones (despegue, ascenso, descenso, maniobras y aterrizaje, entre otras),
observadas en el vuelo de pequerias aves e insectos. El cuerpo del micro-vehiculo es
modelado como un conjunto de cuerpos rigidos interconectados. Para capturar el incremento
de eficiencia aerodinamica proveniente de la deformacion elastica de las alas, se considera
para ellas un modelo estructural flexible acoplado elastica e inercialmente con la dinamica
de grandes desplazamientos y grandes rotaciones caracteristicas del conjunto. Se derivan
las ecuaciones de movimiento asociadas a las coordenadas generalizadas del modelo de
alas batientes haciendo uso del Principio de Hamilton Extendido. Las alas flexibles se
modelan como vigas de Euler-Bernoulli y se dircretizan las variables continuas mediante el
Meétodo de Elementos Finitos. El presente trabajo forma parte de un esfuerzo mucho mayor
que se estd llevando a cabo en la Universidad de Maryland en College Park, USA. El
objetivo general del proyecto es estudiar como sistemas fisicos, espaciales y temporalmente
distribuidos, pueden ser integrados con datos de biologia experimental y con computacion de
alta performance para lograr diserios eficientes.

2161


Administrador
Cuadro de texto
Mecánica Computacional Vol. XXIV
A. Larreteguy (Editor)
Buenos Aires, Argentina, Noviembre 2005



MECOM 2005 — VIIl Congreso Argentino de Mecanica Computacional

1 INTRODUCCION

En este esfuerzo se derivan las ecuaciones de movimiento de un modelo hibrido compuesto
por cuerpos rigidos y flexibles para el estudio de la dinamica no-lineal de micro-vehiculos aéreos
stper-maniobrables de alas batientes inspirados en la biologia. La justificacion del modelo
adoptado y la derivacion de las ecuaciones cinematicas se puede consultar en la referencia [1].

El presente trabajo forma parte de un esfuerzo mucho mayor que se esta llevando a cabo
en la Universidad de Maryland en College Park, USA cuyo objetivo general es estudiar como
sistemas fisicos, espacial y temporalmente distribuidos, pueden ser sometidas a movimientos
complejos. Para lograr esto, se desarrollaran algoritmos numéricos de alta fidelidad para flujos
inestacionarios y no-lineales con fronteras solidas y sometidas a movimientos complejos. Dichos
algoritmos se utilizaran para tratar de entender el “lenguaje del vuelo natural”, a partir de la
exploraci(')n de los fendmenos aeroelasticos no-estacionarios y no-lineales observados en péjaros
pequefios e insectos. El objetivo de lograr dicho entendimiento es 1nsp1rar y desarrollar estrateglas

de control basadas en “toma de decisiones cuando
se cuenta con informacion limitada”, para ser
implementadas en micro-vehiculos aéreos super-
maniobrables, no tripulados, de alas batientes.

En la naturaleza, todas las criaturas capaces de
mantenerse en vuelo poseen alas batientes. Existe
evidencia que a pequeias escalas, los efectos
aerodindmicos no estacionarios producidos por las
alas en batimiento ofrecen ventajas unlcas respecto
de las alas y rotores convencionales >. Entre estas
ventajas se cuenta la generacion de sustentacion y
empuje, manteniendo una economia en el peso.
Resultados experimentales demostraron que algunos
insectos producen hasta dos y tres veces mas
sustentacion que la predicha por metodos de la
aerodinimica estacionaria convencional ”.

Entre los mecanismos mds importantes pueden
mencionarse: ~* el retraso de pérdida dindmica y
mantenimiento del vortice en bordes de ataque; la
captura de estelas; la sustentacion rotacional; y el
“aplauso y separacion” (clap and fling), entre otros.
Tal como explica Wei Shyy °, mediante sus alas
batientes y flexibles, los pajaros pequefios superan
la performance aerodindmica estacionaria que se
deteriora al caer el nimero de Reynolds (Re),
utilizando los mecanismos no estacionarios recién
comentados. Ademads, es bien conocido que las
deformaciones elésticas de las superficies susten-
tadoras producen un aumento de la eficiencia
aerodinamica. Esta necesidad de modelar los
efectos de la flexibilidad motivan a que en este
trabajo se adopte un modelo de alas flexibles.
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Figura 1c: Componentes del modelo:
RB; y RB; son cuerpos rigidos,
FB; y FB, son cuerpos flexibles.
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2 DESCRIPCION DEL MODELO DE ALAS BATIENTES

El modelo hibrido propuesto para estudiar
la dindmica de un micro-vehiculo aéreo de alas
batientes consta de ': (a) dos cuerpos rigidos
articulados entre si (cabeza-térax y cola); vy,
(b) un par de alas flexibles articuladas en el
punto de union ala-torax.

Para graficar los detalles del modelo
propuesto y para describir la dindmica del
mismo, se ha considerado la morfologia
correspondiente a la Musca Doméstica, la
cual puede observarse en la Fig. 1.

Una vista general del modelo y de los siste- Figura 2: Modelo de alas batientes.
mas de referencia adoptados se da en la Fig. 2. Componentes y sistemas coordenados.

Las coordenadas generalizadas utilizadas para describir el estado del modelo hibrido son:
o Seis grados de libertad del sistema cabeza-torax, cuerpo RB;: Posicion del centro de gravedad CG1 y
orientacion dada por los angulos de Euler v, 6, ¢ . Se usa un sistema de ¢jes fijos al cuerpo b b b
CG,=b,b,+b,b,+b,b, vy v, 0, ¢ para RB, (1)

e Dos angulos de Euler de rotacion de la cola respecto de dos ejes perpendiculares a la
direccion axial de la misma:

v2 Y 0, paraRB; (2)
e Tres angulos de Euler que definen la rotacion de cada uno de los dos los cuerpos flexibles:
V3,053 y @3 paraFB; vy Wa,04y ¢s para FBy 3)

e Tres desplazamientos (1, v, w) y un giro (&, ) en cada punto del eje de los cuerpos flexibles
(alas) causados por la deformacion de la “viga”: u debido al efecto axial, v y w debidos a
la flexion en dos planos, y € debido a la torsion. Todas estas coordenadas generalizadas
son funcién de la coordenada x a lo largo del eje del ala, ver Fig. 4 :

us, v3, w3y 6, para FB; y  Us, va, wsy 6, paraFBy 4)

Se tienen en total 22 coordenadas generalizadas. Catorce de ellas son discretas, sélo
funciones del tiempo, y se agrupan en cuatro vectores (uno para cada cuerpo). Las ocho
restantes son distribuidas, es decir funciones del tiempo y del espacio. Por simplicidad, en la
presente formulacion se ignora el aporte inercial asociado a las variables distribuidas de
torsion 6,y 6, . Dichas variables se consideraran casi-estaticas; es decir, variables en el
tiempo, pero desacopladas del sistema de ecuaciones de movimiento representativo del
modelo. Este concepto constituye una hipotesis que se explica mas adelante en este trabajo.

En definitiva se trabajara con los siguientes seis vectores de coordenadas generalizadas:

{qu} = {blB b23 bSB ¢ 0 l//}tT

0 P, b, U, u, 5)
{qu} = {Wz } {qu} =10, {q4R} =10, {qsp} =1V {q4F} =1 Vs
o Vi), Vi, Wil i Walix,
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3 DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Las ecuaciones de movimiento del modelo propuesto se derivan a partir del Principio de
Hamilton Extendido”®°, que establece que para dos instantes de tiempo en el movimiento:

j (ST =6V +6W, ) dt =0 (6)

oT y 6V son las variaciones de energia cinética y potencial del sistema, y oW, es el trabajo
efectuado por las fuerzas no conservativas aplicadas sobre el mismo.

La energia cinética se plantea para cada cuerpo del sistema en funcion de las velocidades obtenidas
en la referencia [1]. Para los cuerpos rigidos se consideran las velocidades de sus centros de masa
donde se suponen concentradas sus propiedades inerciales. Para los cuerpos flexibles las propiedades
inerciales se encuentran en la forma de masas distribuidas a lo largo de las vigas componentes.

La energia potencial proviene de tres fuentes, la accion gravitacional que se supone actuante
sobre los cuerpos rigidos, la energia potencial de deformacion por flexion, esfuerzo axial y
torsion en las vigas flexibles de las alas, y la energia potencial adicional por el aumento de rigidez
aparente en la flexion de las alas debido a las fuerzas centrifugas originadas en el batimiento.

Las fuerzas no conservativas corresponden a las acciones aerodindmicas originadas en las
superficies sustentadoras del modelo que se traducen en esfuerzos sobre los grados de libertad
de la estructura del modelo.

Aplicando el Principio de Hamilton Extendido se realiza la integracion por partes de las
variaciones de velocidades generalizadas y de las variaciones de derivadas espaciales de los
grados de libertad distribuidos, para obtener las ecuaciones diferenciales asociadas a cada
coordenada generalizada y las condiciones de contorno correspondientes en el caso de los
cuerpos flexibles. Para los cuerpos flexibles las ecuaciones en derivadas parciales deben ser
discretizadas para poder ser implementadas numéricamente.

A continuacion se procede a derivar los aportes de cada cuerpo componente del modelo a las
ecuaciones de movimiento del mismo.

3.1 Ecuaciones de movimiento del cuerpo rigido RB;

Componente inercial de las ecuaciones de movimiento de RB,

Las componentes inerciales de las ecuaciones de movimiento para el cuerpo RB, se obtienen
aplicando el Principio de Hamilton a la energia cinética que dicho cuerpo posee durante el

movimiento. Se obtienen dichas ecuaciones en términos de ejes fijos al cuerpo b,b,b, . Para ello

se parte de la expresion de la velocidad absoluta {V, § } de un punto de dicho cuerpo’ (en este
caso el centro de gravedad) en términos del sistema fijo al cuerpo B (ver Fig. 2):

513 +(C¢I’3 +s¢ r2)9 +(cOspr,—cOcor,)y
(Vo y=3b,— rnd—sp rn0 +(s0r, +cO chr)y (7)
by + 19— cpr 0 —(s0r, + cOspr)y
Se suponen al sistema B y al centro de gravedad CGgg, del cuerpo RB,; ubicados sobre el

plano de simetria de dicho cuerpo (dado por los versores b, b, , ver Fig. 2).
La energia cinética de traslacion del cuerpo RB; y su variacion son:

R B B N A B B

tras
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Por otro lado, la componente inercial rotacional de las ecuaciones se obtiene a partir de la
variacion de la energia cinética rotacional. Para el cuerpo RB; se considera el caso general de

ejes b,b,b, no concordantes con los ejes principales de inercia del mismo. La matriz de
inercia respecto del CG del cuerpo en términos del sistema B es constante y se expresa como:

1 -1 -1

b bib, bibs
[IcclB ] =-1 by I byby —1 byby ©)
ST (WA VA

La velocidad angular de RB, expresada en términos de ejes ﬁl 132 133 se denota por {" @5} y

esta dada en la referencia [1]. La energia cinética rotacional del cuerpo RB; y su variacién son:
Loy B \T N B v BT N B
]:’otzz{ (’)B} [ICGlB]{ (DB} > 5Tmt:{ (’)B} [ICGIB] {5 (’OB} (10)
La variacion de la energia cinética total del cuerpo RB; se obtiene sumando las variaciones
debidas a la traslacion y a la rotacion:

T
5TRBI =0T, +oT, = Mg, {VP g} . {SVP g} + {Nm 2} [ICGIB] {51\/(’) ﬁ} (11)
Al aplicar el Principio de Hamilton Extendido, la contribucion de (11) resulta:
53 153 T
[ 6T dr = | (mRBI Vel - {ove i) + (Y0 2) [Tegrs] 8" g}) di (12)
Por otro lado, la variacion de la energia cinética puede expresarse como:
00T, .. 00T, . 00T, . 00Ty,
0Ty = —Oby+———0b,, +---+ oY+t —— 0y (13)
: 00b,, 00b,, ooy ooy

Después de reemplazar (13) en (12) debe realizarse la integraciéon por partes de los
términos que multiplican a las variaciones de las velocidades generalizadas o¢,. Asi, por

ejemplo, para el caso de oy se tiene el siguiente factor que multiplica dicha variacion:

s _ th, boy, by 6 6, 47, 0 14
W_f( 1B> “2B> Y3B> ¢’ > ¥, ¢5 > l//) ( )
que al ser integrado por partes produce un término que contiene oy :
(04T, % 0(00T,
® término que proviene de oy — I B\ Syrdt = —J.g — 5| Sy dt (15)
7 ooy ! ot\ ooy

Por otro lado al llevar el ultimo término de (13) a (12) se tiene otro término que contiene Oy :

o | 4 (05T,
término que proviene de oy — J oy dt (16)
. ooy

Teniendo en cuenta (15) y (16), se pueden agrupar los términos de (12) que multiplican a
las variaciones oy . Esto puede ser generalizado para la variable genérica g; :

t t
J% 06Ty, 0 (06T S J% 06Ty, 0 (06T, Sads a7
J| osy o\ ooy J| 05q, o\ 854, "

1 1

El multiplicando de la variacion de la coordenada generalizada en la integral anterior
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aporta a la componente inercial de la ecuacion de movimiento de la coordenada ¢, en el modelo

completo. Se procede a ordenar los componentes del término entre paréntesis de esta tltima
ecuacion en funcién de las velocidades y aceleraciones generalizadas. Para ello se reconoce que:

00T, 00T, 00T, 00T,
2 B = 0 B b, + 0 B by 4. 2 90Ty, v (18)
ot\ 044, ob,, \ 054, ob,, \ 054, oy | 854,

06T rB,
q i
de a pares de velocidades generalizadas @, 0,y . De una manera general, se puede escribir:

Ademas se reconocen los componentes del término como formados por productos

00T, . . . .
65:] = (g F+ kg O+ Ky 17) + (g ki O+ Ko, 17) O+ (K, §+ Ky, O + Ky 07 )7 (19)
65Tl (%)
RB, - - . . 1 004, .
—t = k A donde: £k =-——-—"7= arak,j=1,..., (20)
85% ;[; 949k quq/ a4 2 aq-kaq-/ p J n

siendo n el numero de coordenadas generalizadas. El paréntesis en (17) queda entonces:

00T, 00T,
5 R o RB
{_%( aé‘qilj ...... _81/7( a§q1):|{q11?}
06Tgp o ( 99Tks c s
+ [0 0 0 6¢( 65q1j Z ...... _W( 654,-1)—'_ .lk‘”qqu—‘{qm}

Extendiendo este ultimo resultado a todas las coordenadas generalizadas del movimiento
se tiene el siguiente aporte a la componente inercial debido al cuerpo RB;:

1)

(G ] {de) + [H] {a,,) (22)
donde: Z(W )
) 0 85TRB ) 0 a5TRB . ) 1 0 052?
Gﬂ,:_ 1 Hq,_ 1 k kq, —— (23)
' aq,.[ 054, j 07 ", [ 054, J ; vl T3 545,

Para el calculo de cada uno de los coeﬁc1entes resultantes se ha hecho uso extensivo de un
manipulador simbdlico. Dichos resultados no se muestran aqui por razones de espacio.

Componente potencial de las ecuaciones de movimiento de RB; debida a la gravedad

La variacion de energia potencial gravitatoria del cuerpo resulta ser opuesta en signo al
trabajo virtual realizado por el peso del cuerpo. Es decir, en el principio de Hamilton se tiene
para este caso (cuerpo rigido): W, = —06V;.

La fuerza peso en términos del sistema inercial esta definida en direccion del versor n, y
sentido opuesto. Luego se tiene:

{Fo}=my g {0 0 -1} (24)

donde mgp, es la masa del cue rpo rigido RB; y g es la aceleracion de la gravedad. En
términos del sistema fijo al cuerpo’ dicha fuerza resulta:

0 —s0
{FgB} = Mg 8 [TBN]3X3{O} = Mpg g{s¢sce} (25)
1

co cO
La variacion de la posicion del centro de gravedad del cuerpo CGgg, definida en funcion de la
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terna b,b,b, se expresa como: {8b,} = {6beiy Sbegas Sbegss) » pOX ello se debe encontrar

la relacion entre esta ultima variacion y las variaciones de las coordenadas generalizadas del
movimiento bz, 8bsp, 0bsg, 6¢, 60 y Sy . Para ello se considera un vector de variacion

angular en funcion de las variaciones de los angulos de Euler, de manera analoga al caso de la
velocidad angular deducida en referencia [1]: {80} =06y Z,+350 2, + 3¢ Z,, teniendo en

cuenta los respectivos ejes de rotaciéon. En términos de la terna b, b, b, se tiene':

{80} = (—=S5y 50 + 54) b, + (S cO s¢ + 50 ch) b, + (S cO cp— 50 sp) b, (26)

y {6bcgp ) resulta: {SbCGB} = {SbB} + {89} X {rCGlB} (27)

donde {rCG1 B} = {rl 0 r3}T por suponerse al origen del sistema B y al CGgg, ubicados en el
plano de simetria vertical del cuerpo. El trabajo virtual de la fuerza gravitatoria estd dado por:
oW, = {FgB} : {SbCGB} (28)

esto permite deducir el aporte del peso sobre cada una de las coordenadas generalizadas en las
ecuaciones de movimiento correspondientes. Explicitando la ecuacion (28) se tiene:

SW, = my, g =560 5b,, + 56 O 5b,, +c¢cO Sby, —ry s c0 5p+(—r, s0cp—1,¢0) 50 | (29)
donde curiosamente se anulan los términos que contienen la variacion oy . Esto se debe a que

¥ es la primera rotacion en la secuencia de angulos de Euler adoptada y se efectiia alrededor
del eje Z, (ver [1]), el cual concuerda en direccion y sentido con la aceleracion de la gravedad.

Cargas generalizadas no conservativas aplicadas sobre RB;
El trabajo virtual de las N fuerzas no conservativas {F,} actuando sobre puntos {r,} de la
superficie del cuerpo RB; y el momento resultante no conservativo {M} actuando sobre el

centro de gravedad de dicho cuerpo esta dado por:

N
é‘Vl/vm: = Z{FI} ° {Sri} + {M} ¢ {80} (30)
i=1
donde para un sistema con n coordenadas generalizadas independientes se tiene® * ':
- Olr, oRe ¢ L 0l
{5ri} = Z {—1}5% = Z{—.Z}5Qk y {59} = Z{—.}5Qk (31)
i=1 oq, T 04, = 04,

siendo ¢, la coordenada generalizada k-ésima, ¢, su derivada temporal y §g, su variacion.

Reemplazando las ecuaciones (31) en (30) se obtiene la expresion de las fuerzas generalizadas:

Yool olo!

0 =282+ M} k=1, 2., 0 (32)
¢ i=1 8Qk aqk

En el caso de conocerse la fuerza y el momento resultante para el centro de gravedad del

cuerpo la ecuacion anterior toma la forma:
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91 Veas 0@
Qk = {Fccl}'% + {MCGI}°%

donde todos los vectores se expresan en términos del sistema de ejes fijo al cuerpo 616263.

(33)

Considerando los valores obtenidos para {Vvs,, }, ¥ {" @3} en lareferencia [1], se tiene:

® Para la coordenada generalizada b, :

1 N o B 0 1
o0V 0y oy
{LIB}B =<0, u =40 y Qb,B = {FCGl}B’ 0r=F.; (34)
0ob,, 0 0ob,, 0 0
y similarmente para las coordenadas b, y b;;: O, =F.p Oy, =F.3 (35)
donde F,, esla componente i-ésima de la fuerza resultante no conservativa {F;, | 5

® Para la coordenada generalizada ¢ :

0 N B 1
0 0
{VCG‘IB}B =d-r y { O‘JB} - Jo _ 21 (36)
op 0 o¢ 0
0 1
y Q¢ = {FCGI}B ’ _(;3 + {MCGI}B ’ 8 =1 Fap+ M, (37)

® Para la coordenada generalizada 6

0 "o ,
{Vg—gB}B ={cpr, —spr, —cpr} . % ={0 cp —sp} =12, (38)
y Q) =conF, . —SpnF, ,,—copr F oy +M, ,,cd—M, ., 5¢ (39)

M, .. esla componente i-ésima del momento no conservativo alrededor del CG; {M g1 } 'y

nciB

® Para la coordenada generalizada v :

0 s¢ r. N B —s6
P c 3 0" ®
{VaCG,lB}B — S(91”3 +c:9 C¢ 7.1 % = 6‘0 S¢ = 23 (40)
14 —cO s¢ r v cO c¢

QW =cOsprF, ., +(S9r3 +ch¢r1)F;l

IC.

28 —COSONE, 25 —M, ,p50+M, ,,c0 sp+M, ;,cOch (41)

3.2 Ecuaciones de movimiento del cuerpo rb; en términos de ejes fijos al cuerpo f)lf) 263

Componente inercial de las ecuaciones de movimiento de RB,
Igual que en la seccion anterior se parte de la expresion de la velocidad absoluta de un
punto del cuerpo RB, en términos del sistema B (Fig. 3). Se supone por simplicidad que el CG

(punto P) de la cola se encuentra sobre el eje d, del sistema D fijo a la misma (Teg,2 =Teg3 =0)-
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Figura 3: Vectores de posicion del cuerpo rigido RB,.

La variacion de energia cinética de traslacion en este caso es:

1

ras = EmRB2 {VP g} . {SVP Z} (42)

Ademéds, se desea obtener la componente inercial de rotacion de las ecuaciones de
movimiento para el cuerpo rigido RB, en términos de ejes fijos al cuerpo RB;. Para ello se
expresa la energia cinética rotacional del cuerpo RB, como:

T, :i{ng}T eoas] {¥005) donde: {Yo?} ={"0ll+{"0?} (43)

{"®2} es la velocidad angular absoluta de la cola respecto a los ejes b,b,b.

Mo} y {*@}} estan determinados en la referencia [1].

La matriz de inercia del cuerpo RB, respecto de su centro de gravedad (constante para ejes del
sistema D fijo a la cola), expresada en ejes 516263 es funcion de la transformacion de coordenadas’
[T,;] y por lo tanto, de los dngulos de rotacion relativa de la cola 6, y y,. Se tiene:

T I2dldl _IZdIdz _12d1d3
[ICGZB] = [TDB] [ICGzD] [TDB] y [ICGZD] = _IZdldz 12d2d2 _12d2d3 (44)
-1 2d,dy -1 2d,ds 1 2d,d,

La variacion de la energia cinética de rotacion resulta:

v, o\T N.pY, Lyn DT N D
5TR0tRBz = { ('OB} [ICG2B] {5 ('OB} +;{ (’OB} [SICGZB]{ mB} (45)
donde el segundo componente representa la caracteristica de variacion de la matriz de inercia
de RB, en términos de ejes b, b, b, . Considerando (44), la variacién de la matriz de inercia resulta:

[SICGZB] = 5([TDB]T [ICGZD][TDB]) = [STDB]T [ICGZD][TDB ] + [TDB ]T [ICGZD][STDB] (46)

lo que permite rescribir la ecuacion (45) como:
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5TR0;R32 = {ng}T ([TDB]T [ICGZD] [TDB]){é‘NO‘)[B)} +
+ %{ N‘”g}r ([STDB]T [ICGZD] [TDB] + [TDB]T [ICGZD] [8TDB]){ ng}

La variacion de la matriz [T,;] es funcién de las variaciones de los dngulos 6, y y,. Como se

(47)

comentd, dichos angulos resultan especificados en todo momento y por lo tanto sus variaciones
resultan nulas. Esto equivale a considerar que las ecuaciones de movimiento asociadas a dichos
angulos no se tendran en cuenta, ya que el sistema esta en este punto conducido cinematicamente
(kinematically driven). Luego, planteado el sistema en términos de ejes fijos al cuerpo B y
tomando los angulos &, y y, como especificados, desaparece el aporte de la variacion de la
matriz de inercia de la cola a las ecuaciones de movimiento rotacionales resultantes.

Considerando las ecuaciones (42) y (47), la variacidon de energia cinética total resulta:

1 N N N, o\T N D
5TRBZ = EmRBZ {VP B } ¢ {SVP B} + { (’OB} [ CGzB] {5 } (48)

A partir de aqui se repite el procedimiento ya visto al aplicar el Principio de Hamilton Extendido
al cuerpo RB;. Debe notarse que en la integracion por partes de los términos de la variacion
de energia cinética aparecen dos nuevas variables angulares que deben ser tenidas en cuenta:

_f( 1B° 23> 15335 ¢55 9.7 l/]’ ¢’ 05 Wa 927 ';172, 927 l/jz) (49)

65
y que al hacer la derlvada respecto del tiempo en la integracion por partes se tiene:

O [ 00T, 0 00Ty, 0 [ 00Ty, 0 [ 00Ty, ) .
— — | =— L by +— A +— -\, (50)
ot\ 09g, ob,, \ 00q; ob,, \ 00q; oy, \ 00¢,

se forman por productos de

; fo s 00Trp
Ademads, en este caso los componentes del término ——=

a pares de velocidades generalizadas ¢, 0, y/, 9 W, .
La componente inercial para la variable g, = {b,;, b,;, b;,, ¢, 0, v} queda entonces:

) 06Ty, D 06Ty, . _a 06Ty, ) 06Ty, .
|: @(Tq, eeeen W 954 {qu} + E 054; m 00¢; {qZR}+

+{0 0 0 _%(aﬁ’”ﬁ) Z —ai(ag?;?z) ZquQ}qu (51)

3T, a5T, " ) .
|- angz) Shooiy (T S0, )

donde {q,;} y {4,z estan definidos en (5). Para todas las coordenadas generalizadas del

movimiento se obtiene el siguiente aporte a la componente inercial debida al cuerpo RB;:

[Go o liin} + [HL ] {die} + ([st]m{qﬂe} +[Hy ], {qu}) (52)

donde los coeficientes de las matrices se definen de la forma ya vista para el cuerpo RB;. Ademas
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[Gas] y [Hyg] son matrices asociadas a aceleraciones y velocidades generalizadas especificadas.
Dichos coeficientes no se explicitan aqui por razones de espacio.

Los desarrollos del trabajo virtual de fuerzas gravitacionales y cargas no conservativas debidas
a acciones aerodindmicas sobre la cola resultan similares a lo ya expuesto para el cuerpo RB;.

3.3 Ecuaciones de movimiento del ala derecha: cuerpo flexible FB;
Componente inercial de las ecuaciones de movimiento de FB;

La derivacion de las ecuaciones de movimiento para los cuerpos levemente flexibles es
similar al caso de los cuerpos rigidos del modelo. Se tiene en cuenta ademas, que estos cuerpos
corresponden a sistemas de parametros distribuidos y por lo tanto dan lugar a ecuaciones en

derivadas parciales.
Se considera a los cuerpos flexibles como vigas de Bernoulli en el espacio tridimensional.
Para el caso del ala derecha FB; se considera como marco de referencia seguidor al marco

a a,a,. Se parte de la expresion de la velocidad de un punto sobre el eje neutro de dicha viga
(ala derecha) a una distancia x, sobre el eje a, de la articulacion del ala (ver Fig. 4).

A

Figura 4: Vectores de posicion de un punto sobre el ala derecha FB;.
La velocidad de un punto P sobre el eje neutro de la viga en términos del sistema B es:
Vet ={Va s +{ o) xR by + [ { Vo) + Poi +{of} [}, +E ], (53)
T
donde: {rPA}A = { X3t Uy Vamy  Wacnan } y {rPA}B = [TBA]{rPA}A (54)
siendo [TB A] la matriz de transformacion de coordenadas' del sistema A al B.

La derivada respecto del tiempo de {r,,} es:

A
0 . i i T . .

E{rPA }A = {”3@:_.,,;) Vitg.n Wa.n } y {rPA}B = [TBA] {rPA}A (55)
En esta instancia se efectan las siguientes hipotesis simplificativas:
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1) Los valores que toman los desplazamientos en la viga son mucho menores que la coordenada
de dichos puntos en la posicion indeformada, es decir:

de(”3(x3,t) > Va0 > Wi ) < X (56)
2) Se desprecia el efecto de la deformacion sobre la velocidad angular de cada seccion de la viga:
T
AP . o(om) o2 -
{ O 2(22) 2(22), ,]} = {st a(m) 5( B )} =0 (57)

donde 6, es el angulo de giro segiin el eje local a, de la viga.
La componente de cuerpo rigido de la velocidad del punto P se denomina {V,, 3} :

Ve s} = (Vad b +{ 02} x{R 4}, +[{Nco§}+{3m§}]x{r;}3 (58)
donde: {r;A}B = [T, ] {x, 0 0} (hipotesis 1) (59)
La componente de la velocidad del punto P debida a la flexibilidad se denomina {V,; 5 :
{VPF g} = [TBA] {fPA}A (60)
Entonces la velocidad del punto en términos del sistema B resulta:
{VP]L\?[} = {VPRg} + {VPFg} (61)

La energia cinética del cuerpo completo contiene tres componentes:
® Componente debida al movimiento de cuerpo rigido:

Tipp = éJ.OL M) {VPR Z}T {VPR Z} dx, (62)

donde la masa distribuida m, ) se obtiene del producto de la densidad del material p; por el

area de la seccion de la viga 4.
® Componente debida al movimiento de cuerpo flexible:

1L . T (.
Topr = ;J.o M B f AT}, s (63)
® Componente de interaccion entre movimientos de cuerpo rigido y flexible:
L T .
TFB31 = J.o m.. {VPR g/} [TBA] {rPA}A dx3 (64)

La variacion de energia cinética es:

5TFB3 = IOL My, {VPR g}T {SVPR g}dx3 +_[0L Mix,) {l.'PA}: {61.'PA}A dx; +

L T ) T . T .
ey | (Vo 5} [T )+ (Vi 3} TTa ], (Vi 3} [T ]88},

En la tercera integral, el segundo sumando contiene la variacion de la matriz de transformacion
[0T;,] que da lugar a variaciones de las variables angulares especificadas ¢,, 6, y v,.
Dichas variaciones resultan nulas en este caso y por lo tanto no se tendra en cuenta ese término.

Para calcular las variaciones, se comienza individualizando a las variables que determinan {V, 5} :

Vews | =/ (Biss bugs bgo 8, 0, v, 6, 6, v, ¢, 0., v, 4, 6, yr,) (66)
y por lo tanto su variacion tiene la forma:

(65)

R S F A o{ Ve
{5VPR2}={6+:?}51913+{%.;;B}51923+ ................ +{a;;33}5¢3 (67)
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La variacion de {or,,}, resulta:

. . . . T
{0}, :{ 5“3(,x3,z) 5v3(x3,t) §W3<x3,t) } (68)

La primera integral de la ecuacion (65) es la variacion de energia cinética de cuerpo rigido,
funcién de las coordenadas globales {q1 R} y {q3 R} y sus derivadas temporales. Aplicando el

Principio de Hamilton Extendido, y realizando la integracion por partes de los términos que
multiplican a variaciones de las velocidades generalizadas tal como se realiz6 para el cuerpo RB;,
se obtiene de manera general, la componente inercial de la variable global g,

o (0T o (T \ | (s o [ Tea o (T ]y
|:_51513( 354, ) - _a_z/)( 354, {qu}+ o \ T35, T Oys \ o004 {qSR}+

{0 00 —%(O‘s%sk)jtzkm% ‘%(aﬁﬁ)*Zkkwq,%}{"lm}* (69)
=

+|: (8227;113) Zqugq/q/ _&(6(2?;31:)+ZlkR%qu]j}{q3R}
=

que contiene el aporte inercial de cuerpo rigido del ala derecha FBs, a las variables globales de
las ecuaciones de movimiento. Se reconoce que las variables ¢,, 6, y v, y sus derivadas son

variables especificadas del movimiento y por lo tanto no se consideran los términos asociados
a sus ecuaciones de movimiento.

El término de la ecuacién (65) que considera la interaccion de variables:

5TFBI —_[ m(m( 8VPR g}T [TBA]{I.'PA}A + {VPR ]g}r [TBA]{SfPA}A) dx3 (70)

aporta a las ecuaciones de movimiento de las variables globales y distribuidas a lo largo de la
viga. Se trabaja explicitando el integrando en funcién de las variaciones de las coordenadas
generalizadas, y aplicando la regla de integracion por partes al usar el Principio de Hamilton
Extendido, operando de la forma ya vista para la energia cinética de cuerpo rigido:

8T, a6, a6, 8T,
P FB3I 9 FB3] . P FB3] p) FB3] ..
[_3513( 564, ) _W( 354, )} {qm}"‘[_a( 364, ) _8_(/}3( 360 )} {qm}"'
o [ 99Tray 5 (0Trsy ..
a5T, u 26T,

0 FB3l . _ 2 FB3I .

+{0 0 0 _a_¢( 553, )+Zk,¢q/_q/. ........ 2 ( ) kaq q/ {qu}+ 1)
=
o (06Trsy “ . o [ 99Trpy - . .
+[—a—(—65% )+Zk1¢3q,qj ......... _W( 557 +Zk1w3q,qj {dse} +
ja1 = i

n

[
o [ 99Ty . ~ [ 00Trp,; ! . .
0 3 0 3
+|:_ us ( 004, )+Zk1u34, qj oo oy ( 05¢; )+Zk1w3q/qj} {qSF}

J=1 J=1

Esta tltima ecuacion suma al término inercial de la ecuacion para la variable g, y debe ser
integrada para la variable x, en caso de tratarse de ecuaciones de variables de cuerpo rigido.
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Descripcion de las ecuaciones resultantes para las variables globales

Se reconoce a las componentes inerciales del cuerpo FB; correspondientes a variables globales
bysbyy, by, @, 0, w, como compuestas por los siguientes términos:

1B>
b g b g by p b b bip
G3b13 G3b23 G3y/ G3¢3 G3¢93 (;3|//3
b2p . . b2p b2p b2 B
G3b13 . . .. + G3¢3 G3493 G3y/3 . +
. {tie } . . SR
v v v v v
G3b13 G3l// G3¢3 G393 G3'//3 (72)
LY L¥] by b bip bip b
H3b|s H3b23 H3l// H3¢3 H393 H3'//3 1313
b B ‘. N by B by B bp b,
+ H3b18 : : . H3¢3 H3'93 H3'//3 . 1378
{qu} + . . {qSR} + .
H.Y . HUY H.v H.Y H.Y 17
3by s 3y 3¢, 30, 3y, 3

. [/— qi i 1 .
donde: Gyj =G;R) +G I} siendo:

G Ry =2~ ELITR Gl == S ) (7
/ 0q;\ 09¢, / oq;\ 0dg,

y Hy =H,R' +H, siendo:
0 65TFB R - 0 aaTFB I < (74)
H R‘” __ 9 A 4 kqi . H Iq,. - 3 + kq,' .
T e AL b o7
00 TFE3 R o6 TFB31
) 1 82( 004; ) 1 82( 00¢q; )
donde: k;gq_qk =——F =
/ 2 04,04, 2 04,049,
En forma compacta la ecuacion (72) se expresa:

(G ] et + [Hy ] e + ([G3S]m {sef +[His ], {qu}) + {L}, (76)

Las componentes asociadas a 67, , pueden integrarse a lo largo de la viga en forma cerrada

(75)

qi
y qu 49k

(va que Ty, , es la energia cinética de la viga como rigido), y las componentes asociadas a 07,

deben integrarse numéricamente segun sea el método empleado para discretizar la viga. Ademas:

r
I :J-o (_f;l(u3(x3,t)’ V3(a, )2 W3(x3,t)) + gsl(”3(x3,;)a Vi, 1) W3(x3,t))) dx, (77)

siendo

05T 05T oo,
G i ) = —| 2 2T ) o (o O ) 5 o (o e )
5 (U, Vg, Wy) = |:6123(6x3 254, )u3(x3,t)+61>3(6x3 254, )v3(x3,t)+('}w3(6x3 254, )W3(x3,t)j| (78)

L y oo 00T, ) .
g5 (U, vy, W3):Z|:__(_ ‘j"'zkgi,qk Qk:|u1:0 (79)

1=1 6u1 6x3 65(][ k=1
La integral /" en (72) representa la resultante de las fuerzas distribuidas por aceleraciones e

interacciones asociadas a las variables de deformacion de la viga FBs sobre el grado de libertad ¢, .
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Descripcion de las ecuaciones resultantes para las variables distribuidas
La componente inercial para las variables distribuidas (ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales) se divide en tres sumandos. Asi para la variable u, =u,,v, w; se tiene:

Moty + [ Gyt by + Gyt By 4ot Gy | + [H by + Hp by + .+ Hytyr | (80)

0 My Uiy F ZG34 q; + ZHM' (81)

siendo ¢,,q, = {bigs byy, byy, $, 0, W, ¢, 0, w,} y n, el niimero de variables de cuerpo rigido
afectadas. Los factores G3 y Hs se obtienen de manera equivalente al caso de las ecuaciones
(73) y (74) pero se consideran aqui las variaciones de la densidad energética de la energia
cinética 5 . Ademas los coeficientes k“’ ,, resultan todos nulos.

Puede verse que el primer término de la ecuacidn anterior corresponde a la aceleracion del
grado de libertad u,, y ademds aparecen dos términos con aceleraciones de variables globales

y productos de velocidades (fuerzas centrifugas) produciendo cargas inerciales sobre dicho
grado de libertad, que seran términos de carga para la ecuacion correspondiente.

Componente potencial de las ecuaciones de movimiento de FB3

En el caso de las alas se desprecia el peso de las mismas y la componente potencial se debe
unicamente a la elasticidad y a la fuerza centrifuga originada por el movimiento de cuerpo
rigido. Dichas alas se modelan en primera aproximacion como vigas de Euler-Bernoulli.

Suponiendo los ejes de coordenadas de desplazamiento v; y w, orientados segun ejes

principales de la seccion del ala, las relaciones cinematicas y constitutivas resultan:
. a“xxx)
- Esfuerzo axial: Niwn = B4y 6, = B4y ——— (82)
v ox,
donde E es el modulo de elasticidad, 4; el area de la seccion transversal y N, es el

esfuerzo axial de la viga FB; (esfuerzo segun versor a,). &, es la deformacion especifica.

00
- Esfuerzo de torsion: M =Gly, =GJ Xl (83)

X(x3,1) ax
3

donde G es el modulo de corte, J es la rigidez torsional y &, es el angulo de torsion de la viga

(segun el versor a,). La variable X es el cambio de angulo de torsion por unidad de longitud.

2

00, GRY
= EI = EI z(x3,1) =FEI 3(x3,1) 84
Z(x3,1) z Zz z 8)(,'3 z 8X32 ( )

donde I_ es el momento de inercia de la seccion respecto del eje a,,y y. es la curvatura de

- Flexion sobre el plano a, —a,: M

flexion respecto de dicho eje.
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2

— 00 o'w
EI = ] &0 _ _pr Z 30s0) 85
r Ay T ox, © oo (85)

donde /, es el momento de inercia de la seccion respecto del eje a,,y X, es la curvatura de

- Flexion sobre el plano a, —a,;: M P(x3.0)

flexion respecto de dicho eje.

La energia potencial de deformacion de la viga resulta:

1 ¢L
VFB_;def :EJ-O (ngx +Mxlx +M2Zz +Myzy) dx3 (86)

01| B+ GO (0l ) +EL (5 ) L () |

La prima sobre las variables significa que se encuentran derivadas respecto de la coordenada
espacial x,. Se considera también la energia potencial adicional debida a la fuerza centrifuga.
Dicha fuerza tiene un efecto rigidizador sobre los desplazamientos transversales de la viga. En
una seccion definida por la coordenada x, de la viga, la fuerza axial debida a la accion centrifuga es:

L ~n T
Fo= [ m {0 ({ o) xlr ) -4 s donde Mot} <[] ("0} +{"o)]
La fuerza centrifuga Fc es funcion de las coordenadas @, 6, v, ¢,, 6,, v, y de sus derivadas
temporales. La expresion (87) resulta correcta para el caso donde la velocidad de giro de todo

el modelo es mucho menor que la velocidad de giro del ala respecto del cuerpo del mismo. La
energia potencial adicional resulta:

VFB3ad = % J-OL Fc(x3,t) |:(v;(x3,t) )2 + (W;(x3,t) )2:| dx, (88)

El trabajo virtual debido a fuerzas y momentos externos actuando sobre la viga resulta:

'

L ’
5WF& = jo (px(,‘c3,t)5u3 +py(x3,t)5v3 +pz(x3,t)5w3 +mx(x3,t)503x + ov, _my(x3,t)5w3) dx, (89)

2(x3,1)

Se aplica entonces el Principio de Hamilton Extendido sobre estas dos componentes
restantes para obtener las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales correspondientes a
las variables distribuidas. Notar que, como no se ha tenido en cuenta la velocidad de giro de

torsion relativa 6, en la derivacion de la componente inercial de las ecuaciones diferenciales
se llega a una ecuacion estatica con deformacion en el tiempo. Dicha deformacion se debe a la
variacion del momento torsor dado por las cargas aecrodinamicas.
La variacion de la energia potencial en el Principio de Hamilton Extendido resulta:
i Ce Dy e
EA u, ou, —GJ 0,00, — EI v, ov,

5!

jpam%)mzj

4

. L, dx,dt  (90)
0 - EI w;ow;, —Fc (v35v3 +w35w3)

Efectuando la integracion por partes de cada término de (81) respecto de la coordenada x, se tiene:
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2 (EAu;)5uy+£(GI6,,) 50, +

I(_5VFB3) dt :II + [—;{—%(EIZV;)-F%(FC(XBJ)V; )j|§v3 + dx3 dr +
4 40 . o |
I + [—%(Elymg )+a_x3(FC(x3,t>W3)}5W3_

[-Edu,ou,] +[-GJ 6,60, +

5 91)

N T e S

v oL B " ) L
+ [—Ely w, 5w3]0 + [(E(EI}’ w, )— Fe, W )5w3 l)
Por ultimo, aplicando el Principio de Hamilton sobre las fuerzas externas en la ecuacion (80) y
después de aplicar la integracion por partes sobre los momentos flectores externos, se obtiene:

)

j(5W dt J‘ J‘ Pi(x, z)5u3 |:py('c3 0 023 ( m;,, ,))} ov, +
4 FB |:pz(v3 ntan (my(x},,) )} ow, + mX(x3,t)593x

Con este resultado y la expresion (91) se obtienen las componentes potenciales y las debidas a
las fuerzas externas en las ecuaciones diferenciales de las variables distribuidas u,, v;, w, y 6, .

dx, dt (92)

Ademas se obtienen las condiciones de contorno que en el caso del problema descrito toman
valores particulares y se estudian a continuacion.

Ecuaciones diferenciales resultantes para las variables u,, v,, w; y 6,

Las ecuaciones diferenciales para las variables distribuidas u,, v;, w; y 6, se obtienen a partir

de las ecuaciones (81) para la componente inercial, (91) para la componente potencial y condiciones
de contorno y (92) para las fuerzas externas no conservativas. Para las condiciones de contorno se
reconoce que la viga, vista desde el marco de referencia sobre el cual estan definidas las variables
distribuidas, se encuentra empotrada en x, =0 y libre en x, = L. Asi se tiene:

® Para la variable u,:

. 0 ' v v -
M) Us(xy,0) _aT(EA3 ”3) = Px.n +[ZG ’ q, +ZH3q3 Qk] (93)
j=1
siendo ¢,,q, = {big, byy, byy, &, 0, v, 45, 6,, y,} . Siendo las condiciones de contorno:
[-E4 u35u3] =0 Su; =0 enx, =0 Ny =EAu;=0 enx; =L (94)

® Para la variable v;:

.. 5 0 / 0 . O
M Vi T 8)62 (EI Vz) o, (Fc(x3,t)v3) :py(x3,t)_8_x3(mz(x3,t)) [ZGM g, kZ:I:Hs @ %J 95)

teniéndose las siguientes condiciones de contorno:
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[ELv, ] =0 5v,=0 enx, =0 M

Z(x3, 1)

=ELv,=0 enx,=L (96)

L
Ké(EIZV;)_FC(th)v;]é‘%} =0 6»=0enx,=0 [é(E[zvs) Fe, ) J 0enx,;=L (97)

0
® Para la variable w; :

.. fou " 0 ' 0 & . .
My Wiy ) +§(E1z W ) _g(FC()%J) Ws) = Pzixyn +g(my(x3,t) ) +[ZG3;? q; +ZH3 ;’jqk } (98)
3 3 3 Jj=1 k=1

teniéndose las siguientes condiciones de contorno:

[Elzwgéw;]z =0 Sw;=0 enx, =0 M —~EIl.w;=0 enx;,=L (99)

V0, 1)

Hé(ﬂzwa) Fe, oW Jé“’%} =0 ow =0 enx;=0 (i(ﬂm) Fe,, W j 0 enx,=L (100)

0
® Para la variable 6,

— i(GJ@ ) =
ox,

Esta ultima es una ecuacion estatlca desacoplada inercialmente de las demds ecuaciones de
movimiento, cuyo valor de deformacion es funcion del momento torsor generado por las fuerzas
acrodindmicas. Es decir que, el acoplamiento de esta dltima ecuacion con las demas
coordenadas generalizadas del modelo esta dado a nivel del vector de cargas generalizadas,
asociado al modelo aerodinamico. EI valor del momento torsor en la raiz del ala debe ser
descompuesto en un sistema equivalente de fuerzas y momentos actuando sobre los grados de

libertad b,,, b,;, b, ¢, 0, del modelo. Las condiciones de contorno resultan:

[—EA3 s 5u3]0 =0 ou, =0 enx, =0 N = EAu, =0 enx,=L (102)

(101)

x(x ,t)

x(x3,1)
| GJ o, 56, ](L) =0 86,,=0 enx, =0 M, ,=GJ0, =0 enx,=L (103)

La derivacion de las ecuaciones de movimiento del ala izquierda y su aporte a la
componente inercial del modelo completo resulta similar a lo visto para el ala derecha.

Interaccion entre cuerpos rigidos y flexibles del modelo:

En las ecuaciones (93), (95) y (98), que definen el movimiento de deformacion de la viga
en flexion, se observa la adicion de un término de carga en cada una de ellas. Dicho término
esta asociado a fuerzas inerciales que son funcion de las aceleraciones y velocidades
generalizadas de cuerpo rigido del cuerpo RB; y también del ala. Por otro lado, en la ecuacion
(72), que aporta a la componente inercial de las variables globales, tanto las matrices como el
término independiente debido al trabajo virtual de las fuerzas de inercia causadas por la
deformacion, son funcion de las integrales de los valores que toman los desplazamientos
distribuidos y sus derivadas temporales.

En conjunto se tiene un sistema de ecuaciones integro-diferenciales fuertemente acopladas que
gobierna el movimiento del modelo hibrido. Previo a la implementacion del esquema de integracion
que se adopte para resolver en el tiempo este sistema de ecuaciones, deben discretizarse en el
espacio las ecuaciones de los sistemas continuos. Para ello se ha adoptado en este caso el método
de elementos finitos. Dicho método posee la ventaja, sobre otros métodos de discretizacion, de
permitir un acoplamiento sencillo entre el modelo estructural y la grilla aerodindmica que se
utilizard para la evaluacion de cargas no conservativas, tarea que se plantea para el futuro.
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4 CONCLUSIONES

En el presente trabajo se desarroll6 el sistema de ecuaciones que gobiernan el movimiento
del modelo hibrido planteado. Para ello se trabajo sobre las expresiones de las velocidades
resultantes en puntos de cada uno de los cuerpos componentes aplicandose el Principio de
Hamilton extendido. El sistema resultante suma para las variables del movimiento del cuerpo RB;
los aportes inerciales del propio cuerpo RB;, del cuerpo rigido RB,, y los aportes de cuerpo rigido y
flexible de las alas. La interaccion entre el movimiento del conjunto y las deformaciones por
flexibilidad de las alas lleva a un sistema de ecuaciones altamente no lineales y fuertemente
acopladas.

Actualmente se esta trabajando en la discretizacion de las ecuaciones en derivadas parciales de los
cuerpos flexibles y en la implementacion computacional de un algoritmo de integracion predictor-
corrector'’ de las ecuaciones de movimiento que permitird en un futuro adicionar un modelo de
prediccion de cargas aerodindmicas, y la integracion simultinea del conjunto en el tiempo.
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