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Resumen. En este trabajo empleamos una técnica de subdivision para calcular los puntos de control que
subdividen a curvas polinbmicas. Dados un poligono de control y la curva polinbmica generada por ese
poligono, mediante operaciones matriciales obtenemos poligonos a izquierday a derecha, que aproximan
a esa curva. En este mlo consideramos el caso de las curvas Beta-splib&a$, con parmetros de

sesgo Yy de tension, y realizamos la subdivision para distintos valores dehgiao de sesgo. Ademas,
analizamos el comportamiento de la subdivision cuando ésta se realiza utilizando el punto medio y otros
puntos diferentes al punto medio, considerando fijos loarpatfos de sesgo y de tension. Detallamos
explicitamente las matrices de subdivision utilizadas para cada caso, asi comentéarbpresentaaiv

grafica de los subpoligonos obtenidos en los distintos pasos de la subdivision.
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1. INTRODUCCION

Uno de los métodos que permite generar curvas de subdivision es el desarrollado por Gold-
man y DeRose (veGoldman y DeRo0s€1986). Mediante este método se obtienenigoiios
de controlL (aizquierda) yR (a derecha) tales que dividen a la cu&&P] (¢) en algin valor
€ (0,1). Si suponemos que [P] ([a, b]) representa la curva cuando el garétro vara sobre
el intervalo[a, b], entonces

B[P] ([0, 1]) = BIL]([0,1]) UB[R] ([0, 1]).
Mas precisamente,

BILI([0,1]) = BIPI([0,])
B[R] ([0,1]) = B[P ([¢, 1)),

donde cada uno de los pgbnosP, L, y R representa un conjunto de puntos en el plano.

Ronald Goldman y Tony DeRose (v@oldman y DeRos€1986) desarrollaron una forma
de encontrar las matrices de subdivision aizquierday a derecha que se aplican a un determinado
poligono de control para obtener subgahos a izquierda y a derecha, considerando para ello
el caso de la subdivision de curvas polinbmicas.

Nuestro interés es mostrar explamente las matrices de subdivision para curvas Beta-
splines cubicas, para distintos valores de lospeatros de sesgo y de tension, dado que estas
matrices nos brindan los puntos de control correspondientds g R. Asimismo queremos
mostrar, graficamente, la influencia de estogpeetros en la subdivision.

En un trabajo anterior (ve€astro y otrog2007) analizamos el comportamiento de la sub-
division considerando el pametro de sesg@; = 1, el pagmetro de tensn (3, variable y
¢ = 1/2 para un solo trozo de la curva. En estaaiid, analizamos el comportamiento de la
subdivision, en primer lugar, para con valor fijo (3, = 0), 5, variable yc = 1/2, y en segun-
do lugar, para distintos valores deDado que, a partir de cuatro puntos de control se genera
un solo trozo de la curva, hicimos tarehbiuna extensii a un conjunto con mayor numero de
puntos de control.

2. MATRICESDE SUBDIVISION

En esta secon se desarrolla una técnica para calcular los puntos de control que subdividen
a curvas poliomicas.

SeaB(t) = (By(t), ..., Bu(t)), con By(t), ..., B,(t) funciones que forman una base para la
curva poliromicaB[P](¢) de grado, para la cual sera construido un algoritmo de subdivision,
siendoP = (F,..., P,) el poligono de control yi%, ..., P, los puntos de control. Es decir,
consideremos

siendoP" la traspuesta d® y “*” representa la multiplicacion de matrices. Las funciones
By(t), ..., Bn(t) son continuas, suman uno Yy, dado que forman una base, son linealmente in-
dependientes sobre el intervalo [0,1]. Estas tres propiedades nos aseguran que, si un algoritmo
de subdivisbh es aplicado a la cunB[P](¢), entonces los poligonos de control convergen a la
curva, como se prueba &oldman y DeRosé1986).
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Como B(t) es una base para el espacio de los polinomios de graeisten matricesS, y
Sr (verGoldman y DeR0s€1986) que dependen dg ¢ € (0, 1) tales que:

{B(ct) = B(t)* Sy,

. s @
(c+ (1 —c)t) = B(t) * Sg,

dondeS;, y Si son matrices que reparametrizan las funcioBgg), ..., B,(t); en el caso de la
subdivision en el punto medio, es= 1.
SeaP = (R, ..., P,) el poligono de control; buscamos expresiones payeR tales que:

{B[L]@) = B[P)(ct)

_ (2)
BIR](#) = B[P](c+ (1 —c)t),

dondel y R son los subpafjonos a izquierda y a derecha respectivamente, en los cuales queda
dividido el poligono originalP.
En forma matricial, esto se puede escribir de la siguiente manera:

B(t)*L" = B(ct) * P
Lo R
(Bo(t) -+ Ba(t)) x| : | = (Bolet) --- Bnlct))* | :
L, P,
Sustituyendo por la primera ecuanide (1) obtenemos que
B(t) x L' = B(t) = S  P".

ComoBy(t), ..., B,(t) son linealmente independientes, se concluye que

L* =S, x P (3)
Lo =)
=S|
L, P,
Similarmente obtenemos que:
R = Sp x P'.

Por lo tanto, las matrices que reparametrizan las funciones de la continimaal sirven,
ademas, para subdividir los pgtnos de control. El proximo lema nos da expresiones kg’
para las matrices.

Lemal Seal = (to,...,t,) una sucesin de constantes tales que< ¢, < 1 (ver lema 2.1
de Goldmany DeRo0s€1986), y seal) < ¢ < 1 una constante. Entonces, y Sr estin dadas
explcitamente por

Sp = T—l (4)
R = ) 'k Ble+ (1 —-¢)T)

dondecT = (ctg,...,cty) ,c+ (1 — )T = (c+ (1 — )ty ...,c+ (1 —)tn) Y

Bo(to) st Bn(t()>
BIT)=1 : :

S; = B(T)™' % B(cT)
B
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Demostracdn: De (1), B(ct;) = B(t;) * Si, coni = 0,...,n y ésto, en forma matricial, es
B(cT) = B(t) * St

BQ(CtQ) Bl (Cto) L Bn(CtQ) BQ (to) Bl (to) L Bn(to)
BQ(Ctl) Bl (Ctl) e Bn(Ctl) - Bo(tl) Bl(tl) s Bn(tl) « g

Asi, S;, = B(T)~' % B(cT).
En forma similar se encuentra la expasideSy.[]

Estas matrices de subdivision pueden determinarse a partir de las matrices de subdivision
de BeézierSP y SE, como en el caso de cualquiectiica polinomial. Dadas las funciones de
Bézier de grada (los polinomios de Bernstein) denotadas fifit), ..., b7(t), es decir

b (t) = (7;) il — )" i =0,..,n,

las matricess? y SE se obtienen a partir de un algoritmo desarrollad@efdman(1982 y en
Goldman(1985, y estin dadas por

We) 0 0 o 0

P LG CRRE o
Bie) () By - b(e)
G0 0, 5

se=| 0 7 AN (6)
0 0 - B

SeaC' la matriz cuyas componentes son los coeficientes de las combinaciones lineales que
surgen de expresar cada funcion de la bB$e = (By(t), ..., B,(t)) en €rminos de las fun-
ciones de la base de Bernstén) = (bj(¢), ..., bl'(t)), esto es” es tal que:

B(t) = b(t)xC
b(t) = B(t)*C L,

Entonces porY),
B(t)* Sy = B(ct) = b(ct) * C =b(t)« SP xC = B(t)« C' % SP * C.
Por la linealidad d&3(t) se verifica que
Sp=C1%SPxC, (7
En forma similar, se demuestra que

Sp=C"1%SExC. (8)
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De (7) y (8) resulta que5;, es similar aS? y que Sy es similar aS%.

Las matrices de los ejemplos que daremos en este trabajo fueron construidas usando las
ecuacionesq) y (8).

Concluimos esta seam’ con algunos resultados que nos permiten asegurar con precisi’
cuando los poligonos de subdivision permanecen en la capsula convexaigehoalle control
original.

Lema?2 Seal = (ty,...,t,) una sucesin de nimeros reales tales que< ¢, < 1. Considere-

mos
Bo(to) -+ By(to)
BT)={ : :

BO(tn) Bn(tn>
y seaB(T)™" = {b;(T)}. Entoncesy b;;(T) = 1,i = 0,...,n. Esto es, las filas d&(7T)~"

J
suman uno.

Demostracdn: Seau = (1, ..., 1) un vector fila den componentes. Sabemos qEBj(ti) =
=0
1,7 =0,...,n, 0lo que es equivalente
B(T) xu" = u".

Multiplicamos ambos miembros p@H(7')~!, obtenemos

es decir

Lema3 Las filas deS; = (I;;) suman uno. Esto €} 'I;; = 1. Arélogamente, las filas de

J
Sk = (r;;) suman uno.

Demostracdn: Recordemos qué(t), ..., B,(t) suman undvt € [0, 1] y como cada ele-
mento decT" esta en [0,1], las filas dB(c¢T") deben sumar uno. Esto es,usi= (1,1, ..., 1),
entonces

B(cT) xu* = u’,

Multiplicando a ambos lados pd#(7)~! y aplicando el Lema 2 y el Lema 1, obtenemos
Spxut = B(T) ™' % B(cT) xu' = B(T) ' »u’ = u".

Entonces las filas d&;, suman uno. Un alisis similar muestra que las filas d& suman
unoLl]

Lema4 Se garantiza que los pgonos de subdivien L (R) permanecen integramente en la
capsula convexa de siy lo si los elementos de las matric8g (Sz) Son no negativos.
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Demostracdn: Seal = (Lo, ..., L,), St = (I;;). Entonces, de3) sigue que
Li =Y l;P;.
j
Asi, L; permanece en laapsula convexa d&; siy solo sil,, ..., l;, son todos no negativos y
> =1
j

Esto es, las filas d&;, deben sumar uno y sus entradas deben ser no negativas. Pero, por el
Lema 3, se sabe que las filas suman uno, entonces, todo lo que se requiere es que las entradas
sean no negativas.

Un argumento similar se usa para probar el resultado para los puntos de coriRrdl de

3. EJEMPLO: CURVA BETA-SPLINE CUBICA

La curva Beta-spline clubica es una generalizaaile la B-spline gbica uniforme, en la
cual la propiedad de continuidad pareimc¢a de segundo grad@’t) es reemplazada por la
de continuidad geométrica ). Para mas detalles sobre estos conceptos, recomendamos ver
Castro y otrog2007).

Un trozo de la curva Beta-splin@ibica esta caracterizado por las funciotig$t), ..., Bs(t)
definidas por:

51267 — 607t + 6337 — 23737

s1(B2+ 487 +4061) + (667 — 601)t — (332 4 657 4 6571
+(202 + 267 + 207 + 261)t°]

52+ 681t + (382 + 667)t° — (262 + 267 + 261 + 2)t°)]
21

6 b

Bs(t)
| Bs(1)

donded = B3, + 233 + 452 + 45, + 2, 31 es el paametro de sesgo ¥, es el paametro de
tension, como se puede verBarsky y Beatty(1983.

Sise desea que la curva posea la propiedad dedsuta convexa, basta con asignarle valores
a los padametros, de tal manera que las funciofgét), ..., B3(t) sean no negativas.

La matriz de subdivision', = [I;;] se construye a partir de la ecuawi(7) S, = C~'*xSP«C.
La matrizSg = [r;;] es tal quer;; = [5_;5—;coni,j =1,....4.

Para obtener la matriz' realizamos el siguiente procedimiento:

» Expresamos cadg;(t),: = 0, ..., 3, como una combinaeii lineal de las funciondsg(t),
bi(), b3(t) y b3(t)-

= Cadauno de los coeficientes de esta combamdaieal formaran lai+1)-ésima columna
deC, coni =0,...,3.

Considerandeg = £, la matrizC' presenta la siguiente forma general:

2968 y(Bo + 487 + 451) 2 0
0 (267 + 261 + [+ 4067) (261 + 2) 0
0 v(263 + 267) V(B2 + 20 +461+2) 0
0 2v53 Y(Bo+ 401 +467) 2y
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Debido a que estamos consideramde 3, la matrizS? sera de orden cuatro (ver ecuai’
(5)), y cuatro seran taméii los puntos de control del pgbno originalP necesarios para obtener
un trozo de la curva Beta-spline.

Una vez obtenidas las matric€sy SZ, estamos en condiciones de halfar Luego, a partir
de ésta, calculamaSg. Si multiplicamosS;, y Sk por el vector column#’, obtenemos los
vectores columnas’ y R?, respectivamente.

Utilizando el software Mathematica desarrollamos un algoritmo que nos permite Hiajar
Sk paradistintos valores d& y (3, y para unc cualquiera. Este algoritmo se encuentra incluido
en el agndice del artulo deCastro y otrog2007).

En lo que respecta a la representacgrafica, hemos elaborado un algoritmo, utilizando el
software MATLab, que genera los puntos de control a izquierda y a derecha, en los distintos
pasos de la subdivision y grafica los gahos que estos puntos determinan, respectivamente.

En el artculo deCastro y otrog2007) analizamos el comportamiento de la subdivision al
variar el pagmetro de tensiop,, manteniendo fijos el valor del parietro de sesg@( = 1)

y el valor dec (¢ = 1/2) y considerando para ello un poligono de control formado por cuatro
puntos. En este trabajo analizamos el caso en el cua ¥ay se mantienen fijos, y ¢ (52 = 0

y ¢ = 1/2) y luego estudiamos el comportamiento de la subdivision al varyanantener fijos

los paemetros3, y 52 (1 =1y 2 = 0) .

A medida que el nmmero de pasos de la subdivision aumenta, los suippods que obte-
nemos se van superponiendo y no es posible distinguir con claridad cada uno de ellos. Con el
objeto de visualizarlos con claridad, en la Figdranostramos los subpgbnos a izquierda y
a derecha, generados en el primer paso de la subdivisiopicenl,5y 3, = 0. A su vez, en
esa figura podemos apreciar la curva Beta-spline determinada por los puntosigehpale
control, la cual se encuentra graficada cored continua.

_——— Poligono de Control

o Poligono a izquierda =
—_— = Poligono a derecha

_ Curva Beta—spline

Figura 1:Un paso de la subdivisionpafa = 1,5, o =0y c=1/2

Como se aclaranteriormente, cada trozo de la curva Beta-spline se obtiene a partir de cuatro
puntos del poligono de control. En los casos que siguen consideramos curvas generadas por un
conjunto mayor de puntos de control.

En primer lugar, observamos que & > 1y a medida que su valor aumenta, los sub-
poligonos obtenidos en cada tramo contienenticés que dejan de pertenecer a é&psula
convexa, como se puede apreciar en la Figura

Por otro lado, sp3; < 1y a medida que su valor se acerca mas a cero, observamos el mismo
comportamiento, como podemos ver en la Figdira

En los dos casos anteriores, tantdsk 3; < 1 0 3; > 1, se observa que es necesario
un nimero mayor de pasos de subdivision para obtener una buena apraximegidecir una
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(@) (b)

(a) (b)
Figura 3:Dos pasos de la subdivision pata= 0,5, 5, =0y c=1/2

grafica que aproxime a la curva Beta-spline original.

Por Gltimo, analicemos lo que sucede con respecto ala vanider, siempre qué < ¢ < 1.
Sic < 1/2 y a medida que ese valor tiende a cero, los sulgpabs dejan de tener puntos en
comuin, como se puede apreciar en el grafico derecho de la Higemae!l gefico de la izquierda
se encuentra representada la curva Beta-Spline. Lenwie’ las graficas de los submgminos
determina una curva discontinua; de todos modos, cada punto de esta curva, converge a la curva
Beta-spline original (veGoldman y DeR0s€1986)).

20 20

18t 18}

16 1 16

14} 1 14}

12+ 1 12+ /

4 4 \
) o)

2 2

0 0

Figura 4:Dos pasos de la subdivisibn pafa=1, 5, =0y c=1/4

Sic > 1/2 y a medida que su valor tiende a uno, los sulgmios a izquierda y a derecha

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXVII, pags. 3071-3080 (2008) 3079

obtenidos en cada trozo, se intersectan en un numero finito de puntos,seegbserva en la
Figura5. En la Figura vemos omo, con dos pasos, se va obteniendo una aproxanaci’

20

18}
16}
14t
12}

101

Figura 5:Un paso de la subdivision para

20

20

5 10 15 20

20

18

16

12+

101

10 15 20

=1,0=0yc=3/4

18} 18}
16} o 16
14} 14}
12f 12f
10F © 10
(e}
8l 8l
6 6
4r 4+
2 © 2
o o

Figura 6:Dos pasos de la subdivisiobn pata=1, 5, =0y c = 3/4

En todos los casos, la wni'de las graficas de los submminos a izquierday a derecha en el
ultimo paso de la subdivision, tiende a la curva Beta-spli@ad, generada por los puntos del
poligono de control original.

4. CONCLUSIONESY TRABAJO FUTURO

En este trabajo hemos mostrado algunos ejemplos de subdivision de curvas Beta-spline
cubicas y sus correspondientes matrices de subdivision. En primer lugar se comsitieal
parametro de tensii y variable al pametro de sesgo, teniendo en cuental/2. En segundo
lugar analizamos el comportamiento de la subdbngpara distintos valores de

De la visualizaah de los gaficos, se obseovque, resulta conveniente considerar 1/2,
ya que en esos casos, la convergencia de los poligonos obtenidos en la subdivision hacia la
curva Beta-spline es mas rapida.

Se utilizé un algoritmo que genera las matrices de subdivision para distintos valores de los
parametros de sesgo y teasiy para la subdivision tanto en el punto medio como en otros casos
(ver Castro y otrog2007).
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En todos los ejemplos mostrados se trab@ayn funciones de la base que son continuas,
forman una parti@h de la unidad y son linealmente independientes, lo cual asegura la con-
vergencia uniforme de los pglbnos de subdivision a la curva original. No se hizo uso de la
propiedad de la@psula convexa, ya que esta propiedad no es necesaria para la convergencia de
un algoritmo de subdivision, como se pruebg@widman y DeR0s€1986).

Es@ claro que, a partir de cuatro puntos de control, se genera un solo trozo de la curva.
Hicimos una extensi a un conjunto con unumero mayor de puntos de control. La extensi’
al caso de la subdivision de superficies Beta-spline clbicas formara parte de un trabajo futuro,
ag’ como tambéh la comparacoin de este método con alg otro método de subdivision tanto
para el caso de curvas como para el caso de superficies una vez realizada lamextensi”
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