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Resumen.La electroencefalografia (EEG) es una técnica no ingagiie permite el estudio de la acti-
vidad bioeléctrica cerebral tanto en humanos como angwkddaboratorio. En estudios de esta indole se
miden potenciales eléctricos sobre el cuero cabelludordeh de algunogV' y resolucién temporal del
orden de losns. Estos estan producidos por corrientes internas originadda actividad post-sinaptica
neuronal. Es por ello que, por ejemplo, regiones con fumaciento anémalo tales como centros epi-
leptbgenos, generaran potenciales excepcionales guidose debe centrar la atencion. Asi es que surge
una problematica de vital importancia en la clinica htadpiia, como lo es encontrar fuentes de funcio-
namiento patologico conocido el potencial eléctricoeeadbeza. Pero este problema, llamado problema
inverso en EEG, no tiene una (nica solucion y se ve afegadouido, lo cual lleva a utilizar técnicas
de estimacion de dichas fuentes. Por razones convenientesial el planteo del problema directo como
punto de partida de la resolucion del problema inversosistiando el primero en el calculo del campo
eléctrico en la superficie del cuero cabelludo conocidadate de actividad cerebral. En el presente tra-
bajo se realizara una breve descripcibn matematicardblgma directo, obteniendo la formulacién que
permita calcular el potencial eléctrico debido a fuentesctividad cerebral modeladas como fuentes
de densidad de corriente. Luego se planteara dicho prabbem una formulacion variacional, a partir
de la cual se demostrara tanto la unicidad de la solucidmocasi también una cota de su normay la
eguivalencia con un problema de minimizacion. Posterni® se desarrollara el método de los Elemen-
tos Finitos (FEM) que permite la obtencién y validacionlaoe resultados. Se analizan las diferencias
entre resultados obtenidos sobre medios isbtropos ptamig's, modelando estos Gltimos al problema
en forma mas realista.
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1. INTRODUCCION

La Electroencefalografia (EEG) es una técnica que cansismedir los potenciales eléctri-
cos sobre la superficie de la cabeza (cuero cabelludo) comaladid de detectar fuentes bio-
eléctricas internas. Constituye, junto con otras t&sae analisis tales como la Magnetoen-
cefalografia (MEG) y la Resonancia Magnética FunciofMR(), la base de las neurociencias
de caracter no invasivo. Cabe destacar que la alta redoltemporal de E/MEG vy la gran
resolucion espacial de fMRI hacen que estos estudios ssaplementarioslL(u et al., 2006
Del Gratta et al.2007%).

Suponiendo conocidas las fuentes de actividad cerebral galacteristicas del medio con-
ductor es posible obtener los potenciales eléctricos gnergn sobre la superficie del mismo. A
este planteo se lo denomiRaoblema Directo en EE(Pero la realidad indica que el problema
de interés consiste justamente en lo contrario: conoeidastribucion de potencial eléctrico en
la superficie del conductor buscar las fuentes de actividsalédztrica de interés con la mayor
exactitud posible. Dicho problema, debido a su naturalezanivoca, es conocido confRyo-
blema Inverso en EEGPor ende, técnicas de estimacion y resolucion numaé&on utilizadas
en conjuncién con técnicas de resolucion del problemecth con la finalidad de obtener solu-
ciones viables del problema inversacherg and von Cramoh985 Dale and Serend 993.

El problema directo se encuentra totalmente ligado a losefosditilizados en la caracte-
rizacion tanto del medio como de las fuentes de activida@r&nhtes modelos aparecen en la
bibliografia, como lo son las caracterizaciones de lazalbemo medios isotropos y anisoétro-
pos de Munck 1988 Haueisen et a12002. Asimismo, las diferentes formas de calificar a los
medios conductores en cuestion conllevan a diferentesaf®rde simulacion, resultando ser
FEM el método mas versatil y robusto.

En el presente trabajo se obtiene una caracterizaciommatitan del problema directo en
EEG para luego aplicar y validar los resultados analitroesliante simulaciones pertinentes.
En la segunda seccion se plantean las bases matematicaslema Directo en EEG, con-
cluyendo en la obtencion de una ecuacién diferencial conliciones de borde de Neumann
cuya solucion determina la distribucion de potenciet#&ico sobre el volumen conductor. En la
tercera seccion se reformula el problema diferencial comproblema variacional para luego
demostrar existencia y unicidad de la solucion analiiicda cuarta seccion se describe el plan-
teo del Método de los Elementos Finitos (FEM) para la resofudel problema. En el mismo
se muestra la validez del teorema de existencia y unicidda slducion numérica, tras lo cual
se desarrolla el método de FEM de primer orden, considezhtiah@ds adecuado al problema de
interés por permitir buena adaptacion de la malla al velumeal sin aumentar en gran forma
el nUmero de incognitas. En la quinta seccion se compdasaresultados obtenidos en la sec-
cion precedente tanto para medios isotropos como aofEd, como asi también para distintos
métodos de resolucion sobre un volumen esférico de radtario (solucion analitica, FEM y
BEM). Por (ltimo, en la sexta seccion se extraen conchesiaoncernientes a los resultados
obtenidos y se presentan lineas futuras de trabajo.

2. PLANTEO MATEM ATICO DEL PROBLEMA DIRECTO EN EEG

En esta seccion se presenta la formulacibn matemateaapacteriza al problema directo
en EEG. En principio, se justifican simplificaciones vadigaopias del modelo del medio ba-
jo estudio, las cuales permiten una mas sencilla manigulate las ecuaciones de Maxwell
que gobiernan a los fendbmenos electromagnéticos. Seneblilego la ecuacion diferencial
gue representa la distribucion de potencial eléctricelevolumen de interés y sus respecti-
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vas condiciones de frontera. Por Gltimo, se muestra unemesefa sobre los modelos de
fuentes de corriente adecuados al problema. Planteossasipueden verse, por ejemplo, en
Hamalainen et al1993 y Hallez et al.(2007).

2.1. Aproximacion cuasieshtica

Suponiendo conocida la conductividad eléctrica de lazalyelas fuentes que generan la
actividad neurobiolbgica, son las ecuaciones de Maxyaltp con la de continuidad, las que
permiten realizar un analisis cuantitativo de la sitaaciConsiderando que en dicho volumen
la permeabilidad magnética es constante e igual a la dad Mas ecuaciones seran:

VE = 2 1)
€0
OB
E - -2 2
V x - @)
VB = 0 3)
OF
VxB = m(Iral;) @
OP
J - oE+ < 5
o +8t (5)

en dondeP = (e — ¢;) E es la polarizaciorg es la permitividad del material¢gla conductivi-
dad del medio. Cabe destacar que numerosos estudios nmugpstréa conductividae dentro
de la cabeza carece tanto homogeneidad €t al, 1991 como de isotropiaim et al., 2003,
por lo que se la considera como una magnitud tensorial.

Se busca en lo siguiente justificar que es posible despitesiggrminos de campo eléctrico
y magnético generados a partir de variaciones de los mismes$ tiempo, aproximacion que
lleva el nombre deuasiesitica. De las expresioned)y (5) se tiene que

OE

V x B = py (O'E—FEE) (6)

Sabiendo quéE = Eq(r).e’>™/!, considerar la aproximacion cuasiestatica @nequivale a
pedir |[cOE/0t| < |oE|, i.e.,e2nf/o < 1, lo cual se cumple para los valores tipicos de los
tejidos involucrados = 10%¢, f ~ 100Hzy o = 0,3Q 'm~!. Luego,V x B ~ u,oE.
Por otro lado se busca justificar la aproximacion cuaairesi'en la expresior?), para lo
cual se toma el rotor de la misma
J(V x B)

VX VxE=——s =" = —j2nfp (0 + j2n /) B )

La solucibn de esta ecuacion diferencial tiene una catestde variacion espacial dada por
A= 27 fuy (o + 527 fe) |12, siendo) = 65m para los valores propios del medio descrito an-
teriormente. Como el volumen bajo estudio es mucho menoesfizemedida, se puede validar
la aproximacion cuasiestatica para la expres®nl{uego, como resulty x E = 0, el campo
eléctrico puede ser expresado mediante su funcion pateectricokE = —Vu.

2.2. Formulacion diferencial

Es de utilidad dividir la densidad de corriente producidagutividad neuronal en dos com-
ponentes: la primera debida al campo eléctrico macréascqpoducido por el transporte de
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cargas en el medio conductor (y por ende pasiva), llarnad#&nte de volumen o retorn&sta
se encuentra dada pdt(r) = o(r)E(r), en donder(r) es la conductividad macroscopica en
el puntor del volumen. La segunda, que comprende todo el resto, eadrorriente prima-
ria, y se la designa medianf#(r). El resultado total seréa la densidad de corriente neta en la
cabeza:

J(r) = J(r) + o (r)E(r) (8)

La ecuacion anterior ilustra la importancia de la coregmrimaria en la vecindad de una célula
debida a la actividad cerebral, asi como la pasividad delaente de volumen sobre todo
el medio. Por ende, localizar la corriente primaria eqeiakencontrar la fuente de actividad
cerebral.

Ahora, si se reemplaza en la ecuaci8nh E por Vu y luego se toma la divergencia de la
misma, se obtiene:

VI(r) =V (JP(r) + o(r)E(r)) = VI?(r) — V(o (r)Vu(r))
Pero utilizando la aproximacion cuasiestatica sobbyese tiene qu&’ J = 0, por lo que

VIP(r) = V(o (r)Vu(r)) (9)

Luego, como la corriente normal en la superficie de la cabgzaula, la condicion de borde
sera:
o(Vu(r))n=0 (10)

2.3. Fuente dipolar

En problemas como el descrito es necesario contar con unlongde simule de la mejor
manera posible a la fuente de actividad cerebral, resudtaadla mas sencilla un arreglo de
dipolos, los cuales han probado ser buenas aproximacideddiynck et al. 1988. En este
caso se considerara, sin pérdida de generalidad, un dipolo ubicado em, y con momento
dipolar Q que mejor represente a la corriente primaria en un solo pl#m este caso en
particular se tendra que la corriente primaria esta dada p

JP(r) = Qd(r —rp) (11)

Otros modelos de fuente mas realistas existen en la brafiagyYetik et al, 2004 2006, pero
en el presente analisis se omiten por simplicidad en losicss.

3. FUNDAMENTOS MATEM ATICOS DEL PROBLEMA

En la presente seccion se plantea un analisis variadgi@hploblema diferencial descrito por
las ecuacione®] y (10). En principio se obtiene una formulacion débil equinaéea la hallada
en la seccion previa, tras lo cual se encuentra una formdmla@riacional asociada. Luego
se presentan las condiciones requeridas por la expreai@gsegurar existencia y unicidad
de la solucion analitica. Por Ultimo se relaciona al pgota en cuestion con un problema de
minimizacioén asociado, encontrando posteriormente wia de la norma de la solucion al
mismo.
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3.1. Formulacion Variacional

En la seccion anterior se planted al problema directo e@ Etediante una ecuacion dife-
rencial definida por las expresionéy { (10); es decir, la resolucion del problema de interés
conllevara a la resolucion del problema diferencial

VIP(r) = V(o (r)Vu(r)) enQ (12)
o(Vu(r))n=0 enoQ

Se ve claramente que esta ecuacion requiere de una soluei@?(2) (conjunto de funciones
dos veces diferenciables con derivada segunda contiriualdl vuelve al método un tanto
restrictivo. Es con la finalidad de relajar las condicionasrs la solucion que se replantea el
problema y se busca resolvé2j en el sentido de promedios pesadBsdker et al.1981). Es
decir, se busca la solucianque satisfaga:

/ v VIP(r) dQ — / v V(o (r)Vu(r)) d +/ vo(r) (Vu(r)) nd0Q) =0 (13)
Q Q o0
para todas las funcionespertenecientes a un espacio de funciones adecuado. Eateoedp
funciones de pegoambién llamadafinciones de pruebdiene que ser lo suficientemente con-
veniente para quelB) tenga sentido. Es por ello que se escoge al espacio de t-ibeolev
H'(Q) compuesto por todas las funciormsdrado-integrablesuyas derivadas de primer or-
den también son cuadrado-integrables, () = {v v, 22 LQ(Q)} (Carey and Oden
1983. Luego, haciendo uso del Teorema de la Divergencia solaeuacion {3) se llega a la
siguiente expresion:

—/UVdeQ:/VUTaVudQ (14)

Q Q

Esta (ltima muestra un importante relajamiento de lasic@res impuestas sobte mientras
que en 12) se necesitaba(r) € C(2), en (L4) solo se necesita qudr) € C'(Q) (conjunto
de funciones diferenciables con derivada continua). Eseporque ésta tltima formulacion
lleva el nombre déormulacbn cebil o variacional En lo siguiente, y sélo por comodidad, se
omitira la dependencia de las variables respecto del puat que se esté analizando.

3.2. Existencia y Unicidad

Considerando la formulacion débil dada éd)(es consecuente su planteo lineal, utilizando
formas lineales y bilineales. Es decir, la formulacioniagional dada por la ecuaciohd) se
puede expresar de la forma

a(u,v) = L(v) (15)
en donde
L(v) =— / v VJI? dQ (16)
Q
es una forma lineal y
a(u,v) = / Vol o Vu dS 17)
Q

es una forma bilineal. Redefinido el problema, resulta de gtiéidad el planteo de las siguien-
tes proposiciones:
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= La forma bilineala(u, v) dada por la ecuaciorly) es simétrica solo si el tenser es
simétrico.

= Una forma bilineal se dice continua en un espacio vectonainadol” si y sélo si3
v > 0,v € R, tal que|a(u,v)| < vlully |lv], . Se demuestra que la forma bilineal
a(u,v) dada por la ecuaciori{) es continua e/ ! (Q) cony = |\,.42| , Siendo, .4, €l
maximo autovalor del tenser.

= Una forma bilineal es V-eliptica (o eliptica sobre el espavectorial V) si y solo sd
a >0, a € R, tal quea(v,v) > aljv|} Vo € V. Se demuestra que la forma bilineal
a(u,v) dada por la ecuaciori() es H!-eliptica cona = fﬁ; sobre el subespacio de
HY(Q)

HI(Q) = {veHl(Q) 19 :/qu(x) dx:O}

en donde\,,;, es el menor autovalor del tenssry s es la longitud de la arista de un cubo
que contiene al domini@ de volumen.(€).

= Una forma lineall(.) se dice continua sobre un espacio vectorial normado y solo
sidA > 0, A € R, tal que|L(v)| < A|v|ly,, Vv € V. Se demuestra que la forma lineal
L(v) dada por la ecuaciori@) es continua et/ (Q2) con A = IVIP| 12q)-

Para las demostraciones remitirsé/alters et al(2007) o al apéndice.
Ahora considérese el siguiente problema de minimizafidn encontraru € H!(Q) de
modo que
F(u)= min F 18
(u) nin (v) (18)

conF(v) = sa(v,v) — L(v). Se puede demostrar el siguiente teoredudison1987):

Teorema 1. Los problemasi5) y (18) son equivalentes, es deair,c H!(2) satisface {5) si

y $lo si satisface18). Mas din, existe undnica solucbnu € H!(Q) a dichos problemas que
cumple

HVJPHH(Q) (1+4s%)

)\mz'n

HUHHg(Q) <
Notese que la existencia y unicidad del problema variadifirb) no requiere mas que de la

continuidad de la forma lineal y de la bilineal. Es decir, augl tensor de conductividadesno

es simétrico se puede asegurar que existe un anied’! (2) que solucional’). Sin embargo,

comoo se asocia con el transporte de iones en el medio, resultarggidue su estructura es

simétrica.

4. DISCRETIZACI ON Y PLANTEO MEDIANTE FEM

Ahora surge la necesidad de realizar una discretizacibraliegmen de interés para luego
resolver el problemal®) mediante el método de los Elementos Finitos. Es por el spi
busca justificar la existencia y unicidad de la soluciémaipnada, asi como la convergencia de
la misma, siempre basados en el Teorema 1. Se prueba endaterssccion la convergencia del
método planteado con el refinamiento del mallado, asi atetailes propios de la programacion
de FEM de primer orden.
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4.1. Discretizacon del problema

Sea ahord/, un subespacio d&! (2) de dimension finitaV y sea{cpi}fvzl una base d&, de
modo tal quevg € Vj,, g = Zjvzl nivi, i € R. Luego, el problemal®) discretizado pasara a
ser el de buscar, € V}, que verifique

a(up, vy) = L(vy) (29)
para toda funciom,, € V;,. Tomandov, = ¢; € V, Yy up = Zf\il n:p4, S€ tiene que

N
> alpie) m=L(p;)
=1
paratodo; = 1, ..., N. En forma matricial el sistema queda dado por:

An=D>b (20)
apy -+ Q1N m
en donded = Do, e RY*N cona;; = alpi, pj), n = : € RY son
ani -+ QNN NN
by
los coeficientes buscadodby= : € RN conb; = L (p;) .
by

Sea ahoray, = Y mp; Y v = Yooy &i¢p5. Sia(u, v) es simétrico yH L (Q)-eliptico, el
problema analogo alLQ) consistiria en encontra, € V}, tal que
F(uh) < F(Uh), Yo, € Vi, (21)

Bajo estas suposiciones, se tiene que

N N N N
a(vp,vp) = a (Z §ipis ij%‘) = Z Zfi a(pi, ;) € =EAE
i=1 j=1

i=1 j=1

Lvy) =L (Z m-) = Z@- L(p)=b¢

Luego, el problema (M) queda expresado del siguiente maumrararé ¢ RY (o lo que es
equivalentey, € V) tal que

1 (1
F(uh)=§£A£—b£=rr,r€1i§r}v{§nfln—bn}

Luego, comou(u, v) es H! (Q2)-eliptico,nAn = a(v,v) > « ||v!|§{1(9) cona € R*, por lo

que se demuestra que la matrdizs positiva definida (ya que+# 0 € RY). Ahora si se puede
enunciar el siguiente resultadiohnson1987:

Teorema 2. Existe unainica solucbn ¢ € RY a los problemas equivalente$d) y (21); i.e.,
existe uninicou, € Vj;, que soluciona los problemas equivalent&S)(y (21) con cota de
estabilidad

IVIP|| 2 (1 + 45%)

)\mz'n

[unlly, < (22)

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



3274 L. BELTRACHINI, N. VON ELLENRIEDER, C.H. MURAVCHIK

El Teorema anterior valida la adaptacion del Teorema lsalme espacios de dimension
finita. Es decir, permite asegurar que la solucion buscagldiante FEM existe y es Gnica.
Luego, resulta de primordial interés demostrar la coreree@ de la aproximacion a medida
que el mallado se refina, lo cual lleva a formular el siguide@ema Johnson1987):

Teorema 3. Seau € V' la solucbn tédrica al problema dado por la ecuamn (15) y uy, € V,, la
del problema definido ef19), conV;, C V. Luego se cumplen las siguientes relaciones:

||u — uh||H1(Q) S O h|u|H2(Q)
lu = upll o) < C P2|ul a2

paratodov € V, C H}(Q)yC € R,

Notese la importancia del resultado: el mismo asegura quedida que: decrece (es de-
cir, el mallado se refina) el error decrece linealmente &@epe la normai*(2) y en forma
cuadratica respecto a la norrhg(2).

4.2. Planteo mediante FEM

En principio se busca una aproximacion de la matriz de el definida en la ecuacion
(20). Para ello, el mecanismo usual (e.ghang et al. (2004, Becker et al.(198]) y Hutton
(2004, entre otros) es realizar una transformacion al sisteen@drdenadas de volumen. Con
esta finalidad se definen las coordenagas %, coni = 1,2, 3,4, en dondd’ es el volumen
del tetraedro y; es el volumen de cada uno de los cuatro tetraedros confosr@mictres
vértices del tetraedro original y el punto interno del geeeqjuieren las coordenadas. Debido
aqueV = Zizl Vi, las coordenadas no seran linealmente independiente) pgae en el
analisis subsecuente se reemplazagamor 1 — & — & — &3 cuando sea necesario. En cuanto
al cambio de variables propuesto, tiene la particularidattahsformar cualquier tetraedro en
uno ubicado en la posicion canbnica, tal como se muestiaf€igural.

€3

&2

Figura 1: Representacion grafica de la transformaciorotienen.
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Cabe destacar que conociendo los vértices del tetraadvojemen quedara expresado por

I o i o=

V:l Lz y2 2
N1 w3 y3 23

1 @y ys 2

y los voliumenes definidos para un puKiQy, z) interno seran

1 =z y =z Lz y1o =

111 z0 yo 2o 111 =z y =z
Vi= o Va=5

R TIN I T T3 1 a3 oy oz

1 x4 ys 24 1 @y ys 2

Lz y1o= Lz y1o =

_ L1l zp yo 22 |, - L1 2 yo 2o

Vs = 31 oz oy oz | Vi= 31 x5 ys 23

1 24 yg 2 1z vy =z

Es facil ver que siguiendo la definicion de la transforroaadada anteriormente, cada coorde-
nada puede expresarse de la forma:

a; + bx + cy + d;z

S = % ! (23)

cona;, b;, ¢; Yy d; nUmeros reales. Por Gltimo, puede demostrarse que ehdetante del Ja-
cobiano de la transformacion g8 = 3!V. Para méas detalles sobre esta transformacion véase
Springer(1946.

Realizado el cambio de coordenadas los elementos de l&mataran:

&1 1-61-&
a(%‘a@j) :/ / / g(€17§27§3) |J‘ d&§1d&odEs (24)
o Jo 0
en donde
Op; 3%’
(§17€27€3 3|V7nzlnz mn agm afn
y
K =D"e¢"D
con
by by by by
D= Ci Co C3 (4
dy dy ds dy

Por ende, la ecuaci624) queda de la forma

&1 pl-61—& dp; O y
alpie) = g7 / / / ZZ n afm 8—2d§1d§2d§3

m=1 n=1

B & pl-&1—-& dp; 8()0],
- LSSk, / ] s @

m=1n=1
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Se procede ahora a elegir el subespacio vectbjigluna baseé’3 adecuada. Es por simpli-
cidad de las mismas que se escoge una base del espacio derompus en(zx, y, z) de hasta

ordenn sobre el cuerpo de los reales, es decir, se tona 7?]1({‘) [z,y, z|. Es facil de ver que
los elementos de la base no seran mas que sus coeficiBntes{a;}!" ,. Luego, se realiza

la transformacion de volumen, dejando como resultado asa® = {¢;(&1, &2, &3, €4) }q,
cuyos elementos no seran mas que los coeficientes de scmdes en los puntos de interés.
Puede demostrarsgi(vester and Ferra(iL994), p. 267) que las funciones de forma en la base
B', pasan a ser:

ijri(&1, &2, €3, €4) = Ri(no, &1)Rj(no, &2) Ri(no, £3) Ri(no, €4)

en dondey, =i+ j + k + [ es el grado del polinomio y

R (ng, €) = H noé — k).
En particular, para FEM de primer orden las funC|ones de barsm:

Qpi(§17§27§37§4) = 51'7 L= 1727374

para obtener un polinomio de interpolacion de la forma:

up (&1, 62,83, &) = &Gur + ua + Eus + Sy,

en dondey; es el potencial en el nodB; del tetraedro. Luego, comeu,/0¢; = i — j], se
reemplaza er2b) y se obtiene la matriz de rigidez para funciones de forneales
1 1

A= K = DTe™D
@B T 3ev . 7

En el caso especial en que se considere una fuente dipotadabény = (xo, yo, 20) CON
momento dipolaQ = (Q., @y, Q.), es decir, considerando la ecuacidi)( se tiene que el
término independiente es:

ﬁ(%)z—/gcpj V[Q d(r — ro)] :{ ) [QmﬁMQy; + Q.| sirgeQ

enc.c.
en dondé;, c¢; y d; son los definidos en la expresiGzs].

5. SIMULACIONES Y COMPARACI ON DE RESULTADOS

Una vez fundamentado el método elegido para el analsite® a la practica y simuld en
condiciones de interés. Para ello se generd una disacéiiz de la esfera bajo analisis (de
radio unitario) utilizando un mallador adecuado. En esso e utilizd el paquetdistmesh
desarrollado eRersson and Strar{8004). Luego, se procedio a comparar la solucién analitica
(de Munck and Peterd993 con la obtenida utilizando FEM dé brden, para lo cual se hizo
uso de las medidas de error convencionaiésijs et al, 1989:
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En base a esto se realizaron simulaciones que permitieatuegwariaciones de los parame-
tros RDM; y M AG tanto en funcion de la posicion del dipolo de prueba coreeasbién de
las caracteristicas del medio bajo analisis. En la Figusa muestran los resultados de las
simulaciones para dipolos tangenciales en funcion de sardiia al centro (también llama-
daexcentricidaddel dipolo), asi como su region de confianza de 95 %. Seatilh mallado
constituido por 41993 tetraedros de un tamaio promedioG8¥8.

MAG =

1

08

v e 0BF

RDM

04}

02

t 06 .
0 05 1 0 05 1
Radio normalizado Radio normalizado

0 05 1 0 05 1
Radio normalizado Radio normalizado

151

MAG

0 05 1 0 U|5
Radio normalizado Radio normalizado

RS S

Figura 2: RDM; y M AG para:a.conductividad isotropah.conductividad anisotropa radial
(o, = 100y) y c.conductividad anisotropa tangencial & 100,). En azul se muestra el valor
medio y en verde la region de confianza de 95 %.
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En la figura se ve claramente que la mejor aproximacion sa lngdelando al medio en for-
ma isotropa, llegando a obtener errores normaliza@ds\/,;) del orden de 0.06 para dipolos
con excentricidades de hasta 0.6. Por otro lado, consideran medio anisétropo predomi-
nantemente radial, i.ez,, = 100y, Se obtuvieron peores resultados, llegando a ser optine en
banda de excentricidad de 0.23 a 0.56, en dond&&l/; toma un valor aproximado de 0.17.
Por Gltimo, considerando una conductividad anisotrepgéncial, i.e.g; = 100,, Se obtienen
resultados aln peores que para el caso anterior, puesda Harexcentricidad de 0.56 a 0.9 es
la 6ptima, tomando ek D M un valor promedio de 0.23. Asimismo, es facil notar, a éifera
del caso is6tropo, el notable aumento de los errores a imgdiglla excentricidad tiende a cero,
lo cual se adjudica a que en el centro de la esfera no hay diretangencial.

Por otro lado, se procedi6 a comparar el método de FEM deden con el de BEM, consi-
derando un medio isétropo (Unico para el cual BEM es wdlidos resultados se muestran en
la Figura3.

T e
10 | T .
PR e s ]
% . = .
2
=0T 7
g r * T ]
X i * F___—_f"_ﬂ_'f * 1
_.—'-""_'_'_Fd__'_ ]
+ —_—— 1
+ * —— .
.
..—'-'-‘_'_FF'__‘*— #* .
—_ -*.
=
10 F 3
* |
I I | 1
-
10

Tamaiio elemento promedio

Figura 3: Variacion, en escala log-log, deD M5 en funcion del tamafio promedio de los
elementos de la malla. En rojo se muestran los resultadasantio FEM de primer orden, y
en azul los obtenidos utilizando BEM. En linea punteadaaeael ajuste potencial de dichos
puntos.

Se nota claramente en ésta la mejora del método de BEM peas@ de esferas isbtropa
respecto de FEM de primer orden. Considerando errores denteafs(h) = ¢ h?, en donde:
es el tamafio del elemento promediogs una constante real, se encontrd que no sdlo es menor
el error cometido en los mallados tratados, sino que en FEptidesr ordenF (h) oc h10354,
mientras que en BEM se cumplg(h) o< h14228, Por @ltimo, en la Figura se muestra la
distribucion de potencial volumétrico debido a una feedipolar para distintos tensores de
conductividades.
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Figura 4: Influencia del tensor de conductividad en la deteaion del potencial de la es-
fera consideranda.conductividad is6tropah.conductividad anisoétropa radiat,( = 100;) y
c.conductividad anisoétropa tangencia) & 100,.). El mallado utilizado consiste en 26311 ele-
mentos de un tamafo promedio de 0.1142.
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6. CONCLUSIONES Y LINEAS DE TRABAJO FUTURO

En este articulo se presento el problema directo en EE@n@ndo un planteo diferencial
que conformo luego la base del planteo variacional. Trasodérar las condiciones necesarias
para la existencia y unicidad de solucion analitica sequi® a la discretizacion del dominio
de interés y extrapolacion de las ideas anteriores paranitws de dimension finita, permi-
tiendo asegurar que cumpliendo el espacio vectorial sietadiciones la solucibn numérica
convergera a la analitica. Luego se presentd el métedosielementos finitos, el cual per-
mitid realizar simulaciones considerando diferentesdoctividades. Asi se mostro, al igual
que enMarin et al. (1998 y Zhang et al.(2004), la influencia delRDM* con la excentrici-
dad del dipolo, asi como las variaciones con la conduetdvidel medio escogida. Por Gltimo,
se enfatizd en que la ventaja de BEM respecto a FEM de prindencse contrarresta con la
versatilidad del segundo método sobre medios anistgrgoque BEM sblo permite modelos
isbtropos y homogéneos.

Respecto a las dificultades encontradas, una gran limitdag la de obtener mallas tridi-
mensionales de volumenes de interés, los cuales presemaaopologia no convexa (tal como
lo es el cerebro humano). Si bien el caso esférico es imptetar secomo medio de corrobo-
racion con soluciones analiticas, no es realista para firécticos, razon por la que se propone
el estudio de malladores que permitan adaptar el métodosdelémentos finitos a situacio-
nes de importancia practica. En un segundo plano, pero mosnenportante, se encuentra
la limitacion de los métodos estandar para resolveersias lineales de gran dimension. Ma-
llas de hasta 190972 elementos fueron generadas utilizdmuimuetedistmeshdando lugar
a sistemas de 34049 ecuaciones mal condicionados (paida tiel problema) que dificultan
su correcta resolucion. Por ende, se planean estudiarlenmaptar técnicas de resolucion de
sistemagalos para resolver mallados mas densos que permitan simular hosjvolUmenes
bajo analisis. Por tltimo, se planea adaptar el métodosielementos finitos para fuentes de
actividad cerebral distribuidas, es decir, no dipolaresasi lograr mejoras en la modeliza-
cion del problema. Notese que para fuentes dipolares ¢asmmonsideradas en este trabajo no
se puede asegurar la validez de la ecuack®), pues||VJ?[| ;. no se encontraria acotado.

Esto acentta la importancia, ahora desde el punto de vetianmatico, de la consideracion de
fuentes distribuidas.
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A. DEMOSTRACI ON DE LA CONTINUIDAD DE L(+)

Lema. La forma linealZ(v) dada por la ecuadin (16) es continua e/ (2) con
A= |[VI?[ 12 q)-

Demostraddbn. Aplicando el valor absoluto a la forma lineal en cuestidtiesae:

[£(v)] =

/’U VdeQ’ < / v VIP1dQ = ([ VIP|| 11 g
0 0

Utilizando la desigualdad de Holder
o VIPl 1) < vllp2@) IVIPNl2@) S IVIPll 2 [[0]151 @)
por lo que se demuestra que la forma lineal dada es contimua eo||VJ?[[ ;2 ). O
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