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RESUMEN

Las vibraciones naturales de membranas rectangulares con apoyos parciales intermedios,
son resueltas a través de un método variacional directo, que se conoce como MEC (Método del
Elemento Completo). Se basa en la utilizacion de series trigonométricas ampliadas de convergencia
uniforme. Afortunadamente, para el caso de membranas apoyadas en e contorno, como es el caso
gue nos ocupa, la serie mas sencilla que nosotros utilizaremos se reduce, en € dominio unitario, a
una de Fourier de senos en ambos sentidos coordenados. Ademas, continuando con una idea
original de un trabgjo de placas con apoyos parciales intermedios, se amplia e funciona a
minimizar con multiplicadores de Lagrange, que proviene de la suposicién de Trabajo Virtual nulo
de la reaccion del apoyo parcial intermedio. La novedad importante que probamos en el presente
trabajo, es que el parametro de frecuencia de membranas poligonales en general, no coincide con la
raiz cuadrada del parametro para placas simplemente apoyadas de igual forma. Evidentemente, esto
se debe a la inclusion de apoyos intermedios. De no existir éstos, como se conoce desde €l siglo
pasado, se verifica la analogia de la relacién cuadrética entre pardmetros correspondientes. Por otro
lado, y ademés de una serie de gemplos que se adjuntan a trabgo, se demuestra cémo y
dependiendo del algoritmo caracteristico, es posible de manera inequivoca, identificar eventuales
parametros espurios, que €l planteo, si bien exacto, podriallegar aincorporar.

Palabras claves: membranas rectangulares, apoyos parciales intermedios, frecuencias naturales;
ecuacion de Helmholtz.

-1-
2639


mailto:dic@frbb.utn.edu.ar
http://www.frbb.utn.edu.ar/
Administrador
Cuadro de texto
Mecánica Computacional Vol. XXIV
A. Larreteguy (Editor)
Buenos Aires, Argentina, Noviembre 2005



MECOM 2005 — VIl Congreso Argentino de Mecanica Computacional

1. INTRODUCCION

La ecuacion de Helmholtz se encuentra en multiples campos de la ingenieriay de lafisica,
[3],[12],[13]. Es utilizada en andlisis acUstica, problemas de difraccién de ondas, vibraciones en
membranas, campos el ectromagnéticos, etc.

Recientemente, las membranas delgadas estan siendo utilizadas con mayor asiduidad en las
estructuras espaciales, debido al creciente requerimiento de superficies reflectantes para los
instrumentos solares, radares espaciales y reflectores de antenas. Estas estructuras superlivianas se
han tornado sumamente atractivas pues satisfacen los requerimientos estructurales a muy bajo
costo. Por lo tanto, el desarrollo y la validacion de métodos de andlisis que permitan predecir su
comportamiento vibracional, esta en la vanguardia de las actividades de investigacion actuales.
Entonces, esta contribucion intenta desarrollar una nueva técnica de andlisis paralas vibraciones de
estructuras membranales.

La busgqueda de autoval ores, en problemas gobernados por la ecuacion de Helmholtz en 2D,
vibracién de membranas, problemas de guias de ondas acUsticas, distribucion bidimensional del
calor, etc, es abordado en €l presente trabajo por medio de un método directo, cuyas minimizantes
son series trigonométricas ampliadas de convergencia uniforme, y constituyen una metodologia
conocida como MEC. (ver, por g emplo, [5],[6],[7])). Se plantea en la Seccion 2 el problema para
membranas rectangulares vibrantes, pero debido a la inclusién de apoyos linedles parciaes
intermedios, de directriz arbitraria, se adiciona un aporte a funcional clésico.

La propuesta para ampliar €l funcional, que utilizamos en e método variacional, constituye
una adaptaciéon de un trabajo analogo sobre vibraciéon de placas [4], donde dicha ampliacién se
justifica tedricamente a través del trabgjo virtual nulo de la reaccion lineal desconocida del apoyo,
cuando la eléstica (forma modal) es nula. En un trabajo posterior [8], [9], [10], [11], bajo la
asuncion de que lineas oblicuas “.....vibran arménicamente.....”, €S utilizada una técnica que posee
algunos puntos concordantes con nuestra propuesta, pero fuera del contexto energético que aqui
adjudicamos a nuestra metodol ogia, con una fundamentacion rigurosa.

En la seccion 2 se indica también, a plantear matricialmente la resolucion para hallar
frecuencias naturales, como pueden dejarse de lado |os autoval ores espurios que no corresponden a
problema planteado. Por supuesto, la técnica, basada en teoremas mas o menos conocidos del
calculo matricial, puede aplicarse a todo problema no necesariamente variacional, donde € planteo
conduzca a un agoritmo formalmente andlogo al que presentamos. En un apéndice incluimos la
demostracion de por que en este trabgjo — membranas con apoyos parciales intermedios- deja de
verificarse, en general, la divulgada analogia de que los parametros de frecuencia naturales de
placas poligonales apoyadas, son el cuadrado de las correspondientes a membranas de igual forma.
[2]; es asi que se cometeriaun serio error al extender la analogia aludida, a casos como €l presente.
Valores numéricos de la seccion 3 daran sustento alo demostrado.

En la Seccién 3 se presentan los valores numéricos de frecuencias naturales y sus formas
modal es correspondientes para una serie de g/ empl os sel eccionados.

En la Seccion 4, seincluyen las conclusiones y |os comentarios pertinentes.

2. PLANTEO DEL PROBLEMA

El problema lineal que resolveremos por medio de una solucion generalizada, es €
gobernado por |a siguiente ecuacion.
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Viw+27w=0 (a)
. (1)
wr =0 (j=12..) (b)
en el dominio delafigura 1.

Fig. 1. Membrana rectangular simplemente apoyada con apoyos lineales intermedios

donde V°(s) es e operador laplaciano, en coordenadas cartesianas ortogonales (XY),

*

027 =’ % es el parémetro de frecuencia adoptado, siendo p y T la densidad y la tensién
uniformes respectivamente de la membrana, » la frecuencia circular natural al aceptar modos
normales de vibracion. Ademés, 7}, (k=1,2,....) son las regiones lineales donde la forma modal
w=wX,Y) (0<X<a0<Y<b)seanula

Previamente a escribir el funciona energético, adimensionalizaremos € planteo, respecto
del lado a. Entonces, s x=X/a e y=AY/a, donde A=a/b, utilizaremos el siguiente pardmetro
de frecuencia

02 =074’ :§w202 2)

Entonces, la ecuacion para w=1(x, y)

WHAW+ 2°w=0 (a)
wr =0 (j=12..) (b)

€s

(0<x,y<I) 3)

y como sabemos, el funcional correspondiente puede escribirse como

”[ w22 - ? Z]dA (4)
donde dA esel elemento de &rea, y hemos indicado por

......

El funcional (4) debera ampliarse con aguellas restricciones
que la secuencia utilizada no satisfaga idénticamente. En general
entonces, s sobre el apoyo 7; la elastica adoptada w no se anula

idénticamente, proponemos lo siguiente. Sea en la figura 2 €l apoyo
I, y su reaccion dada por la funcion u, = u,(s), donde por s

|2

Fig. 2 — Pardmetros locales
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indicamos €l arco de la curva. No perdemos generalidad si imponemos que
0<s<1]

Lacurva 7 sedefine como

X, =X, (S
(73) { =) )
Ve =Vi(s)
Sabemos que ademas debera cumplirse, que
w(xe(5),2(5))=w(s)=0 6)

Forzosamente entonces, €l trabgjo virtual (7V), deberdanularse.

1
(17)= jouk(s)wk(s) ds =0 @)

Cada una de las n regiones donde w se anule idénticamente, daré lugar a unaintegral como
la(7) y que pasara a extender el funciona (4). Luego, el funcional extendido a utilizar es

U, = U—Z(TV)k =0 ®)
k=0

Esta forma de poner en evidencia las restricciones (extremos restringidos) conduce a una
definicion de multiplicadores de L agrange para problemas continuos holGnomos.

Ahora bien, conocemos de MEC gue en un espacio bidimensional como e que nos ocupa,
dos de las infinitas frecuencias posibles de convergencia uniforme en un dominio unitario
(cuadrado) son:

W=W(x,y)= Y Ai(y)sen(ize)+x dg(y)+a( ) ©
i=1
o bien
w=w(x,y)= ) Bi(v)cos(im)+By(y) (10)
i=1
Si a su vez en estas series trigonométricas ampliadas desarrollamos de manera andloga los
coeficientes, obtendremos,

w(x,y):ZZAl-j sen(imx) Sen(jﬂy)+y{ZAmsen(iﬂx)+b0}+x ZAojsen(jﬂy)+a0

i=1 j=1I i=1 Jj=1 (11)

+Zai0 sen (imx )+ Zaoj sen( jny)+ Appxy+a
i=1 j=1
o bién,
w(x,y)= ZZBU cos(ifzx)cos(j;zy)+ ZBiO cos(i/Dc)+ ZBoj cos(jﬂy)+ By (12)
i=1 j=I i=1 j=1
Estas series permiten desarrollar cualquier funcién continua en € dominio unitario con
convergencia uniforme, adecuando (lo que es elemental), los coeficientes de (10) y (11).
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Sin pretender extendernos sobre el MEC, digamos solamente que la serie (11) conserva su
convergencia uniforme s la derivamos una vez; en cambio las derivadas segundas pierden su
convergencia uniforme, y solo son convergentes en L, (en lamedia).

En cuanto a la (12) ya sus derivadas primeras son convergentes en L,. Como es bhien
conocido en los métodos variacionales de problemas lineales, basta con que las secuencias
extremantes involucradas en e funcional sean de convergencia en L,, verificando Unicamente las
condiciones de borde esenciales 0 geométricas. No serd €l caso para membranas, ya que como
dijimos, las derivadas primeras son de convergencia uniforme, pero si seran de convergenciaen L,,
por gemplo para e problema de placas. Afortunadamente, cuando imponemos en e presente
problema que w(x,y) dada por (10), se anule sobre los contornos 7, 7,,75 y I, (condiciones

geométricas 0 esenciales), la serie se reduce ala muy conocida

w:w(x,y):ZZAij sen(inx) sen( jny) (13)
i=1 j=1
gue es la que utilizaremos para obtener |as formas modales.
En cuanto a las reacciones u, (s) de cada apoyo parcial interno, de acuerdo a (9) o (10),
podriamos desarrollarlo con convergencia uniforme como

M (s)= Z)/(k)sen(pkm)+7( Js+m* (14.9)
pe=1
()= 7 costpym) (14b)
pr=0
Sin embargo, es muy sencillo demostrar que bastariaimponer
k
()= 7 sent e as)
pr=1

con convergencia en L, para obtener iguales (TV)k dados por (7). Nosotros en € presente trabgjo

emplearemos las expresiones (14b).
Entonces, €l funcional ampliado valdra:

M M N ? M N
Uazjj ZZMA” Ci S -1-/12 Z J7 A4 s; ¢ yex ZZAZJSZSJ -
i=l j=I i=l j=I i=l j=I

Z Z ZZ?’(k) A;; J.cos(pkﬂ s) sen(iﬂ x(s))sen(jﬁ y(s)) ds (16.)

k=1 p; =0 i=1 j=I
De la condicién de estaci onarldad para U, , esdecir,

U, ZZaU"éAH ZZ a((]g)(s(k) 0 a7)

i=1 j=I k=1 p; =0

y de asumir que son independientes las variaciones de los coeficientes, hallamos que debe
verificarse e siguiente sistema homogéneo, que matricial mente escribimos como
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DV =0 (18)
donde D es una matriz cuadrada de orden (MN+n(R+1)) y V. es el vector de incognitas del
mismo orden, siendo M,N y R respectivamente los limites practicos de las sumatorias de subindices
ijy p;,esdecir,

T
I_/. = [AJI AIZ"'AIN AZ] A22 "‘AZN"AMIAMZ“'AMN |

1 1 1 2 2 2
S L S S e A R SO ¥ o S L A

Presentamosa D como:
4 K
=|L 0 (20))

(19))

IS

Para nuestro problema en particular,

A: esunamatriz diagonal cuadrada, de elementos 4. 1,J =12,,......(MN)

n
Q:esunamatriz cuadradanula. Q,,; 1,J=12,..... n+ZRk
k=1

n

esunamatriz rectangular. K,, 1=12,,....... (MN): J=12,..... n+ZRk
k=1

>

L=K", conedementos K,

Lamatriz 4 esdiagonal debido aque la base que combinamos en (13) es ortogonal, o sea:

0 I1#J
Ay = (21)
é[zﬁ(iz w2j2)-?| 1=
donde
I N(i—1)e i=12,..M
=N(i-1)+
7 Vj=12..N
n
0, =0 LJ=12nt ZRk (22)
k=1
Particionando a K
K= @“ PG K" \] (23)
tenemos que
1
KI(Jkk) = jcos(pkm)sen(im(s))sen(j;zy(s)) ds (24.)
0
con
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k=12,..n ; I=N(i-1)+j Jiy=1+p;
Para el problema similar de vibracion de placas, las matrices K y O son las mismas. En

2
cambio, se modifica 4, :3{7#(1‘2 +12j2)2—p}17wa4[22}. El resto de los elementos de la

matriz, A4,, sonnulos; & esel espesor delaplaca, y D eslarigidez flexional delaplaca

La ecuacion caracteristica que nos permitird hallar las frecuencias de la membrana
rectangular con apoyos parciales intermedios, proviene de anular el determinante de D, es decir

|D|=0 (25)
Por un conocido resultado del dlgebramatricial [1] esto equivale a
|D|=|a]|@-La'k|=0 @)
y en nuestro caso se reduce a
4| k" a'k|=0 @)
Las frecuencias que surgen de ‘é‘zo por supuesto deben descartarse, puesto que

corresponden a la membrana rectangular sin apoyos intermedios y que daria lugar a autovalores
espurios. Debera imponerse para nuestro caso entonces, € siguiente determinante de orden

n
n+ ZRk
k=1
K4’k |=0 @)

Esto es tedricamente correcto, pero por los argumentos practicos que incluimos en los
comentarios finales, hemos preferido utilizar otra ecuacion caracteristica, que da lugar a un

n
determinante de orden | M e N +| n+ ZRk gue sin embargo conduce con una mayor precision
k=1
alas frecuencias que buscamos.
En efecto, observamos que lamatriz 4 podria ser expresada como

A=A"-Q° A (29.9)
es decir
Ay =N, —Q° A (29.b)
siendo
1 . ) 1
A, :Z[ﬂz(zz +/12]2)] A zzdu (30,

donde &,, son los delta de Kronecker de segundo orden.
Entonces, D podréa escribirse como

D=D,-Q°D, (31)

con
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Ahora hallamos | as raices como

‘Q‘:‘21_92&:0

La particular consecuencia de caracterizar bajo esta forma la solucion de nuestro problema,
es gue de este modo no se presentan frecuencias espurias. La ecuacion caracteristica aqui propuesta
garantiza por si misma, que las frecuencias halladas sean Unicamente las correspondientes al

sistema motivo de estudio.

Finalizando este item, indicamos un resultado matricial que puede resultar de interés por su
utilidad. Para & caso en que la matriz O =0, como es €l caso que aqui presentamos, debe

n
verificarse que MN > n+ZRk para que efectivamente se puedan determinar los autovalores

k=1

del problema. Las otras dos posibles alternativas no proporcionan valor propio alguno. El caso en

n n
MN < n+ZRk , verificaque‘g‘:O . El caso particular en que MN = n+ZRk , aento a

(32)

(33)

k=1 k=1

que | K| y | L | sonmatrices cuadradas, conduceaque |D|=|K ||L|.

3. RESULTADOS NUMERICOS.

i T | K A T | R ¢
Y1 ] I Yi /s
T 0

Y |

\~P1

Figura3. Membranas cuadradas con apoyos parciales internos

@ wy g By =(0.25,0.25): P;=(0.25,0.50): (0) s/ _ i By =(0.25,0.25); P, =(0.50,0.50): (9

wys i By =(0,0): P =(L0): @ my =15 By =(0,1.00): P =(1,0.40).
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A fin de ilustrar la precision y utilidad de nuestra propuesta, presentamos una serie de
giemplos, en los cuales determinamos las frecuencias naturales correspondientes a membranas
rectangulares, con apoyos parcial es intermedios de geometria arbitraria.

La Tabla 1 muestra las primeras frecuencias naturales de oscilacion, correspondientes a
membranas cuadradas, simplemente apoyadas en sus cuatro bordes, para apoyos lineales parciales
intermedios. Los resultados derivados de nuestro algoritmo son contrastados Unicamente con los
resultados obtenidos con MEF

La figura 3 muestra los diferentes modelos analizados. Los resultados numéricos
correspondientes una membrana cuadrada simplemente apoyada con apoyos parciales intermedios
curvos son mostrados en la Tabla 2. En este caso, € apoyo interno es un arco de circunferencia de
radio »=0.25 y centro coincidente con el baricentro de la membrana. La Figura 4 muestra los
esguemas de | os diferentes model os analizados.

Y (@ 'Y ()
I”‘ a "‘—
C, 1 ,: @t Cy 1
X X
1 1
Y © Y@
l/’- C, 1 ,":l“\ \ 1
Lfl Lfi

Figura4. Membranas cuadradas con apoyos parciales internos en arco
Centro Cy =(0.5,0.5); r = 0.25. . (a) Mﬁe ~2.70; & =71/2 (b Mp~2i Q=T

©Mfy~ 155 a=3n @ Mj~p Q=27

@ ' - et

Y1 1: I; I,
1 - yl Fer==m1q —
i I, Iy 1
P Yo |t
| | | |
Xo X

X, X
Figurab. Membranas recténgular&s con apoyos lineales intermedios multiples
@ MA =2:x)=0.20;x;=0.60 ; y,=025y,=075;

(b) MA ~ Z;XO =0.20,'x1 =0.50, Yo =0.25,'y1 =0.50

Finalmente, la Tabla 3 muestra los resultados correspondientes a membranas rectangul ares,
con apoyos multiples intermedios. La disposicion de los apoyos se muestra en la Figura 5. Los

-9-
2647



MECOM 2005 — VIl Congreso Argentino de Mecanica Computacional

parametros de frecuencia son comparados nuevamente con |os obtenidos con MEF, puesto que de
acuerdo €l saber de los autores, no existen valores obtenidos con otras metodologias.

Es importante enfatizar aqui que la exactitud de los resultados depende del nimero de
términos que se determinen parala serie que intenta capturar laformamodal, desde el momento que
nuestra propuesta siempre tiende a la solucion exacta. Desde esta perspectiva, ello implica que los
autovalores se hallan con una precision arbitratria que satisface el problema particular de estudio.

TABLA 1
Frecuencias Naturales de una membrana cuadrada con apoyos parciales intermedios
Comparacion de valores entre el método propuesto MECy MEF

Frecuencias Modelo (a) Modelo (b) Modelo (c) Modelo (d)
Naturales MEC MEF MEC MEF MEC MEF MEC MEF
0, 5.0214  4,9908 5.8759  5,7981 7.0248  7,0348 5.6620 5,6537
.QZ 7.1705 7,1471 7.0248  7,0297 7.0726  7,0348 7.9649  7,9563
0, 8.1551  8,0953 81539 8,1371 9.9346  9,9488 93642 9,3598
0, 9.5294  9,5009 09346  9,9409 10.0021  9,9488 9.4096 9,3700
£ 10.1806 10,1474 10.4010 10,3007 11.3271 11,3437 10.4984 10,4893
.(26 10.8500 10,7844 11.1707 11,0687 114042 11,3437 11.6721 11,6565
0, 12,0736 11,9415 11.3271 11,3350 129530 12,9721 12.8780 12,8227
£ 12.2980 12,1412 12.2411 12,0656 13.0409 12,9721 12.8879 12,8496
£, 12,9530 12,9562 12,9530 12,9616 14.0496 14,0707 13.2018 13,1855
Q0 10 13.2292 13,2088 13.4977 13,4621 14.1451 14,0707 14.1460 14,1316

i,
S
A ey
e
e

fﬁf

b og

4to modo 5to modo 6to modo
Figura.6 . Primeras seis formas modal es de la membrana cuadrada Modelo (a) Tabla 1 segiin método propuesto
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_—"“—\,;.___/
LT

e SR
Ll 04 ‘——_3_\_\_\_‘

0z
o

5to modo

6to modo

Figura 7 . Primeras seis formas modales de |la membrana cuadrada Modelo (b) Tabla 1 segiin método propuesto

5to modo
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6to modo

Figura.8. Primeras seis formas modal es de |la membrana cuadrada Modelo (c) Tabla 1 seglin método propuesto
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gy oy g
LA
s

s L
. 05
i o, >
L
0

02 s
o

4to modo

5to modo

6to modo

Fig.9. Primeras seis formas modal es de |la membrana cuadrada Modelo (d) Tabla 1 segiin método propuesto

TABLA 2

Frecuencias Naturales de una membrana cuadrada con apoyos parciales intermedios circunferenciales

Comparacion de valores entre el método propuesto MECy MEF

Frecuencias Modelo (a) Modelo (b) Modelo (c) Modelo (b)
Naturales MEC MEF MEC MEF MEC MEF MEC MEF
Q0 . 53597 53151 6.1015 6,0211 7.7940 75381 9,6792 9,6196
-Qz 75042  7,4452 85102 8,4139 9.8500 9,8306 10.2270 10,1759
0, 85622  8,4953 9.8789  9,8670 10.3452 10,2561 10.6260 10,3605
0, 9.9199  9,9206 10.3182 10,2443 10.4168 10,3417 12.8438 10,3605
£ 10.4364 10,3785 10.5269 10,4902 10.6040 10,5524 14.6239 10,5985
Q6 10.6524 10,6049 11.1342 11,0464 12.3491 12,0860 14.8796 12,7777
Q7 11.8273 11,7433 12.7889 12,5875 13.2337 13,1357 17.0524 13,4014
.Q8 125478 12,3974 13.0376 12,9461 13.3663 13,1648 18.3422 13,4014
0, 13.0984 13,0884 13.3005 13,2943 135266 13,5031 18.5806 14,5733
Q0 10 13.3204 13,3152 135262 13,5017 14.6563 14,5605 20.1128 14,8531
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04
02 o

~— firg :
oo -
Lo By 5 /D?
L

a0

2do modo

3er modo

- -
=l
e 02
oo

4to modo

5to modo

6to modo

Fig.10. Primeras seis formas modal es de |la membrana cuadrada Modelo (a) Tabla 2 segiin método propuesto

4to modo

5to modo

6to modo

Fig.11. Primeras seis formas modal es de |la membrana cuadrada Modelo (b) Tabla 2 segiin método propuesto
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L
04T 2
02 “‘“\.Df"'n)

4to modo

5to modo

6to modo

Fig.12. Primeras seis formas modal es de |la membrana cuadrada Modelo (c) Tabla 2 seglin método propuesto.

[T

A=
n?\(/’ a3
0o

—
06 e

04 "n‘;—\\_‘._(/oz
o 0

2do modo
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Fig.13. Primeras seis formas modal es de |la membrana cuadrada Modelo (d) Tabla 2 segiin método propuesto
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TABLA 3
Frecuencias Natural es de una membrana rectangular con apoyos parciales multiples intermedios
Comparacion de valores entre el método propuesto MECy MEF

Frecuencias Modelo (a) Modelo (b)
Naturales MEC MEF MEC MEF
0, 6.2865 6,24285 6.9109 6,87680
0, 8.9571  8,90848 8.8684  8,83505
0, 10.2428 10,16590 9.9681 9,93611
_(24 11.8417 11,80649 11.6648 11,58715
_(25 12.8104 12,75635 12.0644 11,84571
£ 135769 13,53110 13.1561 13,12386
_(27 14.7017 14,54286 13.4755 13,42944
_(28 15.5032 15,18556 145274 14,45813
£, 15.7028 15,58244 155919 15,44146
Q0 10 16.2448 16,22871 16.0256 15,92882
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Fig.14. Primeras seis formas modal es de |la membrana rectangular Modelo (a) Tabla 3 segiin método propuesto
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4to modo 5to modo 6to modo

Fig.15 . Primeras seis formas modales de la membrana rectangular Modelo (b) Tabla 3 segiin método propuesto

5. CONCLUSIONESFINALESY OBSERVACIONES

La herramienta que hemos presentado es un aporte més a estudio de la ecuacion de
Helmholtz en dominios rectangulares con ciertas complejidades. Mas aln, cuando algunos cédigos
de elementos finitos no incluyen en forma directa las frecuencias naturales para este tipo de
problemas, que en e presente trabajo hemos aplicado a las vibraciones naturales y sus formas
modales de membranas homogéneas tensionadas uniformemente. También se han incluido dos
teoremas. Uno de ellos mencionado en la seccion 2, donde se muestra cdmo pueden separarse
fehacientemente las frecuencias espurias de un problema complgo, que efectivamente surgen
cuando planteamos la ecuaciOn caracteristica correcta.

Resulta conveniente indicar brevemente las observaciones que resultaron del estudio de la
convergencia del algoritmo. Efectivamente, a fin de obtener los autovalores, resulta natura la
adopcién de dos de los tres pardmetros geométricos que definen el problema, y en funcién de dllos,
determinar el tercero. En efecto, e estudio parte de proponer la cantidad de seminondas M/ y N con
que se cubre €l dominio rectangular de la membrana, proponiéndose luego, la cantidad de términos
R considerados a fin de satisfacer la condicion de TV nulo sobre cada apoyo. Sin perder
generalidad, y alos fines practicos de una mayor simplicidad, hemosimpuesto que M seaigual aN,
y en € caso en que hubiera més de un apoyo lineal parcial que restringa a la membrana,
consideramos el mismo R para satisfacer la condicion de TV nulo en cada apoyo.

Pareciera |6gico suponer a priori, que a fin de lograr una mejor adaptacion de la forma
modal a la geometria de la membrana restringida internamente, debiera proponerse una cantidad
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grande de semiondas M. Incluso, en trabajos anteriores realizados por este grupo de investigacion,
esa ha sido la consigna, derivandose de ello una apreciable exigencia del tiempo computacional .

Sin embargo, de las pruebas realizadas en ocasion de calibrar e algoritmo, surge que para
obtener un autovalor suficientemente preciso, existe una relacion M/R, propia de cada geometria
analizada, que arroja resultados que se pueden considerar de precision aceptable, alin para valores
pequerios en la cantidad de semiondas M 'y R., que no superaban los dos digitos.

Esta evidencia se puso de manifiesto, en oportunidad de reproducir con nuestro agoritmo
las frecuencias de placas delgadas, con y sin apoyos parciales intermedios [4]. Con valores muy
bajos de M y R, pero que guardaban una cierta relacion entre si, se lograban resultados aceptables
desde el punto de vista ingenieril. Para una relacion M/R aproximadamente constante, es posible
obtener los autovalores con una precision adecuada, aln cuando la cantidad de semiondas sea
pegueiia. Logicamente, la precision mejora también, como era de esperar, cuando aumentan los
valores asignados alos paréametros M y R, estimandose que laincidencia de larelacion M/R tiende a
disminuir cuando My R toman valores muy grandes.

Lo expresado indica que debe profundizarse el estudio numérico que se utiliza para mejorar
la convergencia, y se trata de una tarea futura que prevén los autores.

Otro resultado es el mostrado en e Apéndice, donde demostramos que la analogia entre
placas poligonales apoyadas y membranas deja de verificarse, cuando los dominios, aun
poligonales, tienen apoyos parciales internos.

Las diferencias numeéricas de los valores de frecuencias y formas modales entre aquellos
hallados con la imposicion de trabajo virtual nulo sobre las lineas de apoyos y los que surgen de
imponer desplazamiento nulo en varios puntos de dichos apoyos (col ocacién) son irrelevantes.

APENDICE
PERDIDA DE LA ANALOGIA ENTRE MEMBRANAS Y PLACAS SIMPLEMENTE APOYADAS EN DOMINIOS
CON APOYOS PARCIALES INTERMEDIOS,

Presentamos una sencilla demostracién de lo expuesto en e titulo. La ecuacion para
vibraciones libres de placas planas delgadas (Germain-L agrange)

VVi—2v=0 (A1) Yo din)
donde ()
V()= + )y . -
_o0) . ., _90) X
(')x - ax 1 ()y 6)/
A =%ha)2 yov=v(x,y) (A2 Fig. a

h es el espesor; D larigidez flexional.
Si la placa es simplemente apoyada (S4) sobre el contorno (7”), se verificaque:

v((ji)) =0 (A.33)
M gf} ,=0 (A.3b)
- 17 -
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donde por M, indicamos &l momento flector en € plano (Z,), sendoM,, M,y M, los

momentos flectores segun los g es coordenados y €l momento torsor respectivo, que por e carécter
tensorial de las tensiones verifican que

Mn:Mxn12+2Mxyn1n2+Myn§ (A4)
donde n; (i=1,2) son los cosenos directores.
De lateoria de placas recordamos que

M, =-D (vxx +Vvyy)
M,=-D (vyy +v vxx) (A.5)

M, =-D(I-v)v,

en donde v es el coeficiente de Poisson.
L as derivadas direccionales seguin las direcciones ortogonales s y n valen

(Jy=(),=grad(.)t (A.63)
(), =grad(.) n (A.6b)
siendo
grad()=().i+(), J (A7)
f:—n2f+n1j' (A.8q)
R=n,i+n, | (A.8b)

Calculamos | as derivadas direccional es segundas; hallamos con a = a('s ), que:
(’)ss = (')xx l’l§ -2 (')xy n;n, + (')yy 7’112 P (')n (Aga)

(')nn = (')xx 7’112 '2(')xy npnj +(')yy 1’15 (Agb)
Observamos que de (A.4), (A.5) y (A.9) que

M, =-D[v,, +v (v, +a,v, )] (A.10)

Vamos a necesitar también la expresion del laplaciano en las coordenadas n y s; despejamos
delasumade (A.9a) + (A.9b) y hallamos

V()= (e + Dy = (s + (g + (A.12)

Ahora bien, pasando al contorno donde 7 y 7 son los versores tangente y normal
respectivamente, de la condicion (A.3a)

Vo) =0 => vy, =V, =0 (A.12)
Por lo tanto, la condicion (A.3b) se escribe teniendo en cuenta (A.12) como:

Mn([_):O => (v,m+vasvn) =0 (A.13)

(r)
puesto que —D #0 .
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También, de (A.11), (A.12)

2 v—1
V20) 1) = n + v :(Tj G ) 1 (A14)
Ahorarecordemos |a ecuacién de Helmholtz parala membrana vibrante.
Viw+Q2°w=0 (A.15)
sumada a la condicién de borde
Wer, =0 (A.16)

Buscando una analogia entre ambos problemas, reescribimos (A.1) sumando y restando
(/Izvzv), 0seq;
VZVZV—/12V+(/12VZV—/12VZV):0 (A.17)
0 bien,
V2 (V2= v+ (V2= av)=0 (A.18)
si denominamos como

*

w =Viy— Ay (A.19)
la ecuacion (A.19) de placas vibrantes puede escribirse como

VW +Aw =0 (A.20)

comparando (A.15) con (A.20), vemos que ambas ecuaciones serdn igualessi A = £2° siempre que
W:F) E(Vzv—/?,v)(F) =0 (A.21)
Analicemos entonces bajo qué condiciones se verificaran (A.21)

Por (A.3) v, =0; nos resta observar cuando (Vzv)( r)=0. Deducimos de (A.14) que

debera verificarse con (V _]) £0
14

(Vo )( r)=0 (A.22)
Entonces, si aceptamos que se cumple (A.22), la condicion (A.3b) de bordes de placa S.A.,
por (A.14) implica que deberd ser

(@), =0 (A.23)

N

Laderivada normal de unaplaca S.A. no es nula en general; por lo tanto para que se cumpla
laanalogia,

(@) =0 (A.24)

Es decir —y éste es un resultado conocido desde € siglo pasado — basta con que la forma de
la placa (igual a la de la membrana) sea poligonal, o sea, un dominio formado por tramos rectos
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S.A., con lo cua en cada tramo se verifica evidentemente la (A.24). De esta manera las C.B. de la
placa poligonal S.A. se reducen a

y de este modo se verifica (Vzv)(r) =0,y con esto la (A.21). Y

Entonces, resolviendo las frecuencias A de estas placas,
hallamos también que:

gue son los parametros de frecuencias de las membranas de igual

(V)(r) =0
(vnn )(]") = 0

(A.25)

Q=1 (A.26)

forma. ()

Cuando tengamos una membrana con apoyos parciales Fig. b

intermedios (Fig. b), las condiciones que deben verificar w
ademés de las (A.16) exclusivamente son:

W)zy=0 k=12,..n (A.27)

donde n es el nimero de apoyos internos.

Ahora bien, en general una placa con igual formay los mismos apoyos, no verificara la

(A.21), ain s los apoyos internos son poligonales, porque la condicién de (M, )( =0 no se

verificara. Es decir, alin aceptando («, ), ,,, =0 (apoyosinternosrectos), (v, ), ., # 0.

Esto demuestra que se pierde ladivulgaday Util analogia.
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