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RESUMEN

En este trabajo se presenta una formulación de daño, basada en transformaciones de espacios, que permite tener en
cuenta la anisotropía inicial e inducida. El modelo parte de suponer que existe un espacio ficticio no dañado que puede
obtenerse del real si se quita el daño. Las tensiones y deformaciones en ambos espacios están relacionadas entre sí de la
misma forma que lo están las tensiones y deformaciones en la configuración material y espacial en el problema de
grandes deformaciones. Basándose en una generalización de la definición de daño escalar de Kachanov, se puede
obtener un tensor de daño anisótropo de cuarto orden que resulta similar a las formas simetrizadas de dicho tensor
encontradas en la bibliografía.

Debido a la similitud existente, el planteo puede extenderse de manera simple al caso de grandes deformaciones. La
anisotropía inicial e inducida se trata a través del concepto de mapeo de espacios en el cual se admite la existencia de
espacios ficticios isótropos en correspondencia con cada uno de los espacios definidos.

En primer lugar se describe el planteo cinemático del daño, luego la consideración de la anisotropía y su extensión al
caso de grandes deformaciones. El trabajo se completa con un ejemplo conceptual de daño anisótropo que muestra la
potencialidad del modelo propuesto.

ABSTRACT

A damage model based on a space transformation and that takes into account initial and induced anisotropy is presented
in this paper. The model is obtained by assuming that there exists a fictitious isotropic space that is obtained from the
real one by removing the damage. Stresses and strains in both spaces are related in the same way as stresses and strains
in material and space configurations in finite strain problems. Based on a generalization of the Kachanov´s scalar
damage definition a fourth order anisotropic damage tensor, similar to those symmetrizations found in the literature, can
be obtained.

Due to the similarity existent, the proposed formulation can be simply extended for finite strains. Initial and induced
anisotropy are considered through the space mapping concept in which there are supposed to exist fictitious isotropic
spaces in correspondence with each one of the spaces defined.

First kinematic approach of damage is described, then it is extended to consider anisotropy and finite strains. The paper
is completed with a conceptual application example for anisotropic damage that shows the potential of the proposed
model.
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INTRODUCCION

La mecánica del daño continuo constituye una herramienta potente para la simulación del deterioro progresivo de
las propiedades mecánicas de un material. Una forma de interpretar el daño continuo, muy utilizada por diferentes
autores, consiste en la definición de un espacio ficticio no dañado que puede ser obtenido del espacio de tensiones
y deformaciones reales a través de una transformación. Normalmente, la tensión en el espacio ficticio no dañado se
denomina tensión efectiva.

Existen distintas hipótesis para definir las transformaciones entre el espacio dañado real y el espacio ficticio no
dañado1:

Equivalencia de deformaciones2,3 La deformación asociada con un estado dañado bajo la tensión aplicada es
equivalente a la deformación asociada con el estado ficticio no dañado bajo la tensión efectiva

Equivalencia de energía3,4: La energía de deformación asociada con un estado dañado bajo la tensión aplicada es
equivalente a la energía de deformación asociada con el estado ficticio no dañado bajo la tensión efectiva.

Relaciones de tipo cinemático1,5 Partiendo de una relación cinemática entre el espacio ficticio no dañado y el
espacio dañado real se encuentra que la deformación en dicho espacio es similar a la que se habría obtenido con la
hipótesis de equivalencia de energía. Por otro lado, a partir de la definición del cambio de volumen entre ambos
espacios y por analogía con las formas simetrizadas del tensor de daño anisótropo encontrados en la bibliografía, se
encuentra la forma del tensor de transformación.

Por otro lado, se puede trabajar con transformaciones escalares, tensores de segundo o de cuarto orden, de acuerdo
a la simetría del material y del daño. En principio, la forma más general de hacerlo es a través de un tensor de
cuarto orden en el caso de las tensiones.

El procedimiento que se propone a continuación parte de suponer que las tensiones y deformaciones en los espacios
real dañado y ficticio no dañado están relacionadas entre sí de la misma forma que lo están las tensiones y
deformaciones en las configuración material y espacial respectivamente en el problema de grandes deformaciones.
De esa forma, a partir de una generalización del concepto de tensión efectiva de Kachanov6, se llega a un tensor de
transformación de tensiones de cuarto orden similar a las formas simetrizadas de dicho tensor encontradas en la
bibliografía7,8

TRANSFORMACION DE ESPACIOS

El planteo de daño que se utiliza en este trabajo parte de la hipótesis de que existen dos espacios : un espacio
dañado real y un espacio ficticio no dañado que se obtiene del real si se quita el daño. Para establecer las relaciones
entre tensiones y deformaciones en ambos espacios se utiliza una analogía con el problema de grandes
deformaciones. Se define un tensor gradiente de daño ijm  de tal manera que:

t
jlklikij mSmS = (1)

1−−= jlkl
t

ikij mEmE (2)

Donde klS  y ijS  son las tensiones en los espacios real y ficticio respectivamente, klE  y ijE  son las deformaciones
en los espacios real y ficticio respectivamente.

Las transformaciones definidas en ecs. (1) y (2) han sido representadas en la Fig.1.

Resulta entonces:
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donde A  es la superficie total nominal o área ficticia no dañada y d es el daño que varía entre cero y uno.

Partiendo de esta observación, es posible definir, a partir de la relación de áreas, al tensor gradiente de daño que es
un tensor dual que relaciona las tensiones en ambos espacios. Por analogía con el problema de grandes
deformaciones, el cambio de área está relacionado con el gradiente de daño de la siguiente forma10:

klj

i
ij mA

A
m 11

∂
∂

=− (11)

En el caso de daño escalar resulta: 2/12/3 )1()1()1( −− −=−−= dddm ijijij δδ (12)

Reemplazando en las ec. (11) y (1), se obtiene:

12/32/11 )1()1()1( −−− −=−−==
∂
∂

dddmm
A
A

ijijklij
j

i δδ (13)

kljlik
t
jlklikij S

d
mSmS δδ

−
==

1
1 (14)

Que coinciden con las expresiones propuestas por Kachanov6 para el caso de daño isótropo.

El razonamiento anterior puede ser generalizado al caso de daño anisótropo. Para ello, es necesario admitir que
existen ciertas direcciones, que se denominan direcciones principales de daño, tales que, respecto de ellas, el tensor
gradiente de daño resulta diagonal. Para esas direcciones, la relación entre áreas dada por ec.(13) se puede
generalizar de la siguiente forma:

[ ] 2/1
321

2/11 )1)(1)(1()(ˆˆ
ˆ

ˆ
−− −−−−==

∂

∂
ddddmm

A
A

kjkikijklij
j

i δδδ (15)

Donde kd , tal que 10 ≤≤ kd , es el daño en la dirección principal de daño k y el símbolo “^” indica que los
tensores están referidos a las direcciones principales de daño.

De la ec. (15) puede obtenerse: 2/1)(ˆ −−= kjkikijij dm δδδ (19)

El tensor de daño resulta en este caso:

2/12/12/12/1 )()()()(ˆˆ −−−− −−=−−== jljlikikslsjsjlrkririk
t
ilikijkl ddddmmM δδδδδδδδ (16)

donde: rkririk dd δδ= (17)

Estos tensores están referidos a las direcciones principales de daño, kx̂ . Referidos a un sistema de coordenadas ix
cualquiera resultan:
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En la bibliografía sobre daño anisótropo se encuentran distintas formas de definir las direcciones principales de
daño11: coincidentes con las direcciones principales de tensión, coincidentes con las direcciones principales de
deformación o direcciones principales del tensor de daño ijIJM . Si bien la última alternativa pareciera ser la más

adecuada, tiene el problema de que, en general, lo que se establecen son las formas de evolución de ijklM̂ y no de

ijklM . En este trabajo se adoptan como direcciones principales de daño las direcciones principales de tensión.

Una observación importante de realizar es que la forma obtenida para el tensor de daño es similar a las formas
simetrizadas del mismo tensor propuestas siguiendo caminos distintos por otros autores7,8:

2/12/1 )()( −− −−= jljlikikijklM φδφδ (20)

Para completar la presente formulación es necesario definir una regla de evolución del daño. Por analogía con el
problema de plasticidad, se puede definir dicha evolución a través de una regla de flujo. En este caso, lo más simple
es suponer que el daño crece en las direcciones principales de tensión en forma proporcional a los valores absolutos
de las tensiones principales.

kljliksjsis aad σλδδ = (21)

El umbral de daño se describe mediante una función de daño como sigue12,13:

0),()( ≤−= d
ijcij

DD fgG κσσ (22)

donde )( ij
Dg σ  es la tensión equivalente, fc ij( )σ κ, d  es el umbral de daño equivalente y κd  es la variable interna de

degradación que es una forma normalizada de la energía disipada en daño12,13.

Las condiciones de carga/descarga para los procesos plásticos y de daño se derivan de las relaciones de Khun-
Tucker :













≤

≥

0   )

0  )

0  )

  = Gc

  Gb

   a

D
.

D

.

λ

λ

ANISOTROPIA

El planteo anterior tiene en cuenta la anisotropía inducida por el daño ya que utiliza un tensor de daño de cuarto
orden que resulta de considerar que el daño evoluciona de manera distinta en las tres direcciones principales de
daño. Una manera conveniente de trabajar, que permite además tener en cuenta la anisotropía inicial, es admitir que
para cada uno de los espacios definidos en la Fig.1 existe un espacio isótropo ficticio equivalente12, 14,15. Ese
espacio isótropo ficticio se relaciona con el espacio anisótropo correspondiente a través de un tensor de cuarto
orden de mapeo de espacios12, 14, 15 como se indica en la Fig.2.

En el espacio isótropo ficticio la función umbral de daño resulta isótropa. La ec.(22) puede escribirse como:

),~(
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1 d

ij
Dd

kl
s
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−

(23)

Donde ),~(
~ d

ij
DG κσ es una función isótropa de ijσ~ .
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Espacio real anisótropo Espacio ficticio isótropo

Fig.2 Mapeo de espacios para tener en cuenta la anisotropía

Teniendo en cuenta estas transformaciones, el esquema de la fig.1 se puede ampliar como se indica en la fig.3
donde: ES AA y  son los tensores de transformación de tensiones y deformaciones del espacio dañado real al espacio

isótropo ficticio dañado y tienen en cuenta toda la anisotropía. ES AA y  son los tensores de transformación de
tensiones y deformaciones del espacio ficticio no dañado al espacio isótropo ficticio no dañado. Tienen en cuenta
sólo la anisotropía inicial y se calculan como:
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 representan los tensores de resistencia y rigidez del material no dañado ficticio isótropo
y anisótropo real y son un dato de partida. Relacionando las tensiones en los distintos espacios se obtiene:
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En la ec. (27) se supone que: 1)1(~~~ −−== dmmM jlik
t
jlikijkl δδ (28)

Donde d es el daño isótropo equivalente que se calcula igualando la disipación en los espacios (1) y (3).

La ec.(28) que implica que en los espacios isótropos ficticios el daño también es isótropo, es una restricción fuerte
del modelo ya que condiciona la forma de la superficie límite daño a la evolución del daño. La ec.(27) resulta
menos restrictiva si se admite que existen n espacios isótropos ficticio cada uno con su superficie de daño isótropo,
de modo que que la superficie de daño en el espacio real es una combinación de los mapeos de esas superficies16

GRANDES DEFORMACIONES

Las relaciones entre espacios establecidas en Fig.3 se refieren al caso de pequeñas deformaciones. En el caso de
grandes deformaciones el planteo se podría extender como se ilustra en la Fig.4, de forma similar a la planteada por
Voyiadjis1, 5. En dicha figura, el espacio (3) se obtiene quitando ficticiamente el daño de la configuración inicial. El
tensor o

IJm  tiene en cuenta el daño inicial.Los espacios (1) y (2) se relacionan entre sí a través del tensor gradiente
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de deformación iJF . El espacio (4) se obtiene a partir del (2) quitando ficticiamente el daño para lo que utiliza el
tensor gradiente de daño ijm  y las relaciones expresadas en ec.(1). Los espacios (3) y (4) están relacionados entre

sí mediante un tensor gradiente de deformación ficticio (sin daño) iIF  que constituye un gradiente de deformación
elástico porque relaciona dos espacios no dañados. E

o
S
o AA y   Están relacionados con la anisotropía inicial,

provocada por la estructura interna del material y el daño previo. Si el material es inicialmente isótropo y tiene sólo
daño isótropo, son ambos iguales al tensor identidad. E

o
S

o AA y  están relacionados con la anisotropía inicial debida
a la estructura inicial del material y son, por tanto, constantes. om~  es el gradiente de daño inicial de tipo isótropo y
m~  es el gradiente de daño de tipo isótropo y varía a medida que evoluciona el daño. ES AA y   tienen en cuenta la
anisotropía total. tienen en cuenta la anisotropía inicial y la producida por la deformación

(1) Espacio de tensiones (2) Espacio de tensiones y deform.
y deformaciones anisótropo
dañado

real

(3) Espacio de tensiones (4) Espacio de tensiones y
y deformaciones dañado deformaciones ficticio

ficticio isótropo no dañado, isótropo

Fig.3 Transformaciones de espacios para tener en cuenta la anisotropía y el daño
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Fig.4 Transformación de espacios en el caso de grandes deformaciones
∼ : Ficticio isótropo Subínd. Mayúsc.: Indeformado
_ : Ficticio no dañado     Subínd. Minúsc.: Deformado

Relacionando los distintos espacios entre sí, se obtienen las siguientes ecuaciones:
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que pueden interpretarse como ecuaciones de transformación del tensor de mapeo de anisotropía inicial

EJEMPLO DE APLICACION

A continuación se muestran las curvas tensión deformación obtenidas para un material inicialmente isótropo sin
endurecimiento, cuando se carga al material en una dirección, se descarga y luego se vuelve a cargar en una
dirección perpendicular a la primera carga. El problema se resuelve en pequeñas deformaciones considerando: a)
un espacio isótropo ficticio y b)dos espacios isótropos ficticios16. En la fig.5 se presentan las curvas tensión-
deformación correspondientes Puede observarse que el material pierde más rigidez en la dirección de la carga que
en la dirección perpendicular, lo cual es coincidente con lo que se observa experimentalmente en la mayoría de los
materiales compuestos.
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CONCLUSIONES

Se ha presentado una formulación cinemática del daño basada en una analogía con el problema de grandes
deformaciones lo que hace posible extender el planteo a deformaciones finitas en forma sencilla. Dicha
formulación permite tener en cuenta la anisotropía inicial e inducida.

El tensor de daño anisótropo surge de una generalización de las relaciones de áreas propuestas por Kachanov y
resulta simétrico y similar a las simetrizaciones de otras formas de daño propuestas en la bibliografía. A través del
método de mapeo propuesto, es posible trabajar siempre en espacios isótropos ficticios. Se deben estudiar más a
fondo la forma de definir dichos espacios para asegurar que la superficie umbral de daño evolucione de acuerdo al
comportamiento real de cada material.

Se debe profundizar más en el problema de grandes deformaciones
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