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RESUMEN

En este articulo se describe una metodologia para la estimacién del error empleando los elementos de deformaciones
supuestas (EAS) propuestos inicialmente por Simo y Rifai! y posteriormente generalizados para grandes deformacio-
nes.l»12

Se analiza la relacién entre los modos mejorados y la calidad de la solucién obtenida mediante elementos finitos en
problemas de mecanica de sélidos. Dicho andlisis se realiza en el contexto de la estimacién de error. Tomando como
base el trabajo de Radovitzky y Ortiz? para la estimacion de error en problemas altamente no lineales, se cuantifica la
contribucién de los modos de deformacién mejorados mediante la norma de la energia. La metodologia de estimacién de
error que se propone, tiene las ventajas de estar formulada localmente, realizandose el cdlculo elemento por elemento,
y de tener una interpretacion fisica clara.

En el articulo se describe de manera general la formulacién del estimador de error propuesto, particularizandose
posteriormente para problemas de elasticidad, lineal y no lineal, y plasticidad. Se presentan los resultados obtenidos en
algunos ejemplos nimericos significativos, haciendo énfasis en la distribucién local del error y en la tasa de convergencia
global de la malla.

INTRODUCCION

Actualmente el Método de los Elementos Finitos es una herramienta de cdlculo habitual para el ingeniero no especialista
en métodos numéricos, dentro del ciclo de célculo, disefio y comprobacion de estructuras. Por esta razén hoy no basta
con conocer la solucién del problema que se aborda, sino que es necesario tener informacién sobre la calidad de los
resultados obtenidos.

El interés de los métodos de estimacién de error “a posteriori” es su aplicacién directa e indispensable para las técnicas
de remallaje adaptativo. Su desarrollo comienza a finales de los afios setenta con los trabajos pioneros de Babuska
et.al.? Desde estos inicios hasta la época actual se han propuesto diversos estimadores en el campo del an4lisis lineal,
cuya eficacia se ha probado en un amplio rango de problemas.



258 Gabaldén, F. y Goiolea J.M.

Sin embargo, en el dmbito de los problemas no lineales los principales desarrollos no se han realizado hasta esta
década, quedando aun muchos problemas abiertos. Han sido punteros los trabajos de Ortiz y Quig;ley8 en problemas
de localizacién, de Johnson y Hansbo” en el contexto del modelo elastoplastico de Hencky, el estimador de Bartholdt
et.al.> que aplica a modelos elastopldsticos tanto de Hencky como de Prandtl-Reuss, etc. Por dltimo cabe destacar
el trabajo reciente de Radovitzky y Ortiz? sobre estimacién de error para problemas altamente no lineales. En él se
abordan problemas en el contexto de las grandes deformaciones para hiperelasticidad, viscoplasticidad, dindmica, etc.

LA FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS CON
DEFORMACIONES SUPUESTAS

La formulacién de elementos finitos con deformaciones supuestas se basa en la solucién aproximada de las ecuaciones
variacionales que derivan del funcional de Hu-Washizu. Se admite que existe para cada punto € {2 una funcién W
que define la densidad de energia interna por unidad de volumen, y que depende del tensor de deformaciones lineal €,
o del tensor gradiente de deformaciones F' en la formulacién con deformaciones finitas.
En el contexto de las deformaciones infinitesimales, la idea clave es una reparametrizacién del campo de deformaciones
de la forma:

e= Yu + & ; (1)

"
compatible mejorada

Donde V*%u (parte simétrica del gradiente de desplazamientos) es la componente “compatible” del campo de defor-
maciones, y € es la componente “mejorada” (incompatible) del mismo. Esta denominacién responde a que, aunque
para la solucién exacta el campo € es nulo, para la solucién aproximada en una malla discreta, este campo permite
mejorar dicha aproximacién. No es preciso imponer ningin requerimiento de continuidad a priori al campo &€ entre
los distintos elementos.

En el contexto de las grandes deformaciones, las variables bésicas son los campos de desplazamientos, tensiones y
gradiente de deformaciones. En este caso, el gradiente de deformaciones F' se reparametriza con una descomposicién
aditiva de la forma:

F= Vx¢p + _F (2)

compatible mejorada

donde V x es el operador gradiente y ¢ es la funcién deformacion que transforma la configuracién de referencia en
la configuracién deformada.

METODOLOGIA PARA LA ESTIMACION DE ERROR

En esta seccién se describe el marco general en el que se plantea la metodologia de estimacién de error. Con este fin,
se establece la estructura variacional del problema de contorno, la metodologia de aproximacién mediante elementos
finitos y los requerimientos para formular estimadores, locales y globales, del error de discretizacion.

Estructura variacional del problema de contorno

Sea un problema de contorno, cuyo campo incognita denominaremos u, expresado mediante un operador A, tal que:
A(u) =0 en QUIN (3)

En lo sucesivo se particularizard (3) al caso de la mecdnica de sélidos, en el cual u es el campo de desplazamientos.
Suponiendo que (3) tiene estructura variacional, la forma de Dirichlet a(w)[n, n] del funcional II,(u), asociado al
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problema (3) se define como:

0’W (g, )

alu s = .5 ds2
( )[77 77] Q 8€ij8€kl 77,17719,[

siendo n € V : 2 — R” variaciones admisibles y V' el espacio de funciones de energia finita.
La forma de Dirichlet a(u)[n, n] es regular si se verifica:

O*W (e, z)
8az~j85kl
2. a(u)[n,n] > C’Hn“ig C € R" (condicién de coercividad)

1. Cijkl = < 00, YV € RSN Cijkl € LOO(Q,Rn x R x R" x Rn)

donde L es el espacio de Lebesgue de orden infinito y ||-||1,2 es la norma de Sobolev de grado 1 y orden 2.

Si la forma de Dirichlet (4) verifica las hip6tesis de regularidad (5, 6), entonces se cumple:
i) II, es convexo

ii) II, tiene un minimo y es tnico; es decir, la solucién u del problema de contorno verifica:

() = inf 11,(v)

Metodologia de aproximacion con elementos compatibles

Sea V}, C V|dim(V}) < ooy Vj, — V cuando h — 0. En el caso de la elasticidad lineal, las ecuaciones de

Euler-Lagrange del principio variacional asociado al funcional II,(u) son:
a(u)u,n]—<bn>=0 VneV
siendo < b,m > el producto escalar:
<b,n >:/Qb-r]dQ

Al plantear (8) en el espacio de dimensién finita V}, resulta:

a(w)[up,np]— <b,my >=0 Vn, € Vj
Como V}, C V, particularizando (8) también se verifica:

a(u)[u,n;]— < bn, >=0 Vn, €V
Restando (9) y (10), si el problema es lineal se obtiene:

a(u)[u —up,n] =0 VYn, €V,

(8)

(10)

(11)

La ecuacién (11) establece que la solucién de elementos finitos minimiza ||u — wp||g, y se denomina propiedad de

aprozimacion optima del método de elementos finitos:

uU—u = inf [|lu—w
=iz = inf flu—vl

Estimacién local del error

(12)

En terminos generales, la solucién aproximada por elementos finitos se plantea en el dominio discreto Qh que se

construye discretizando el dominio €2 mediante n,; elementos €€, tal que:

Ler - O
e=1

QNQ; = 0 Vi#£j
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Sea (2¢ un elemento no degenerado en R y IP,,(€2°) el conjunto de polinomios de grado p en Q€. Sea u® € H'(Q¢,R")

Nnode

el campo de desplazamientos exacto en el elemento e y uj, (x Z ugNy(x) € P (Qe) el polinomio interpolante,

de dimensién finita, de la solucién exacta u®, donde 70,40 €s €l numero de nodos del elemento e.
La funcién de error local en el elemento e se define como la diferencia del campo de desplazamientos exacto y el campo
de desplazamientos calculado por elementos finitos:

Ef(z) = u’(z) — uj(z)

El problema que se plantea en la estimacién local del error es obtener una cota de la funcion local de error, del tipo:

e e [AYe% e
[u® —ui| < C(h)*|u’| (13)
donde:
C : constante real positiva
h® : diametro de la circunferencia circunscrita a Q°
|lu®l : seminorma de u°
a : tasa de convergencia

siendo dependiente la definicién de la seminorma utilizada en (13) de la definicién de la norma de error que se
establezca. La expresién (13) se verifica si se cumple la propiedad de aproximacién éptima (12) y las condiciones de
regularidad expresadas en (5) y (6).°

Estimacién global del error

Siendo:
Npode

= Z U Ny ()
a=1

las funciones de interpolacién de u®(x), el Polinomio interpolante global up(x) se define como:

Nel

)= uj(@)
e=1

Si las funciones de forma N, cumplen la condicién de conformidad, se cumple: uf(x) € H'(Q% R") = uy(x) €
H'(Q,R"), donde H! es el espacio de Hilbert de orden 1.

Para obtener una cota de la funcién de error global: E(x) = u(x) — up(x), la seminorma de E(x) empleada en
(13) se expresa como la suma de las contribuciones de cada elemento. Si se emplea la norma, de la energfa resulta:”

(he)?

“l2,2 (14)

|u—uh|12<ZC

La expresién (14) indica que la cota del error global se puede expresar como la suma de las cotas de error de cada
elemento. Asimismo, asumiendo las hipdtesis de regularidad (5,6) y en virtud de la desigualdad de Poincaré, la
seminorma | - |1 2 se puede sustituir en (14) por la norma de la energfa, resultando:

he)

[ —up |z < CZ (15)
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ESTIMADOR DE ERROR PROPUESTO

La expresion (15) tiene el inconveniente practico de acotar el error en funcién del campo u® que es la incgnita basica
del problema y de la que sélo se conoce la solucién aproximada uj. Esta solucién no puede sustituirse directamente
por u® dado que uj§ es un polinomio de grado k y la seminorma empleada es de orden k + 1 (D%uj = 0 para
la| =k +1)

Las técnicas de estimacién de error se basan en la sustitucién de u® por otro campo, de manera que la cota de error
asi calculada sea realista. La forma de realizar dicha sustitucién da lugar a distintos estimadores de error.

En este trabajo se propone un estimador de error de la solucién up, obtenida con elementos formulados en desplaza-
mientos, que se basa en la solucién ue,n obtenida con los elementos de deformaciones supuestas mejoradas, descritos
en la seccién . Empleando la propiedad de la desigualdad triangular:

lu —up|le < ||u — vennllE + |Uenn — unllE (16)

Si se supone que los ordenes de convergencia son:

“u_u’enhHE = O(hma) (17)
[wenh — unlle = o(h”,--) (18)

y que, al menos en el regimen asintético, se cumple:
m>p (19)

Entonces, cuando se alcanza el régimen asint6tico (b — 0), en la parte derecha de la expresién (16) el primer sumando
es mucho menor que el segundo, pudiendose establecer que:

lu —upllp < Cllttens —unllz C €RT (20)

Esta hipdtesis establece que las soluciones Uenn y Wy, convergen a la solucién exacta, de manera que:

1. ||tenh — up||E decrece segiin se refina la malla

2. La solucién obtenida con los elementos mejorados se aproxima a la solucién exacta “mejor” que la solucién de
elementos en desplazamientos a la solucién de elementos mejorados.

El estimador local de error que se propone es:
2
(E°)" = llugun — uplle (21)

y, de acuerdo con lo descrito en el apartado anterior, el error global se obtiene mediante la suma de las contribuciones
elementales:

Nel

B> =Y () (22)

1=1

El error de discretizacién asociado a los elementos formulados en desplazamientos se cuantifica a través de la energia
elastica asociada a los modos incompatibles, si el problema se resuelve con elementos mejorados.

La cota del error discretizacién que se propone en (22) tiene como ventaja que es una cota local y por tanto se
evalia elemento por elemento, sin necesidad de tener que calcular suavizados globales, ni solucionar el problema en
subdominios con varios elementos.
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CONTRIBUCION ENERGETICA DE LOS MODOS
INCOMPATIBLES

En este apartado se detalla la aplicacién de la expresién (21) para la estimacién del error en problemas de elasticidad
infinitesimal, de elasticidad con deformaciones finitas empleando modelos constitutivos hiperelasticos y en problemas
de plasticidad de Von Mises con pequenas deformaciones.

Elasticidad infinitesimal

Para el caso de la elasticidad lineal infinitesimal, la forma de Dirichlet (4) se expresa:

1
a[u,u] = i/Qaijsleijkl(w)dQ (23)

siendo Cjjy el tensor consitutivo eldstico. Sustituyendo (1) y (23) en (21), resulta:
(E°)? = %/Q Eij€rCiji(x)d2 (24)
El error global se define mediante la integral (24) extendida a todo el dominio:
E? = /Qgijékloijkl(w)dg (25)
con lo que dicho error se puede expresar, de acuerdo con (22), como suma de los errores elementales.

Elasticidad con deformaciones finitas

En el caso de la elasticidad con deformaciones finitas, el campo incdgnita es la funcién deformacién ¢ : 2 — €,
donde 2 es la configuracién de referencia y €2; es la configuracién deformada en el instante £. Los desarrollos de la
seccién anterior son validos en este caso sin mas que sustituir el campo de desplazamientos w por la deformacién ¢,
y el tensor de deformaciones infinitesimales € por el gradiente de deformaciones F'. En cuanto a la metodologia de
aproximacién mediante elementos compatibles anteriormente descrita, al restar las ecuaciones (9; 10), en este caso se
obtiene:

a(P)le, mu] — alen)len,mn]l =0 Vi, €V, (26)

que no es similar al expresado en (11), dado que la forma de Dirichlet a(p)[-, -] es no lineal. Sin embargo, en la
hipétesis de que se esté en régimen asintdtico (h — 0), en el cual la solucién numérica ¢, es aproximadamente
igual a la solucién exacta ¢, la ecuacion (26) se puede linealizar, obteniendo:

a(e)le —enmpl =0 Yn, €Vhy h—0 (27)

Esta condicién establece, en el régimen asintdtico, la propiedad de aproximacién 6ptima del método de elementos
finitos para el caso general de la elasticidad no lineal:

lp = wplle = inf llo—vslle (28)
’UhEVh
La expresién del estimador de error local propuesto en (21) es en este caso:

(B)? = llogn — @il (29)
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siendo igualmente necesario hacer la hipdtesis expresada en las ecuaciones (17;18;19).
La implementacién numérica de (29) se hace en la configuracién deformada. En esta configuracién, la norma de la
energia es:

||<P||?5=/Q Cijkieijerd$2 (30)
t

donde e;; es el tensor de deformaciones de Almansi y Cjjx es el tensor eldstico tangente, que relaciona la tensién de
Kirchhoff con la deformacién de Almansi:

Tij = CijkiCri (31)
La expresiéon del estimador de error que se ha implementado es:

(B = 5 [ lew = ey ent = euw)] Cona(@)d (32)
Al contrario de lo que sucedia en el caso de la elasticidad lineal, como los tensores que intervienen en la expresién
(32) son no lineales, el estimador de error depende de la parte compatible del gradiente de deformaciones F'(u) y de
la parte mejorada F.
Definiendo el error global mediante la expresién (32) extendida a todo el dominio €2, este se puede expresar como
suma de los errores elementales:

Nel

E* =) (E') (33)
i=1
Plasticidad

Para que el problema de la plasticidad posea estructura variacional y sea aplicable la metodologia de estimacion de
error descrita en la seccién , es necesario integrar las ecuaciones constitutivas de manera adecuada.

La integracién variacional de las ecuaciones de la plasticidad!? postula la existencia de una funcién incremental de
densidad de energia Wi g, tal que:

AN
Tria = oAl (34)
CitAt
En el caso de la plasticidad infinitesimal de Von-Mises con endurecimiento isotrépico, el potencial incremental depende
de la deformaciones, de las deformaciones pldsticas y de la variable interna &, que es la deformacién pléstica efectiva.
La expresién del potencial es:

Wirai(efine &eran €5, &) = gnin (Tirnclefyap erar) — Uilef, &) (35)
t4+AL

siendo W (g, &) la funcién de energfa libre. La condicién de minimo en el término de la derecha de (35), equivale a
imponer la condicién:

OV At(€F, ap> Strat)
O&t+At

=0 (36)

Admitiendo que la respuesta eldstica es independiente de los fenémenos asociados a las distorsiones irreversibles de la
red cristalina, la densidad de energia libre ¥ se puede descomponer aditivamente en una parte eldstica y en una parte
irreversible. Asimismo si se admite la descomposicién aditiva del tensor de deformaciones:

V(e €) =0 e’) +UP(E) e=e“+¢f (37)
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el potencial incremental Wiy Ay se reescribe

Wisnar = &Hiiilt (‘P§+At(€t+At - €f+At) + ‘P€+At(§t+At) - ‘ij(et - ef) + ‘I’f(ft)) (38)
La condicién de optimizacién (36) aplicada a (38) conduce a la expresién:®
2 OUP
S (39)
st+AL 3 8€t+At
siendo J3 el segundo invariante de la parte desviadora del tensor de tensiones.
En este caso el problema de contorno se plantea mediante un operador diferencial incremental:
At—I—At =0 (40)
siendo la forma de Dirichlet correspondiente:
PWiyni(Vou, )
a(usrar)[n,n] = — - V- Vind§Q) (41)

Q 3€t+At3€t+At

Si la forma de Dirichlet (41) verifica (5, 6) entonces es regular y es aplicable la metodologia de estimacién de error
descrita en los apartados anteriores.
El estimador de error local es en este caso:

(B&)? = 1Unn, . n, = Uhyon,llE (42)

La cota de error propuesta en (42) es una cota incremental. Para conocer el error de discretizacion a lo largo del
proceso de carga es necesario hacer la integral en el tiempo de K3,

t+At
Ef+At = /0 EeAtdt (43)

Utilizando el potencial incremental Wi Ay, el estimador de error (42) se interpreta como la contribucién de los modos
incompatibles de los elementos mejorados a la funcién de energia libre:

(E%;)° = /Q Wisar (Efiar — €5 ar(w), Eipar — Erac(u), ef — €f (u), & — &(u)) dQ (44)

Las densidad de energia de la expresion (44) se puede descomponer aditivamente en las contribuciones de la parte
elastica y la parte plastica de la energia libre, resultando:

(B%,)? = /Q W ae (€50 a0 — €54 an(t), €5 — €5 () dS2 +
/Q thJFAt (Cerar — Srar(w), & — &i(u)) dQ (45)

El error de discretizacién global se obtiene extendiendo la integral en (44) a todo el dominio 2. De esta manera es
inmediato obtener el error global mediante la suma de los errores locales:

Nel

Eit = Z(EiAt)Q (46)
i=1
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EJEMPLOS

Elasticidad Finita. Junta de goma

Este ejemplo analiza el problema de la junta de goma,
propuesto para la estimacién de error en problemas de 8.5

elasticidad con deformaciones finitas por Brink,4 y que
resuelven con un material hipereldstico de Ogden. La l l l l l l i l i l l l l l l l l l u
geometria de la junta se muestra en la figura 1, donde u

indica los desplazamientos impuestos. El valor de dicho
desplazamientos es © = 1.6 que equivale al 80% del es-
pesor de la goma. A efectos de la discretizacién sélo se ha
modelizado la mitad de la junta debido a la simetria exis-
tente. En este caso, el modelo constitutivo utilizado es
el de un material neo-hookeano cuya funcién de densidad

de energia interna es:

W(C) = %)\(log J)? — plog(J) + %u(traza(C) —3)
(47)

17.47

Los valores adoptados para los coeficientes de Lamé son

A= 3.3280 y 4 = 6671.1 que recogen adecuadamente Figura 1: Junta de goma. Geometria y desplazamien-
la incompresibilidad de la goma (proporcionan un valor tos impuestos

del coeficiente de Poisson v = 0.499).

Se han empleado seis mallas de 20, 80, 320, 1280, 2880

y 5120 elementos. Unicamente con objeto de tener un valor de referencia de la energia interna, se ha empleado una
malla de 6845 elementos (13836 GDL). El valor obtenido es: ||@, ||z = 6660.37

La figura (2) muestra la evolucién del estimador de error frente al nimero de grados de libertad del problema, y el
error tedrico calculado con la expresién:

Ereor = V/llpretll 2 = llpnlle (48)

Por dltimo, la figura (3) muestra los isocontornos de error local, en las mallas de 20, 80, 320 y 1280 elementos. A
efectos de representacién, se ha reflejado la malla empleada en los célculos mostrandose la junta de goma completa.
Este ejemplo presenta diversas dificutades para ser resuelto con elementos formulados en desplazamientos: en ciertas
zonas de la malla existe una flexién muy marcada, y el material es incompresible. Por esta razén es necesario tener
mallas muy finas para que la energfa de deformacién ||, || tome un valor préximo al de referencia ||, || z. Dado
que con los elementos con deformaciones supuestas se obtienen resultados aceptables con mallas gruesas, la energia
asociada a los modos incompatibles es elevada, y por tanto los valores del estimador de error también son altos (ver
figura 2)

De acuerdo con dicha figura, el error tedrico y el error estimado muestran tendencias muy similares. Asimismo, el
estimador de error decrece con el nimero de grados de libertad del modelo. En este ejemplo, la tasa de convergencia
obtenida es ligeramente inferior a un medio.

Plasticidad. Compresion no uniforme en deformacién plana

En este ejemplo se considera la compresién de una laja elastoplastica cuadrada, considerando que el rozamiento entre
la prensa y la laja es infinito. El lado de la laja es ¢ = 2, modelizandose tinicamente un cuarto de la misma, por
condiciones de simetria. El problema se resuelve con control de desplazamientos siendo u = 0.0015, el desplazamiento
impuesto maximo.




266

Gabaldén, F. y Goiolea J.M.

JUNTA DE GOMA (Error)

1000 f———rrrrr

100

Ty

Error f

10

1- PR 1

Tasa de convergencia

Error teérico —6— 7
1/2 — 1
Error estimado —— A

1 1

10 100

1000 10000 100000
N

Figura 2: Junta de Goma. Estimador de error

ERROR LOCAL

8.29E+00
1.76E+01
2.69E+01
3.61E+01
4.54E+01
5.47E+01
6.40E+01
7.33E+01

ERROR LOCAL

1.19E-01
4.00E+00
7.87E+00
1.18E+01
1.56E+01
1.95E+01
2.34E+01
2.73E+01

ERROR LOCAL

6.24E-01
6.47E+00
1.23E+01
1.82E+01
2.40E+01
2.99E+01
3.57E+01
4.16E+01

ERROR LOCAL

2.57E-02
3.24E+00
6.46E+00
9.68E+00
1.29E+01
1.61E+01
1.93E+01
2.25E+01

Figura 3: Junta de goma. Contornos de error local. Mallas de 20, 80, 320 y 1280 elementos

El modelo constitutivo empleado corresponde a un ma-
terial con plasticidad de Von Mises, siendo las carac-
teristicas mecédnicas: £ = 1000.0, » = 0.3, Y = 1.0,
H =

otros autores’ para la estimacion de error en problemas

0.0 Este mismo ejemplo ha sido utilizado por

elastoplasticos. Se han considerado mallas uniformes de
3 x 3,5 x5, 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40 y 60 x 60
elementos, que corresponden a 17, 49, 199, 799, 3199 y
7199 grados de libertad, respectivamente.

La figura 4 recoge la evolucion al final del andlisis de la
energia libre calculada con los elementos mejorados y el
error estimado, frente al numero de grados de libertad
empleado en el calculo. Cabe destacar de este grafico la
baja tasa de convergencia obtenida con el estimador de
error, que es aproximadamente igual a 1/8. Este hecho
se explica por los valores que se obtienen de la energia

_ N/lenn - 10 ]
0.027 Error esteima 0 i

I Tasa de convergencia 1/8 —— 1]
0.018

Error
0.012 |-
T

0.008 el ol e

10 100 1000 10000

N

Figura 4: Compresion no uniforme. Error global esti-
mado y energia de deformacion.

interna, que apenas varian con el refinamiento de la malla, debido al incremento de la localizaciéon de deformaciones

plasticas con el refinamiento.

La figura 6 recoge los contornos de error local obtenidos al final del cédlculo, para las cuatro mallas mdas gruesas,

integrando en el tiempo la expresién (45). El error local tienden a concentrase segin una diagonal, al igual que las
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deformaciones plasticas efectivas, decreciendo su valor segin se refina la malla.
De acuerdo con los dos sumandos de la expresién (45), en la figura 5 se recoge la evolucién de ambas componentes del
error del elemento de la esquina superior derecha, para cada una de las seis mallas consideradas. Interpretando esta
figura, se concluye:
1. La componente eldstica y la componente plastica del error local alcanzan valores menores al refinar la malla.
No obstante, la componente plastica del error se activa antes con las mallas mas finas.

2. Las dos componentes del error crecen a lo largo del proceso de carga.

3. El orden de magnitud de las dos componentes del error son similares.

0.02

T T T 002 T T T
9 Elementos ‘ ‘ ‘ ‘ 9 Elementos ‘ ‘ 1
%(5] E%emengos 1%8 E%emengos
ementos —— ementos ——
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Figura 5: Compresion no uniforme. Componentes eldstica y pldstica del error local. Esquina superior
derecha.

ERROR LOCAL ERROR LOCAL
3.64E-04 1.27E-04
1.46E-03 1.03E-03
2.56E-03 1.92E-03
3.66E-03 2.82E-03
4.75E-03 3.72E-03
5.85E-03 4.62E-03
6.95E-03 5.52E-03
8.05E-03 6.42E-03
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ERROR LOCAL ERROR LOCAL
3.03E-05 7.03E-06
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2.08E-03 1.58E-03
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Figura 6: Compresion no uniforme. Error local.
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CONCLUSIONES

En este articulo se ha descrito una metodologia para la estimacién de error, basada en la contribucién energética de los
modos incompatibles, aplicindolo a problemas elasticos con deformaciones infinitesimales, con deformaciones finitas,
y de plasticidad infinitesimal.

El estimador de error propuesto, que esta basado en los trabajos recientes de Radovitzky y Ortiz,” establece una cota
del error de discretizacién de la solucién aproximada mediante elementos formulados en desplazamientos, a partir de
la solucién obtenida con elementos de deformaciones supuestas. Estd formulado de manera totalmente local, con lo
cual su coste computacional es bajo al no ser necesario establecer suavizados globales ni calculos en subdominios.
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