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RESUMEN

Este trabajo presenta un modelo num�erico para evaluar el aumento de temperatura provocado por la disipaci�on

mec�anica en procesos que involucran grandes deformaciones inel�asticas. La formulaci�on est�a especialmente dirigida a

resolver problemas de conformado de materiales met�alicos, en los cuales este fen�omeno pueda llegar a jugar un papel

preponderante, sea como precursor a la formaci�on de fractura o como un mecanismo que favorezca el desarrollo de

grandes deformaciones.

ABSTRACT

We present a numerical model to evaluate the temperature rising produced by the mechanical dissipation in large

inelastic deformation processes. This formulation aims to solve metal forming problems, where this phenomenom

plays a main role either in the fracture initiation or as a mechanism to produce large deformations.

INTRODUCCION

Para obtener un modelo num�erico viable de conformado de metales en fr��o, se requiere de algoritmos robustos para

resolver b�asicamente dos problemas. Uno es el modelado del comportamiento del material y del problema t�ermico

asociado, cuando se somete al material a grandes deformaciones. En este caso, una descripci�on del tipo elasto-pl�astica

cl�asica m�as la ecuaci�on del balance de la energ��a lineal, son normalmente su�cientes para modelar satisfactoriamente

algunos de los fen�omenos que se pretenden analizar. Una segunda cuesti�on es el algoritmo de contacto que en general

requiere de un gran consumo de tiempo de computaci�on, e impone limites dif��ciles de superar respecto del m�aximo

paso de tiempo que se puede emplear en la simulaci�on num�erica.

En este trabajo presentamos un modelo para el tratamiento del problema termomec�anico. Para ello, hemos seguido

una serie de ideas tomadas de la literatura y que comentamos suscintamente a continuaci�on. El trabajo publicado

por Simo et al.6 presenta una formulaci�on termodin�amica detallada del problema acoplado. Aunque no seguimos

estrictamente esta aproximaci�on, hemos intentado mantenernos dentro de la misma forma de enmarcar el problema.
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Una formulaci�on termodin�amica alternativa fue presentada por Kleiber.8 Otros trabajos que tratan el mismo problema,

aunque sin �enfasis en la formulaci�on, son los de Glaser et al.11 y Wrigger et al.9 Finalmente Agelet et al.2 lo hacen en

el contexto de las peque~nas deformaciones.

En lo que respecta al modelo de plasticidad, hemos expresado la energ��a libre dependiente del tensor de deformaciones

de Hencky. Usamos adem�as un esquema de integraci�on propuesto en Weber et al.,3 el que cuando es expresado en

direcciones principales, permite recuperar el esquema de integraci�on de peque~nas deformaciones. Esta misma idea fue

explotada en varios trabajos, en particular Bathe et al.1 y Simo.5

En las siguientes secciones, describimos primero y muy resumidamente las cuestiones cinem�aticas fundamentales del

modelo, posteriormente describimos la energ��a libre y las ecuaciones de estado que se derivan de la misma. En la

siguiente secci�on, presentamos el balance de energ��a y las ecuaciones de equilibrio y los procedimientos de discretizaci�on

que utilizamos.

Finalmente presentamos un ejemplo de un especimen traccionado sometido a un proceso de localizaci�on de deforma-

ciones. Este mismo ejemplo fue estudiado en forma detallada en el art��culo de Batra et al.,10 donde se analizan y

explican los par�ametros que inciden en la respuesta estructural.

CINEM�ATICA

Partiendo de la descomposici�on multiplicativa del gradiente de deformaci�on

F = F eF p (1)

donde (F e)�1 determina una descarga el�astica hasta una con�guraci�on intermedia libre de tensiones, resulta la

descomposici�on aditiva del gradiente de velocidad l = le + lp, siendo cada t�ermino:

le = _F eF e�1 (2)

lp = F e( _F pF p�1)F e�1 = F eLpF e�1 (3)

Es com�un asociar el t�ermino (3) con la parte del gradiente de velocidad que produce disipaci�on pl�astica, como veremos

en las siguientes secciones.

En particular, la ley de 
ujo que imponemos, nos da una ecuaci�on para la parte sim�etrica de lp. Asumimos nula su

parte antisim�etrica wp, con lo que �nalmente resulta

dp = lp: (4)

Esquema de integraci�on. Mapeo del Retorno Exponencial

De la ecuaci�on (3), donde hemos llamado Lp = _F pF p�1, expresamos

_F p = LpF p
: (5)

Una alternativa para integrar esta ecuaci�on diferencial es utilizar el operador integral impl��cito consistente propuesto

en Weber et at.3

F p t+�t = exp(�t Lp t+�t)F p t (6)

Por transformaciones puramente algebraicas, utilizando propiedades de la funcion exponencial, la ecuaci�on (6) es

equivalente a

F e t+�t = exp(��t lp t+�t)F t+�tF p t�1 (7)

Esta ecuaci�on discreta, junto con un esquema en diferencias �nitas atrasado para integrar las variables internas del

modelo, es utilizada en este trabajo para resolver el problema mec�anico, como veremos inmediatamente.
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Resaltamos que la ecuaci�on (7) se ha obtenido con la �unica hip�otesis de la descomposici�on multiplicativa del gradiente

de deformaci�on y de wp = 0. No obstante, la introducci�on de hip�otesis adicionales, como la isotrop��a el�astica,

simpli�ca el tratamiento num�erico de la ecuaci�on referida.

ENERG�IA LIBRE: ECUACIONES DE ESTADO

Una clase de modelos materiales hiperel�asticos e isotr�opicos que ha mostrado buena 
exibilidad para simular diferentes

comportamientos de elast�omeros, est�a dada por los denominados materiales de Ogden. Nosotros adoptamos un modelo

de esta clase, en particular adoptando una expresi�on de la energ��a libre dependiente de los valores propios del tensor

de Hencky. Sean �i los valores propio del tensor de estiramientos derecho U , y "i = ln�i sus logaritmos. Disponiendo

el vector

"e = ("e1; "
e

2; "
e

3) ; (8)

asociado ahora s�olo a la parte F e (U e) del gradiente de deformaci�on total, e introduciendo los valores ~"e = "e �
1

3

P
3

k=1
"k que nos permite efectuar un desacople entre las componentes desviadora y esf�erica del tensor de tensiones;

escribimos la energ��a libre con los siguientes t�erminos:

 ("e; �; �) = ~w(~"e) + U(J; �) +H(�; �) +  
�
(�) ; (9)

donde J es el Jacobiano de la deformaci�on, � es una variable interna escalar que determina el endurecimiento pl�astico

y � es la temperatura. Cada uno de los t�erminos, resulta:

~w(~"e) = �(~" � ~") (10)

U(J; �) =
�

2

�
ln[J exp(�3�(� � �r))]

�2
=
�

2

�
ln(J�)

�
; (11)

H(�; �) =
1

2
h�

2 +
�
(�s � �

Y
)
h
�+

exp(���)

�

i��
1� !(� � �r)

�
(12)

 
�
(�) = �0c

�
(� � �r)� � ln(

�

�r

)

�
�

�

2
(3��)2 (13)

siendo �r una temperatura de referencia, mientras que los siguientes parametros del material son: � uno de los

par�ametro de Lam�e, � m�odulo volum�etrico, h m�odulo de endurecimiento lineal, �s tensi�on de 
uencia a saturaci�on,

�
Y

tensi�on de 
uencia del material virgen, ! factor de sensibilidad a la temperatura del ablandamiento pl�astico, �

par�ametro que gobierna la constante de tiempo del endurecimiento exponencial, � coe�ciente de expansi�on t�ermica y

c la capacidad calor���ca (por unidad de masa) con �0 la densidad en la con�guraci�on de referencia.

Esta descripci�on de la energ��a libre, determina el siguiente conjunto de ecuaciones de estado, referidas al tensor de

tensiones de Kirchho� � y a la variable interna tipo tensi�on A (m�as la entrop��a que no es descripta),

� = �[ln(J�)] I1 +

3X
a=1

2� ~"e
a
na 
 na (14)

A = �

 
h�+

�
(�s � �

Y
)[1 � exp(���)]

�h
1� !(� � �r)

i!
(15)
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siendo nA los autovectores del tensor de estiramiento izquierdo V e. El segundo t�ermino del lado izquierdo de (14) es

deviat�orico y lo llamamos ~� .

El modelo del comportamiento mec�anico �nalmente queda descripto por las leyes de 
ujo para las variables internas.

Nosotros presentamos un material que responde a una teor��a J2 de deformaciones pl�asticas, por lo que el criterio de


uencia es dado por

� = k~�k �

r
2

3
(�

Y
�A) (16)

y las tasas de deformaci�on pl�astica y de la variable interna resultan

dp = 


~�

k~� k
; _� =

r
2

3

 (17)

junto con las condiciones de consistencia pl�astica


 � 0 ; � � 0 ; 
� = 0 (18)

BALANCE DE ENERG�IA Y ECUACI�ON DE EQUILIBRIO

Siguiendo con el criterio arriba expuesto de utilizar la variable temperatura como primal en vez de la entrop��a, es

posible escribir el balance de energ��a (Primer Principio de la Termodin�amica) en la con�guraci�on espacial. En forma

local y por unidad de volumen, resulta:

�c
_
� =

D

J

� (div
q̂

J

� r) ; (19)

donde el vector 
ujo de calor de Kirchho� (q̂ = Jq) es determinado por la Ley de Fourier q̂ = ���r� con �� la

conductividad t�ermica del medio referida a la con�guraci�on espacial y r una posible fuente de calor distribuida en el

volumen. El primer t�ermino del segundo miembro es la disipaci�on mec�anica derivado de la desigualdad de Clausius

(Segundo Principio de la Termodin�amica) y resulta:

D = � � d� _
 = � � dp +A _� =

r
2

3

�y (20)

Para obtener la segunda igualdad en esta ecuaci�on, se utiliza impl��citamente la hip�otesis de isotrop��a el�astica del

material, con lo cual la consistencia entre el tensor dp en esta ecuaci�on y la de�nici�on cinem�atica (3-4) en general no

es v�alida.

Diversos autores consideran que s�olo una fracci�on �D, con � < 1, interviene en la ecuaci�on de la energ��a (factor de

Taylor-Quinney). Nosotros consideramos en el ejemplo a seguir que toda la disipaci�on es introducida en la ecuaci�on

(19). De todos modos resulta trivial considerar valores diferentes de este factor. Otra observaci�on que resaltamos es

que al derivar esta ecuaci�on hemos desechado los t�erminos que corresponden a la derivada respecto a la temperatura

@�(� � d
e +A � _�)

y que resultan peque~nos en los problemas que pretendemos modelar. Esta hip�otesis es com�un en la bibliograf��a (ver

Glaser et al.11).

Utilizamos un procedimiento de Galerkin est�andar para discretizar la ecuaci�on de la energ��a,Z
B

�c
_
��� dv =

Z
B

�
D � r)�� +r�� � ��r�

�
dv +

Z
�q

(��r� � n� q̂�)�� d� ; 8�� 2 V� (21)
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Figura 1: a: Modelo de la probeta sometida a grandes estiramientos y condiciones de contorno para los

problemas mec�anico y t�ermico; b: Curvas carga vs. desplazamiento del punto superior con referencia al eje

de simetr��a horizontal para diferentes velocidades de carga y tipos de mallas
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Figura 2: Campo de deformaci�on pl�astica equivalente para el caso correspondiente a la curva b de la Figura

1-b (u = 3:5mm).
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con el espacio de variaciones admisibles V� generado por funciones bilineales a trozos consistentes con el elemento

�nito que utilizamos para el problema mec�anico, como mostramos en la secci�on siguiente. El dominio de integraci�on

B resulta el de la con�guraci�on actual del cuerpo, mientras que �q es el contorno con 
ujo de calor impuesto.

Este tratamiento es est�andar, salvo la dependencia de D(�) que hemos considerado para la derivaci�on de la matriz

tangente del problema t�ermico. En este caso incluimos el t�ermino siguiente

@�D = @�

 r
2

3

�

Y

!
= �

 q
2

3

2�
@�A

!
(22)

Resolvemos la ecuaci�on de equilibrio en forma discreta, utilizando una formulaci�on d�ebil con interpolaci�on de tres

campos: (û; Ĵ ; p̂), donde cada uno de ellos son aproximaciones a los desplazamientos, Jacobianos (detF ), y de

tensiones medias respectivamente. De este modo resultan las siguientes ecuaciones variacionalesZ
B

�
(~� + p̂ I1) � rx�û� b � �û

�
dv �

Z
�f

f � �û d� = 0 ; 8 �û 2 Vu (23)

Z
B

�
(� � I1)� p̂

�
�Ĵ dv = 0 ; 8 �Ĵ 2 VJ (24)

donde b y f son fuerzas volum�etricas distribuidas en el volumen del cuerpo y de super�cie impuestas en el contorno

�f respectivamente. La tensi�on � se resuelve en cada punto de Gauss utilizando la ecuaci�on de estado (14) con el

Jacobiano Ĵ interpolado independientemente de û y evaluado a trav�es de la ecuaci�on variacionalZ
B

(detF � Ĵ)�p̂ dv = 0 ; 8 �p̂ 2 Vp (25)

Esta formulaci�on sigue la propuesta de Simo et al.,7 quienes la han obtenido a partir de un principio variacional de tres

campos para hiperelasticidad. As��, el elemento �nito del tipo Q1P0 con el cual hemos resuelto el ejemplo que veremos

luego, se obtiene a partir de esta formulaci�on en el caso particular que los campos de interpolaci�on sean bilineales para

û (Vu) y constantes a trozos para Ĵ y p̂ (VJ ; Vp) en el dominio de cada elemento �nito.

ESQUEMA DE INTEGRACI�ON

DEL PROBLEMA TERMOMEC�ANICO

El problema temomec�anico es modelado por el conjunto de ecuaciones de balance (23,24,21) m�as las ecuaciones

constitutivas (14, 15, 17, 18). �Estas, como se ha presentado arriba, son un conjunto de ecuaciones diferenciales en

el tiempo. Para resolverlas, proponemos un desacople en dos subproblemas. Uno, mec�anico-isot�ermico, i.e. �jado el

campo de temperaturas se procede a la soluci�on de los campos restantes. El segundo, problema t�ermico, donde los

campos (û; Ĵ ; p̂) se �jan y se obtiene el de temperaturas. Ambos pasos son resueltos en un proceso iterativo, hasta

conseguir convergencia.

Para el problema t�ermico, hemos utilizado un esquema de diferencias �nitas atrasado. Mientras tanto, el problema

mec�anico-isot�ermico es resuelto por un procedimiento del tipo predictor-corrector. En el paso predictor, se mantiene

constante el gradiente de deformaci�on pl�astica F p. Con esto, en el paso de tiempo t! t+�t, resulta

(F e)� = F t+�t(F p t)
�1

(26)

mientras que el paso corrector consiste en mantener �jo F t+�t, variando F p(�) y F e(�) de modo tal que las tensiones

debidas a F e t+�t sean pl�asticamente admisibles. La ecuaci�on de evoluci�on correspondiente al paso corrector se puede

escribir por transformaciones algebraicas, y utilizando el operador integral (7), como:

(be)t+�t = exp(�2�tdp)(be�) (27)
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Figura 3: Campo de temperatura para el caso correspondiente a la curva b de la �gura 1. (u = 3:5mm)

Figura 4: Malla deformada para el caso correspondiente a la curva b de la �gura 1. (u = 3:5mm)
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ecuaci�on que para el caso de plasticidad J2 con endurecimiento lineal isotr�opico, se puede resolver en forma cerrada

cuando se la expresa en una base formada por los autovectores del tensor be� = (F e)�(F e)�
T
.

EJEMPLO: FORMACI�ON DE UNA BANDA DE CORTE

El ejemplo que mostramos, corresponde al estiramiento de una probeta rectangular en estado plano de deformaci�on

(Fig.1-a). Tiene como particularidad que con grandes estiramientos presenta dos modos de deformaci�on esencialmente

diferentes, seg�un la velocidad de deformaci�on a la cual es sometida.

Con altas velocidades de deformaci�on, el t�ermino correspondiente a la disipaci�on pl�astica en la ecuaci�on del balance

de energ��a, predomina sobre el de conducci�on. Consecuentemente, el problema t�ermico resulta quasi-adiab�atico. El

modo de deformaci�on que puede surgir en este caso es el de deformaciones pl�asticas muy grandes y concentradas en

una banda de ancho muy peque~no, constituyendo un t��pico ejemplo de localizaci�on de deformaciones.

Con velocidad de deformaci�on baja, surge un mecanismo alternativo dado por la formaci�on de una estricci�on en alguna

secci�on horizontal de la probeta.

Tambi�en, dependiendo de las condiciones de contorno impuestas al problema t�ermico, es posible que la respuesta de

la estructura presente puntos singulares (i.e. bifurcaci�on) en alguna etapa del proceso de carga. Esto sucede cuando

se imponen condiciones adiab�aticas en el contorno.

Nuestro modelo corresponde a una geometr��a de ancho w = 0:0128m y longitud l = 0:0533m. Modelamos s�olo 1=4

de la probeta, y las condiciones de contorno impuestas son las mostradas en la Fig.1-a. Las propiedades t�ermicas y

mec�anicas del material son las siguientes:

� = 80:2� 109Nw=m2
;

� = 164:2 � 109Nw=m2
;

c = 0:46� 103J=Kg=oK;

�� = 45:J=Kg=oK=seg;

�0 = 7:8� 103Kg=m3
;

� = 1:2� 10�5 (1=oK);

�r = 293:oK;

! = 0:008 (1=oK);

� = 16:93;

h = 129:24 � 106Nw=m2
;

�
Y

= 450:� 106Nw=m2
;

�s = 715:� 106Nw=m2
:

La Fig.1-b muestra las curvas carga-desplazamiento para las siguientes velocidades de deformaci�on y mallas: curva a:

500:(1=seg), malla de 8x15 EF; curva b: 500:(1=seg), malla de 25x35 EF; curva c: 0:01(1=seg), malla de 25x35 EF;

Las Figuras 2 y 3 muestran la distribuci�on de los campos de deformaci�on pl�astica equivalente y temperaturas cuando se

estira la probeta con una velocidad de 500:(1=seg), utilizando una malla de 25x35 EF. En ellas, as�� como en la Figura

4, se observa claramente c�omo se llega al estado de localizaci�on caracter��stico de este caso con grandes estiramientos.

El fen�omeno de discontinuidad es tambi�en observado en la distribuci�on del campo de temperaturas, como es se~nalado

en la literatura.

Resaltamos �nalmente que el esquema de Newton utilizado, en ambos pasos mec�anico y t�ermico, hace uso de un

procedimiento de relajaci�on que no afecta la convergencia cuadr�atica t��pica del m�etodo. De este modo, las curvas

mostradas en la Fig. 1 se han conseguido resolver en aproximadamente 60 incrementos de tiempo. Por otro lado, en la

regi�on donde se ha observado un mayor grado de acoplamiento entre las respuestas mec�anica y t�ermica, se necesitaron
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Figura 5: a: Evoluci�on de la temperatura del punto O en el tiempo: curva a- velocidad de deformaci�on

500(1=seg), curva b- velocidad de deformaci�on 0:01(1=seg). b: Distribuci�on de la tempertatura a lo largo

del eje y curva a- u = 4:mm, curva b- u = 2:mm, ambas corresponden a una velocidad de deformaci�on de

500(1=seg).

como m�aximo 5 iteraciones termomec�anicas para conseguir una disminuci�on aceptable de la norma del residuo.

CONCLUSIONES

Si bien diferentes aspectos del presente modelo han sido previamente presentados en la literatura, la adopci�on de un

esquema de retorno mapeado exponencial en el contexto de problemas termomec�anicos para el modelado de este tipo

de fen�omenos puede ser considerado un aporte original del presente trabajo.

Una de las principales propiedades del m�etodo, es la robustez que heredan las ecuaciones discretas. Destacamos

tambi�en la simplicidad y econom��a computacional para evaluar la soluci�on del problema mec�anico, el cual es por otro

lado el sub-problema m�as costoso en el proceso de soluci�on.

El desacople mec�anico-t�ermico presentado, si bien en la actualidad es un procedimiento est�andar, se ha mostrado

e�ciente para resolver el caso mostrado de la formaci�on de una banda de corte adiab�atica. Aunque este ejemplo no es

representativo de toda la gama de problemas termomec�anicos posibles, s�� constituye un ejemplo de aquellos aspectos

que interesan para el modelado del conformado de metales en fr��o, que es el objeto �nal de esta investigaci�on.

Es sabido que para el ejemplo presentado,la respuesta en la etapa postcr��tica de ablandamiento del material no puede ser

correctamente modelada con los procedimientos descriptos en este trabajo, ni con aqu�ellos de la literatura previamente

mencionados. Las cuestiones asociadas con esta conducta num�erica se abordan en los trabajos presentados por Oliver

et al.4 y referencias all�� mencionadas.
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