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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es resolver el problema de consolidacion de suelos saturados basado en la teoria de Biot
(1955)'* en el marco de la no linealidad fisica y geométrica. Especial énfasis se ha prestado a esto tltimo por lo que la
formulacion se ha realizado a través de diferentes maneras. Inicialmente se usa una descripcion Lagrangiana actualizada
- Jaumann explicito, luego una descripciéon con Jaumann implicito y finalmente se intenta hacer alguna referencia al uso
de una descripcion con tensor de Truesdell. El modelo elasto-plastico esta basado en la teoria de estados criticos y la
solucién del problema se consiguid empleando el Método de los Elementos Finitos. Se presentan los resultados
obtenidos luego de resolver el problema de una viga bi — empotrada, el problema de consolidacion unidimensional de
Terzaghi y el caso de una fundacion directa. La calidad de los resultados obtenidos con las diversas maneras de
implementar la no linealidad geométrica dependen del caso atacado pero la descripcién Jaumann implicito mostro ser la
mas confiable para cualquiera de ellos.

ABSTRACT

The main goal of the present paper is to solve the saturated soil consolidation issue based on Biot's theory (1955)",
within the horizon of physical and geometrical non linear behavior. Special insight to the latter was done introducing the
mathematical framework in different ways. Initially an updated Lagrangian — Jaumann explicit description was carried
out, afterwards a Jaumann implicit description and finally, some reference about a Truesdell description was tempted.
The elastoplastic model is based on critical state theory and the Finite Element Method was employed for solving
purposes. Solutions for the cases of an encastered beam, the unidimensional Terzaghi’s consolidation problem and a
strip footing, are presented. The suitableness of the results obtained through the manifold manners of introducing the
geometrical non-linearity depends on the solved case, however the Jaumann implicit description showed itself as the
most reliable for any case.

INTRODUCCION

El problema de consolidacion de suelos, al igual que otros casos de la mecénica, presenta indices de
desplazamientos y deformaciones elevados cuando la solicitacion es debida a grandes fundaciones directas o
cuando se esta estudiando la estabilidad de presas de tierra. Debido a esto se justifica plenamente realizar el
analisis de tensiones y deformaciones dentro del marco de la no linealidad geométrica.
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El trabajo propuesto pretende comparar resultados y mostrar los problemas encontrados al emplear diferentes
maneras de implementar el modelo matematico con desplazamientos finitos. Se ha utilizado una descripcion
Lagrangiana actualizada con la inclusion de tensor de Jaumann en forma explicita con matriz geométrica, el mismo
tensor pero en forma implicita y finalmente la inclusidén del tensor de Truesdell con una simplificacion para
mantener simétrico el sistema.

El andlisis de consolidacion se ha basado en la teorfa de Biot'? que permite el analisis del equilibrio de las
tensiones totales (EFECTIVA + POROS) y la compatibilidad de deformacién durante la consolidacion.

Para la no linealidad fisica, se ha implementado para la estructura del suelo un modelo elasto-pléastico basado en la
teoria de estados criticos propuesta por Zienkiewicz’, con algunas modificaciones propuestas por los autores®, la
cual incluye los efectos de la cohesion y friccion ademas del tercer invariante de tensiones. Este modelo presenta
adecuadas aptitudes para ser usado en arcillas con ligera a gran preconsolidacion.

El problema sera discretizado por el Método de los Elementos Finitos. Usando las funciones de interpolacion de
elementos de ocho nodos para las incognitas desplazamientos y las de elementos de cuatro nodos para la incognita
presion de poros. En base a lo anterior se desarrollé un cédigo en FORTRAN llamado FECCUND V1.1

Se presentaran finalmente, ejemplos para una viga simple, casos de consolidaciéon unidimensional y consolidacion
bidimensional.

FORMULACION GENERAL DEL MODELO
El problema general de consolidacion.

El problema de consolidacién de suelos es de tipo acoplado, teniendo en cuenta que las cargas aplicadas provocan
un aumento en la presion de poros que es disipada por medio del flujo del agua a través de la estructura de suelo.

Una de las expresiones mas importantes de la mecénica de suelos es aquella que relaciona las tensiones totales, G,

. . .y ’ . P .
con las tensiones efectivas, 6,y presion de poros, p, expresado en términos de tasas. ¢, representa las tensiones

originadas por las deformaciones debidas a la presion de poros.

c=0-mp-0 (1)

Por otro lado, la tasa de tensiones esta relacionada con la tasa de deformaciones por medio de la expresion:

. e N o Pr o Pr
o'=D|e-¢ y 6 =Deg )

oIN oPr
donde ¢ indica el vector de tasas de deformaciones especificas inelasticas, y € es el vector de tasas de

deformacion provocada por la presion de poros y viene dado por

o PI

p
g =-m—— 3
e =-my 3)

Donde K es el modulo de compresibilidad de los granos del suelo. Las expresiones (1), (2) y (3) conducen al
modelo constitutivo a ser utilizado:
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c=Dle-¢ |-Deg -mp=06—-—|m m———= mp=06—-omp 4
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donde o es la constante de Biot y viene dada por o :I—T

S
Esta relacion constitutiva debe ser incluida en el principio de trabajos virtuales que asegura el equilibrio de la masa
en su conjunto:

.T [ ] .T
[8e D edQ-[de
Q Q ~

~ ~ EP ~

T
m Dm| . T T
m' m-——= |mpdQ =[8u bdQ+ [Su tdl (5)
~ ~ 3k ~ Q - - r, - -

S

Donde se ha usado usa relacion elasto-plastica entre deformaciones y tensiones efectivas.
Por otra parte, se cuenta con la ecuacion de conservacion de la masa de fluido:

Vv =0 ()

L]
Aqui, “¥” es velocidad de acumulacion de fluido. Varios factores inciden sobre esta variable y se detallan a
continuacion:
a) La velocidad de acumulacion de fluido debido a deformaciones volumétricas.

b) La velocidad de acumulacion de fluido debido a cambio de volumen de los granos de suelo debido a la presion
de poros.

¢) La velocidad de acumulacién de fluido debido a la compresibilidad del fluido (k).

d) La velocidad de acumulacion de fluido debido a cambio de volumen de los granos de suelo debido a la presion
L] L) pr

’
O0—-0
Todos estos elementos sustituidos en (6), llevan a la ecuacion:

T T IN
m D m De

[1_n+i— ! (mTDm):II.)—VTkVer m - e =4V kV(y*2) - ———(7)

k, ki (3k,) 3k

N S

Las ecuaciones (5) y (7), conforman el sistema acoplado antes mencionado y por medio de aplicacion de elementos
finitos podran ser resueltos.

INTRODUCCION DE DEFORMACIONES FINITAS
Cuando se desea considerar en las ecuaciones anteriores la inclusion de una descripcion no lineal de los
desplazamientos y deformaciones, inmediatamente se debe introducir una descripcion objetiva de las tensiones a
través de tensores especiales. A continuacion se hara una breve resefia de los utilizados en el presente trabajo.

Descripcion Lagrangiana actualizada - Jaumann (explicito)

Esta descripcion esta basada mayormente en la presentada por Bathe®. Reformulando el principio de los trabajos
virtuales con la configuracion geométrica en el tiempo “t”:
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[, 80" .0°dQ + [, 8 AeT .GLm.p.dQ="""AWe (®)

Aplicando grandes deformaciones a las tensiones efectivas teniendo en cuenta la relacion entre el trabajo realizado
por las tensiones de Piola Kirchoff y por las de Cauchy (ver referencia’):

[ 8" Me". " sldQ + [, 8Ae" @.m.p.dQ="""AWe (8 bis)

t~ t~

Donde las deformaciones finitas, e, se descomponen en una parte lineal y otra no lineal.

HA:eij=tAeij=tAsij+tAnij ©
e _ ! 0,Au; . d,Au; AN = 1(0,Au 9,Au, (10)
Y2 X ; ox, o ox, X

Ademas el 2% tensor de Piola Kirchoff se descompone en:

MS='S+ AS con 'S='c'" y p='p+Ap (11)
> 2= O

t~ t~

Sustituyendo (9) y (11) en (8 bis) se llega a :

fig80e" AS.dQ+[ 8AN \0'dV + [, 8e" Tm.Ap.dQ =" AWe-[, Ae" 'o.d  (12)

Asumiendo que en el primer sumando, la tension descrita puede tomarse como el incremento de tension de Cauchy
y que la deformacion puede linealizarse; considerando una relacion constitutiva elasto-plastica, obtenemos:

Dm
[8Ae’ . D AedQ-[dAe’ [m- S [ApdQ + [ 84 n'.'c.dQ="""AWe - [3Ae".'c.dQ (13)
tQ tQ ~ ~ tQ ~ ~ tQ ~ ~

~ ~ EP ~
s

El tensor de tasas de Jaumann viene dado por (en notacién indicial):

Vv .
con:
1 Bu.- auj . t+At t
e Gij.At=""0.— 0. 15
Y P Y J i P (1)

Su introduccidn en esta descripcion se hace a través del calculo del incremento de tensiones. Sustituyendo (15) en
(14), reagrupando términos y asumiendo:

v
Gij At:t Dijkl .A8k| (16)
donde Dy es la matriz constitutiva elastica o elasto-plastica. El célculo de las tensiones se realiza:
t+At t v t t t t
0;= 0; +0; At+ 0;,. Q  At+ G, Q; At 17

La (17) se aplica a tensiones efectivas exclusivamente.
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Descripcion Jaumann implicito.

Teniendo en cuenta la (14) en tasas y la (16), la expresion del tensor de Jaumann queda, en el caso de tensiones
generales, de la siguiente forma:

expresion que también puede ser escrita de la siguiente manera:

. ] . 1
(19)
La expresion (18) puede ser escrita en forma incremental’:

compactando la expresion anterior en forma matricial:

Ae D W
~1: S = 21
A > = (6) WT Q ( )

Nuevamente, planteando el P.T.V. en términos de la tension efectiva de Cauchy y presion de poros:

Dm
=T t+At— =T ~
J.tQ 6 A'VS . g', dQ - J.tQ 6 A'VS I:I’p— T}p dQ = t+AtAWe (22)

S

pero las tensiones efectivas y presiones de poros pueden descomponerse en:

trat— t— t+At

o'= '+ Ad’ y p='p+ Ap (23)

~

Tomando la (21) y (23) e introduciéndolas en (22):

(o) s

=T = =T QI‘I] t+At Tt
Jip 848 .S AedQ - [ SAe M= 5 [Ap.d= AWe - [ 8Ae . ©.dQ (24)

Linealizando el primer término y considerando nuevamente una relacion elasto-plastica, se tiene:

502 D And0 - | 548 |mo o [ap.do—tdaw [, 84e . 'c.dQ (25
Jio 80 D_.Ae Jio S48 {1 I p. e— [i,84e . o. (25)

donde para el calculo del incremento de tensiones efectivas se utiliza la (21).

Descripcion Truesdell implicito.

La definicidn del tensor de Truesdell viene dada por:

T . ° ° °
0; =0;—0;,Q,; —0;,Q,; —0y.€k— 0y .€ik+ 0;.Ekk (26)

ij p-
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al igual que en (19), la tensién de Cauchy puede despejarse de la expresion anterior y escribirse (Hughes &
Winget®):

Cij = (Dijkl'i‘ Dijx J€k|+ Wit . 0kl 27

A

que matricialmente es:

R Oy — Oy Oy,
D=|-0y O O, (29)
o,, + O
0 O 11 22
2

En forma incremental, la (27) queda:
A
Acij = | Dik+ Diw |A e+ Wik .A ok (30)
la que también puede ser escrita en forma matricial:

VAN
D o |D

~ ~|

¢ 9

J— — /\* +
Ac=T Ag con T =T +T = y D _Ou *t0xn

~(@) (o) (o) ~2(o)

+

(€2))

T

10212

w

Claramente a través de (29), puede observarse que la matriz T  no es simétrica. Para evitar la solucion de un
~2(0o)

sistema de este tipo se puede recurrir a dos posibles simplificaciones: Se desprecian las deformaciones
volumétricas con lo que la (29) se transforma en:

. 204, 0 O,
o, +0O
(P (P %

Si se considera que la influencia de las deformaciones volumétricas puede ser importante, se puede recurrir al
artificio de trasladar su efecto como carga al miembro de la derecha pero tomada en el tiempo anterior.

Al igual que lo realizado para Jaumann, puede sustituirse la relacion constitutiva (31) para tensiones efectivas en el
principio de trabajos virtuales obteniendo asi:

=T - T E)rp t+ AL LI
Jig 848 . T .AedQ - SAe .rp—T.Ap.dQ= AWe - [ 8Ae . c.dQ (33)

(o) s

Expresion que también puede ser linealizada. Los incrementos de tensiones efectivas se calculan segun (31).

APLICACION DE ELEMENTOS FINITOS

Tras la aplicacion de elementos finitos, el sistema constituido por (5) y (7) queda, luego de integrar en el tiempo a
través del parametro o y expresar todo en forma incremental’ :
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Ig(e) _ I:(e) AU(B) {0 0 } U(e) AP(e)

T - e (e) - e + ; e (34)
L@ —(s<°>+ ocAtH(e)) Ap {10 —AHT[)p® AP
~ »\,1 ~ ~ ~

~ t

En (33), las incognitas del problema uy p son interpolados en términos de los valores nodales de esas incognitas,

usando funciones de interpolacion N" y N’ respectivamente, con las primeras siendo bicuadraticas y las
J . . . .5
segundas bilineales. El significado de cada matriz puede verse en la referencia’.

La consideracion de grandes deformaciones solo ha sido aplicada a la primera de las ecuaciones mostradas en (34)
y para cada uno de los casos considerados, esta expresion debe modificarse segln:

Lagrangiana actualizada - Jaumann (explicito)

Tomando como base la expresion (13), solo debe agregarse a la primera de (34) la denominada matriz geométrica:
(K(e)+ K (e)) AU(e)_ L(e) Ap(e) — AP(e) (35)
~ ~ G ~ ~ - ~

con:

L al

B do (36)

t G

Ke — J'BT

~G 576G

Donde B es derivada de las funciones de interpolacion de desplazamientos yG es tensor de Cauchy en la
~G ~t

configuracion “t”. Cabe aclarar, que la ecuacion de flujo no sufre alteraciones por el agregado de la no linealidad
geométrica.

Jaumann implicito y Truesdell implicito.
Como se puede deducir de (24) y (33), debe cambiarse la relacion constitutiva en la primera de (34) y tenerse en
cuenta (21) y (31) para el célculo del incremento de tensiones. Esto lleva a que la forma general de (34) se
conserve con los reparos mencionados.

EJEMPLOS DE APLICACION
Viga bi- empotrada.
Este ejemplo es presentado por dos razones fundamentales. La primera es que la solucion en grandes

deformaciones ha sido ya publicada extensamente y sirve para validar resultados y la segunda es que este es el
unico caso entre los elegidos en los que todos los sistemas de modelado de grandes deformaciones arrojaron

N

P/2=250 kn

0.5 m

i L/2=10 m

respuesta. El modelo elasto-plastico usado para este caso ha sido el de Von Mises y no se considerd
endurecimiento (plastico perfecto).



206 DI RADO, A., AWRUCH, A., BENEYTO, P., MANZOLILLO, J

Fig.1 Viga Bi empotrada

Datos:
E= modulo de elasticidad = 1,2 .10’ t/m?
1= moédulo de Poisson = 0,3
of= Tension de fluencia = 3 .10* t/m’

400

300

o

CARGA [kN]

200

100 —o— Hastico Peq. Deformac. —aA— Hastico Grandes Deform.

—1— Hastoplastico Peq. Def. —o0— Hastoplastico Gran. Def.

0 05 -1 15 -2 25
DESCENSOS [m]

Fig.2: Descensos — carga para Viga bi empotrada
Los resultados consignados en la fig. 2, son perfectamente coincidentes para los casos de Jaumann explicito,
implicito linealizado y Truesdell linealizado coincidiendo con los mostrados en referencia®.

Consolidacion unidimensional de Terzaghi.

Este ejemplo permite analizar el problema dentro del umbral de la elasticidad. En el grafico de la Fig.4, solo se ha
representado la solucion para Jaumann linealizado.

90 kpa

—

E=modulo de elasticidad = 100 Kpa

u= moédulo de Poisson = 0.3

Kh = Permeab. Horiz. = 0.0 m/dia

Kv = Permeab. Horiz. = 8.64*10™m/dia
C= cohesion = 100 Kpa

0= Friccion interna = 0.1745 rad

Carga aplicada instantaneamente.

A: punto donde se toma la presion de
poros.

Sm

T

Fig.3: Caso unidimensional de Terzaghi.
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3
o’}

o] = S
100 \ EH:L
],

80
60 +
40 +
20

—{— Pequefias Deformaciones
—O— Grandes Deformaciones

Presion de Poros [kpa]

0,1 1 10 100 1000 10000

Tiempo [dias]

Fig.4: Presion de poros - tiempo

Fundacion corrida.

Finalmente y como ultimo caso, se presenta el de la fundacion corrida. Para el, se ha usado un modelo elasto-
plastico basado en estados criticos y mostrado detalladamente en la referencia’. Se muestran diagramas de carga -
descensos para diferentes casos de preconsolidacion. En todos ellos, la solucion es con Jaumann linealizado.

EE— 30.00 m |
Arena

g Arcilla

<

I

Fig.5: Fundacion corrida.

Arena: Hiperelastica. Arcilla: Elasto-plastica.
E=mod. de elasticidad = 5000 kpa E=mod. de elasticidad = 1000 kpa
pu= moddulo de Poisson = 0.0 u= moédulo de Poisson = 0.40
v = Peso especifico = 2.0 t/m’ v = Peso especifico = 2.0 t/m’
C= cohesion = 10 kpa C= cohesion = 50 kpa
0= Friccion interna = 0.5236 rad. 0= Friccién interna = 0.2618 rad.
Carga: kv = kh= Permeab.. = 8.00*10°m/d{a

120 Kpa. Aplicada en 90 dias. A: Pto. de Gauss de lectura.
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Tiempo [dias]
1 10 100 1000 10000 100000 1000000
0
1 —&— Peq. Def. Prec.= 0 kpa
—{0— Gran. Def. Prec.= 0 kpa
- 2 —O— Gran. Def. Prec.= 25 kpa
E —&— Gran. Def. Prec.= 50 kpa
8
2 3
[}
(%]
7]
[
o 4
%ﬁ
4
-5
-6

Fig.6: Tiempo — Descenso para fundacion corrida.

CONCLUSIONES

¢ Se han presentado diversas posibilidades para la consideracion de grandes desplazamientos y deformaciones en
problemas de consolidacion de suelos saturados.

e El caso de la viga bi-empotrada ha sido el tnico en el que se ha podido obtener resultados adecuados para todos
los tipos de descripciones y tanto para los casos elastico como elasto-plastico.

e Con la descripcion que contempla la inclusion de la matriz geométrica, solo se ha podido obtener resultados
para el caso de la viga bi-empotrada y no para consolidacion. El problema radicé en un aumento descontrolado
de las tensiones tangenciales que finalmente distorsionan a los elementos.

e La implementacion del tensor de Truesdell en el analisis, no mostré ser adecuada para ningin caso de
consolidacion siendo también el descontrol de las tensiones tangenciales el detonante de la falla.

e La inclusion de un sistema de referencia co-rotacional deberia ser probado especialmente para Truesdell a los
fines de evitar los problemas mencionados.

e Con la implementacion del tensor de Jaumann en forma implicita y con linealizacion de la matriz de rigidez, se
ha podido resolver todos los casos aqui propuestos. La metodologia ha sido simple y los resultados
cualitativamente adecuados.
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