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RESUMEN

En este trabajo se propone un esquema eficiente para el análisis dinámico de estructuras tipo torre y/o atirantadas
sometidas a carga aleatoria de viento. Para tal fin se utiliza un método de integración numérica en el dominio de la
frecuencia. Como modelo de estructura se adoptó una formulación general de vigas con ley constitutiva viscoelástica
lineal general. Además se utilizó el algoritmo de la transformada rápida de Fourier (FFT) para trabajar en el dominio de
la frecuencia.

El viento en la atmósfera es un fluido con movimiento turbulento y, por lo tanto, es aconsejable considerarlo como un
proceso aleatorio Gausiano estacionario utilizando cantidades estadísticas. Pueden considerarse, por ejemplo, el valor
esperado y la función de densidad espectral de potencia para caracterizar los dos primeros órdenes estadísticos de este
proceso. Debido a esto, la carga de viento fue incorporada por un procedimiento de simulación de un proceso aleatorio
estacionario, Gausiano y correlacionado en sentido vertical. Finalmente, se presenta un ejemplo numérico de simulación
para mostrar las capacidades del modelo propuesto.

ABSTRACT

An efficient scheme is proposed for the analysis of free-standing guyed structures subjected to random wind loading, by
using a numerical integration method in the frequency domain. The physical model of the structure is based on a
general beam formulation. In addition, a linear viscoelastic constitutive law was incorporated and the fast Fourier
transform algorithm (FFT) was used in order to work in the frequency domain.

The wind is a fluid with turbulent motion and is commonly idealised as a stationary, correlated, Gaussian stochastic
process. The mean value and the power spectral density function can be used as the first two statistical orders. Then, a
simulation process was used to model the wind load. Finally, a numerical simulation example is presented in order to
show the capabilities of the models proposed

INTRODUCCION

En el análisis dinámico de sistemas tipo torre y/o atirantadas han sido ampliamente usados los métodos de matrices
de transferencia e integración numérica directa, los cuales están estrechamente vinculados entre sí. La principal
diferencia entre ambos esquemas es que, en el segundo caso, se utiliza la integración numérica, vía Runge-Kutta o
predector-corrector, para la obtención de las matrices de transferencia de campo, mientras que, en el primer caso,
cuando existen disponibles soluciones conocidas para las matrices de campo, el esquema es conocido como
“método de matrices de transferencia”
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Un procedimiento sistemático fue propuesto por Falk1 y posteriormente fue desarrollado extensivamente por
Kersten2. Pflüger3 y Riera et al4, entre otros, realizaron aplicaciones para los casos de inestabilidad estática como
así también consideraciones sobre los efectos de segundo orden.. La determinación de frecuencias naturales y
modos de vibración de vigas continuas no amortiguadas fue discutida en detalle por Pestel and Leckie5 que también
describieron el cálculo de la respuesta dinámica ante excitación armónica. Ebner and Billington6 emplearon
integración numérica para estudiar las vibraciones estacionarias de vigas de Timoshenko amortiguadas. En la
literatura pueden encontrarse numerosas aplicaciones relacionadas con vigas rectas y curvas como así también
arcos y cáscaras.

El método presentado en este trabajo puede ser utilizado para el estudio de diferentes tipologías estructurales como
las presentadas en diversos trabajos, por ejemplo, edificios esbeltos7, 8, chimeneas9, 10, torres de aeropuerto11, torres
de enfriamiento12, torres de TV y teléfono13, como así también para el análisis de puentes bajo la acción de viento.

El objetivo principal es la extensión del método para la evaluación de la respuesta estructural ante excitación
aleatoria de viento. Prenninger and Schuëller14 aplicaron matrices de transferencia para estudiar la confiabilidad de
edificios altos bajo carga de viento, pero siguiendo el método clásico de determinar la función de densidad
espectral de potencia (PSDF) de variables seleccionadas de la respuesta de funciones de admitancia previamente
calculadas. Aunque la idea básica es también aplicable para elementos finitos y diferencias finitas y para otros tipos
de cargas estocásticas, el método presentado es particularmente adecuado en combinación con técnicas de
integración numérica o matrices de transferencia.

MODELO DE ESTRUCTURA

Para modelar la estructura se utilizó una formulación de continuo partiendo de un esquema de análisis de
estructuras de pared delgada y sección abierta en el dominio de la frecuencia Ambrosini15, el cual se describirá
brevemente.

El modelo físico de la estructura está constituido por las ecuaciones de la teoría de Vlasov16 modificadas con la
incorporación de las deformaciones angulares inducidas por el esfuerzo de corte, sección variable en la dirección
longitudinal e inercias rotacionales en los esfuerzos internos (Ambrosini et al17). Se adopta una ley constitutiva
viscoelástica lineal general, la cual permite introducir amortiguamiento a la estructura. Con estos elementos se llega
a un conjunto de tres ecuaciones diferenciales parciales de cuarto orden con tres incógnitas o, luego de realizar la
transformada de Fourier para trabajar en el dominio de la frecuencia, un sistema equivalente en variables de estado
de doce ecuaciones diferenciales parciales de primer orden con 12 incógnitas. Si se adoptan como variables de
estado los desplazamientos según los ejes x e y, ξ y η, los giros de flexión respecto de esos ejes, φx y φy; los
esfuerzos de corte Qx y Qy; los momentos flectores Mx y My; el giro de torsión y su derivada espacial θ y θ’, el
momento torsor total MT y el bimomento B; se tiene:

v(z,ω) = {η, φy, Qy, Mx, ξ, φx, Qx, My, θ, θ’, MT, B}T (1)

Con v = vector de estado. El sistema es:

∂
∂
v

Av q
z

= + (2)

Donde A es la matriz del sistema y q el vector de carga externa:

q(z,ω) = {0, 0, -qx, 0, 0, 0, -qy, 0, 0, 0, -mA, 0}T (3)

qx y qy son cargas externas por unidad de longitud y mA el momento torsor externo por unidad de longitud. Debe
aclararse que, por comodidad, se ha mantenido la notación de las deformaciones y esfuerzos generalizados en el
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dominio de la frecuencia, aunque estas funciones son dependientes de z y ω y no de z y t como las variables
originales.

Si, para facilitar la solución numérica, se separan la parte real e imaginaria de todas las funciones y se incorpora la
ley constitutiva viscoelástica, el sistema será de 24 ecuaciones con 24 incógnitas.

Obviamente, en aplicaciones numéricas se utiliza el algoritmo de la transformada rápida de Fourier (FFT).
Entonces, para cada frecuencia ω, puede resolverse el problema definido por las ecuaciones (2) más la condiciones
de contorno usando métodos de integración numérica estándares como así también técnicas para transformar un
problema de valores de borde en dos puntos en un problema de valores iniciales (Pestel y Leckie5 ). Si se repite este
procedimiento para todo el conjunto de frecuencias ω, se puede obtener la FFT de las componentes del vector de
estado. Por último, puede realizarse la transformada inversa de las variables de interés para obtener las mismas en
el dominio del tiempo.

DETERMINACION DEL VECTOR DE CARGA

La consideración de la carga de viento como un proceso estocástico aleatorio estacionario y la obtención de
registros de viento por simulación fue presentada por Riera y Ambrosini18 y Ambrosini et al19 en trabajos previos y
los desarrollos básicos son resumidos en los siguientes puntos.

Carga aleatoria estacionaria

La carga de viento es idealizada comúnmente como un proceso estocástico Gausiano estacionario correlacionado.
Si ahora se supone que la coordenada espacial z denota altura sobre el nivel del suelo y que solo una componente
del vector de carga tiene que ser especificado. La componente longitudinal (de la parte fluctuante) de la velocidad
de viento será considerada como un ejemplo. Puede verse más adelante que el procedimiento puede ser extendido
sin dificultad a situaciones más generales.

La componente de interés de la velocidad es definida por su PSDF Sv(ω), la cual está relacionada con las partes real
Re(ω) e imaginaria Im(ω) de la transformada de Fourier de la carga (Se realiza la hipótesis usual de que la parte
fluctuante de la presión es directamente proporcional de la parte fluctuante de la velocidad) por medio de:

Sv(ω) = E[Re2(ω) + Im2(ω)] (4)

En donde E( ) denota valor esperado. Además, como será discutido en la siguiente sección, la correlación espacial
de la velocidad (carga) debe ser especificada. En este punto debe notarse que la ecuación (4) sugiere una alternativa
atractiva para la generación de registros de viento artificiales para el diseño estructural. Teniendo en cuenta el
hecho que si la parte fluctuante de la velocidad de viento es Gausiana, entonces las partes real e imaginaria de su
transformada de Fourier también serán variables Gausianas, por lo que:

Re(ω) = N[0, 0.5 Sv] (5)

Im(ω) = N[0, 0.5 Sv] (6)

La notación N indica una variable normal. En este caso, estas variables Re e Im tienen media cero y desvío estándar
0.5 Sv. Por lo tanto, el procedimiento recomendado por Prenninger20 para la generación de registros de viento
artificiales es adoptada en lo subsiguiente. La idea es extremadamente simple: si se pueden especificar por
simulación las componentes del vector de carga en la ecuación (2), entonces la FFT de la todas las variables de la
respuesta pueden obtenerse inmediatamente.

El espectro de potencia de cualquier variable deseada, por ejemplo el desplazamiento en la parte superior de la
estructura o los momentos en la base, están dados por la suma de los cuadrados de los valores de la parte real e
imaginaria de la respectiva FFT. Tal espectro de potencia será un estimador crudo de la PSDF. Para evaluar esta
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última, serán necesarias varias simulaciones en orden de estimar la función de densidad espectral de potencia
(PSDF) con confianza. Sin embargo, en aplicaciones prácticas, todo lo que se necesita es la varianza de la variable
de respuesta v. Esta es dada por:

∫
∞

∞−

= ωωσ dSvv )(2 (7)

Obviamente, la variabilidad de 2
vσ  es mucho menor que la del integrando. Esto puede visualizarse claramente al

notar que, para propósitos computacionales, la integral de la ecuación (7) es reemplazada por una suma finita en el
rango de las frecuencias de interés. Debido a que, normalmente se toma un número de términos grande, la varianza
de la suma, representada por el valor estimado 2

vσ , es mucho menor que los valores individuales de Sv(ω). Por lo
tanto, para caracterizar adecuadamente la respuesta aleatoria de la estructura son necesarias muy pocas
simulaciones. Raramente serán necesarias más que tres simulaciones. Es importante remarcar que, en los estudis en
túnel de viento, el valor cuadrático medio de cualquier variable es solamente medido una vez. En el mejor de los
casos, el experimento es repetido de 3 a 5 veces; práctica que es compatible con el criterio propuesto.

Generación de registros de viento

El tratamiento de la correlación espacial será descripto en el marco de un ejemplo de registro de viento generado
artificialmente. Debe notarse que la ecuación (2) requiere la especificación del vector de carga transformado en el
plano espacio-frecuencia (z-ω).

Los pasos para cada frecuencia ωj son:

a) Seleccionar la frecuencia máxima o de corte y el número de puntos en el que el intervalo será dividido. En
general, N ≥ 256

b) Generar una muestra de una variable con distribución de probabilidad uniforme en el intervalo [0, 1]

c) Transformar la muestra obtenida en (b) a una variable con distribución normal con media 0 y desvío estándar Xn.

d) Obtener las componentes deseadas de la FFT de la velocidad de viento por medio de:

X = Xn(0.5Sv(ωj))
1/2 (8)

Para caracterizar el viento se utiliza el espectro de Davenport21 Sv(f) dado por:

( ) 3/42

2

2 13
2)(

n
nffS

v

v

+
=

σ
(9)

donde f es la frecuencia en Hertz, y:

10

0

V
fLn = (10)

2
10

2 IVv =σ (11)

donde V10 es la velocidad media a la altura de referencia de 10 m, I el coeficiente de variación (0.10 a 0.18) que
representa la intensidad de la turbulencia y L0 = 1200 m según medidas empíricas de Davenport. A modo de
ejemplo, el espectro generado considerando V10 = 20 m/seg, I = 0.15, ∆t = 0.04 seg y ∆f = 0.006 Hz, es graficado en
Figura 1.
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Figura 1: Espectro de Davenport

Los pasos esquematizados en (a) a (d) conducen a la FFT de las muestras independientes de la velocidad del viento.
Por otra parte, la expresión para la “longitud de correlación” propuesta por Davenport22 fue utilizada para tener en
cuenta la correlación espacial. La longitud de correlación Lc es definida como el área bajo la curva de correlación.

∫
∞







=

0 10

1

2
exp)( dx

V
xCLc π

ωω (12)

Mediciones del parámetro C1 para la correlación vertical son debidas, entre otros, a Shiotani and Iwatani23. Debe
notarse que:

ω
π

ω
1

102
)(

C
V

Lc = (13)

Considerando ahora la variable

( )22
2

2
1

2211

aa
uauax

+

+= (14)

En la cual u1 y u2 son variables aleatorias independientes normales con a1 = 1 - ξ, a2 = ξ y ξ = ∆z/Lc, siendo ∆z la
distancia entre los puntos a los cuales u1 y u2 son simulados. El coeficiente de correlación normalizado resulta:

ρu1u2 = 1 - ξ (15)

Teniendo en cuenta la escasa y contradictoria evidencia experimental sobre la correlación espacial de la parte
fluctuante del movimiento turbulento del viento, en la ecuación (14) se da un coeficiente lineal ρu1u2. Entonces,
para cada frecuencia ωj, se genera un proceso u1 al comienzo del intervalo (z = 0). Luego, se genera un proceso
independiente u2 en z = Lc. Las ordenadas de la FFT para 0 ≤ z ≤ Lc son evaluadas utilizando la ecuación (13). La
dependencia de la altura de la velocidad media del viento puede ser descripta por la conocida ley de Hellmann24:

α






=
10

)( 10
zVzV (16)

Vector de carga
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En este punto, serán determinadas las componentes del vector de carga (3). La fuerza del viento Fw que actúa sobre
una estructura es:

Fw(z,t) = 1/2ρaACV(z,t)2 (17)

en donde ρa es la densidad del aire, A el área expuesta al viento y C el coeficiente de arrastre. La velocidad de
viento V(z,t) está dada por:

V(z,t) = V(z) + ∆v(t) – )(tx (18)

en donde V(z) es el flujo estático, la turbulencia ∆v(t) es un proceso Gausiano estacionario con media cero,
simulado de acuerdo al método descripto precedentemente, mientras que )(tx  es la velocidad estructural. Esta
velocidad es despreciada en la mayoría de los casos, puesto que se supone que la estructura es rígida. Con esta
simplificación y reemplazando (18) en (17), se obtiene:

Fw(z,t) = 1/2ρaAC[V(z)2 + 2V(z)∆v(t) + ∆v(t)2] (19)

El miembro derecho de (19) constituye la excitación efectiva que es no lineal y, por lo tanto no Gausiana, aún si
∆v(t) es Gausiana. Para encontrar la respuesta a esta excitación, en la práctica ingenieril se utiliza la llamada “teoría
cuasi-estática” de Davenport25, por la cual:

Fw(z,t) ≈ 1/2ρaAC[V(z)2 + 2V(z)∆v(t)] (20)

Puede observarse que este procedimiento es una linealización estadística aplicada a la excitación (Floris24).
Entonces, la carga por unidad de longitud q(z,t) es:

q(z,t) = 1/2ρabC[V(z)2 + 2V(z)∆v(t)] (21)

en donde b es la dimensión estructural perpendicular al viento. Finalmente, las componentes del vector de carga (3)
son:

qx(z,t) = 1/2ρabCx[V(z)2 + 2V(z)∆v(t)] (22)

qy(z,t) = 1/2ρabCy[V(z)2 + 2V(z)∆v(t)] (23)

mA(z,t) = 1/2ρab
2CT[V(z)2 + 2V(z)∆v(t)] (24)

APLICACION DEL METODO

Con el objetivo de resaltar las características del método de simulación, se presenta a continuación un ejemplo
numérico. Con este propósito se desarrolló el programa RAN que tiene incorporado el proceso de simulación
descripto en los párrafos anteriores. En este ejemplo se usan los siguientes datos:

H = 50 m V10 = 20 m/seg

∆t = 0.04 seg Ttotal = 20.48 seg.

∆f = 0.049 Hz fmax = 25 Hz

I = 0.15 C1 = 5

El proceso de generación de números aleatorios requiere de una “semilla” o número inicial para dar comienzo al
mismo. En este caso, la semilla es IY = 25.

Las velocidades obtenidas para los casos de z = 0, 0.05H, 0.95 H y H son graficadas en figuras 2 a 5.
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Figura 2: Velocidades de viento simuladas. z = 0

Figura 3: Velocidades de viento simuladas. z = 0.05 H

Se observa claramente en las figuras 2 y 3 que las velocidades de viento correspondientes a z = 0 y z = 0.05 H están
claramente correlacionadas, especialmente en lo que hace a las frecuencias más bajas. Esto mismo sucede con las
velocidades presentadas en las figuras 4 y 5 que corresponden a z = 0.95 H y z = H. Por último, se observa en las
figuras 2 a 5 que no hay ninguna relación entre las velocidades obtenidas entre el extremo inferior de la estructura
(z = 0 y z = 0.05 H) con las correspondientes al extremo superior de la misma (z = 0.95 H y z = H).
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Figura 4: Velocidades de viento simuladas. z = 0.95 H

Figura 5: Velocidades de viento simuladas. z = H

Otros ejemplos con la determinación de la carga y su aplicación efectiva en estructuras pueden encontrarse en los
trabajos de Ambrosini et al19 y Montanaro et al25.

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un método para emplear métodos de integración numérica o, alternativamente, el
método de matrices de transferencia para analizar estructuras tipo torre o atirantadas sujetas a cargas aleatorias de
viento.

Este esquema ofrece varias ventajas comparativas en relación con otras alternativas: En primer lugar permite la
consideración de cualquier tipo de modelo constitutivo viscoelástico lineal, como así también cualquier distribución
espacial de las fuerzas disipativas. Además, no es necesario imponer restricciones sobre el carácter y la correlación
de la carga aplicada.
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El ejemplo numérico demuestra la versatilidad y confiabilidad del método, sobre todo en lo que hace a la
correlación espacial.
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