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RESUMEN

En este trabajo se comparan las posibles condiciones de borde aplicables a flujos turbulentos simulados con el modelo
k-€ y su efecto sobre la prediccién del campo de temperaturas.

ABSTRACT

In this paper we compare diferent boundary conditions applicable to turbulent flows simulated with the k- model
and his effect on the temperature distribution prediction

INTRODUCCION

La turbulencia es un fenémeno tridimensional transitorio, no lineal cuyas caracteristicas de flujo tienen
lugar en escala de longitudes pequenas, del orden de 10~3 veces menor que el dominio del flujo! . Si bien
podrian aplicarse las ecuaciones de Navier Stokes en variables instanténeas en esta escala, para modelar
numéricamente problemas industriales, se necesitarian computadoras de una capacidad no obtenible en la
actualidad. Por ello, es necesario emplear modelos de turbulencia basados en usar la ecuacién de Navier-
Stokes promediada en el tiempo y un conjunto de ecuaciones o relaciones que permitan representar el tensor
de tensiones medio turbulento. El modelo de turbulencia k — e de Launder y Spalding? es el mas usado
en aplicaciones industriales (k: energia cinética turbulenta; e: velocidad de disipacién de energia cinética
turbulenta). Algunas de nuestras publicaciones* 81011 muestran la aplicacién del modelo de turbulencia
k — € al movimiento del acero liquido en la colada continua.

Con la hipétesis de flujo viscoso, incompresible, estacionario, densidad constante (p), viscosidad con-
stante (u) , ausencia de fuerzas externas, ausencia de fuentes volumétricas de calor, nimero de Prandtl tur-
bulento constante (o), ausencia de fuerzas de flotacién, disipacién viscosa despreciable, difusividad térmica
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constante («), las siguientes ecuaciones forman el modelo k — e cuando se utiliza el algoritmo iterativo

(k — L)-predictor / (¢)-corrector!¢-19 :
V. -v=0 (1)
py Yv=-YP + V- [2(u+u')8] (2)
1
S=3(Yx+W') (3)
t 3/2
Py Zkzz-[<u+”—>2k]+2pf§:ﬂpk (4)
Ok = L
t 2
py Ve=V- K;wﬁ—)zs] 90Ok 8 Ty — p 2 (5)
€
pt = ¢, pVEL (6)
L=Fk"?/e (7)
it
v V=Y ch—)ze] (8)
pPog

donde v es la velocidad media y 6 la temperatura. Los valores de las constantes empiricas que aparecen
en las ecuaciones fueron obtenidas por Launder y Spalding? , C; = 1.44; Cy = 1.92; C,, = 0.09; o), = 1.0;
0. = 1.3; 09 = 0.9 (nimero de Prandtl turbulento).

La validez del modelo k — e esté restringida a flujos con niimero de Reynolds elevados (e = 22£) . Sin
embargo, dicho ntimero es una propiedad local del flujo, pues depende de la escala de velocidades (V') y de
longitudes (L) que pueden variar en el dominio considerado. La velocidad pasa de ser nula en las paredes
s6lidas a un valor dado por la corriente externa en una capa de longitud muy pequena. Asi, el Re local,
tomado con la escala externa de velocidad y con la longitud dada por la distancia a la pared, aumenta hacia
el interior del dominio turbulento. Siempre existird una zona inmediata a la pared en la cual el Re es bajo,
denominada capa limite. En dicha zona hay que hacer alguna modificaciéon al modelo que tenga en cuenta
estos efectos de “laminarizaciéon”. Existen dos caminos para tratar este problema:

e Uno consiste en modificar las ecuaciones diferenciales de k y € para tener en cuenta la variacién de las
escalas de longitud en la zona cercana a la pared. Se obtienen asi los llamados modelos k — ¢ de bajo
nimero de Re'3 15 . En general estos modelos también incluyen funciones que modifican la viscosidad
turbulenta que dependen de la distancia a la pared.

e Otra posibilidad ampliamente divulgada es la utilizacién de las leyes de pared? , opcién utilizada en
este trabajo. Consiste en tomar un dominio computacional mas chico que el dominio fisico, removiendo
la capa limite, y utilizar perfiles universales de velocidad para trasladar la condicién de borde desde la
pared a la frontera del dominio considerado. Estos modelos tienen la desventaja de que se pierden los
detalles del movimiento en la zona cercana a la pared. En cambio, ademés de resolver el problema de
la laminarizacién, reducen significativamente el costo computacional al remover una zona de gradiente
elevados que obligaria a una fuerte discretizaciéon de la malla.

EL PERFIL DE VELOCIDADES EN LA CAPA LIMITE

Se considera a continuacién el caso de una capa limite sobre una placa plana, bidimensional (x — y), en
ausencia de fuerzas externas y con gradiente de presién nulo?” , asumiendo que la velocidad media es
independiente de z (longitud de la placa), las ecuaciones de cantidad de movimiento se simplifican a:

d (1 pf)du
0=—(=+=)— )
dy(ﬂ p) dy )
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donde wu es la velocidad media en la direccién x. Esta ecuacién implica que la tensién de corte total (7)
(laminar y turbulenta) es constante en la capa limite. Por lo cual se obtiene:

t
T oo put\ du
—=(=+=)— (10)
p (p p ) dy

La integracién de la ecuacién 10 conduce a los llamados perfiles universales de velocidad.

Aunque este resultado se obtiene en el caso de una capa limite sobre una placa (lo que implica una tensién

de corte constante), los mismos perfiles se observan en otros ejemplos en la zona cercana a la pared?” 28 ;
por esta razén estas leyes se consideran universales.

Ley logaritmica

Las fluctuaciones del campo de velocidades se anulan en la pared, por lo que también se anulan las tensiones
turbulentas, mientras que las tensiones laminares tienen un valor no nulo; esta zona es denominada subcapa
laminar. A medida que nos alejamos de la pared las tensiones turbulentas crecen rdpidamente y las tensiones
laminares se vuelven despreciables; esta zona es denominada subcapa turbulenta. Para integrar la ecuacién
10 se debe tener en cuenta la existencia de estas dos subcapas.

e En la subcapa laminar se puede integrar la ecuacion 10 despreciando las tensiones turbulentas, desde
la pared (y = 0) hasta cualquier punto de la subcapa (y) obteniendo un perfil de velocidades lineal

w_ (11)

e En la subcapa turbulenta se puede integrar la ecuacién 10 despreciando las tensiones laminares. No-
tando u, (velocidad de friccién) a la escala de velocidades y L = C), 3 y a la escala de longitudes
(donde & es la constante de von Karman x = 0.4), se obtiene u! = pryu, reemplazando en la ec. 10 e
integrando desde el borde externo de la subcapa laminar (y;,) da por resultado

Zin (ﬁ) — (1 — wy) (12)

Finalmente hay que imponer la continuidad de las ecs. 11 y 12 para determinar la constante .
Mediciones experimentales?® dan por resultado y;,, = %’i. Se obtiene entonces

+ +
+ _Juy yT < 11.6
v= { Liny*t +5.5 yt > 116 (13)

donde las variables adimensionales son: w1t = 2% . T = 2%  SQeoyin evidencia experimental®® 1a le
N p y

logaritmica se aparta ligeramente de los resultados experimentales en una zona intermedia 5 < y™ < 30.

Ley de Reitchardt

La ley de Reitchardt?°-22 coincide con la ley logaritmica excepto en la zona intermedia, donde se acerca mas
a los resultados experimentales.

1 +
wh == (1+my) +78 (1 — ey /10 —f’l Oe—0~33y+> (14)
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Velocidad de friccién

Hay dos posibles elecciones de la velocidad de friccién:

e Opcidén v : esta opciéon surge de notar que fuera de la subcapa laminar sélo son apreciables las
tensiones turbulentas. Se define,

=
Usx = 4 [ — 15
5 (15)

Por lo cual us da una medida de las fluctuaciones de la velocidad. Con esta eleccion la velocidad
+_

adimensional queda escrita como u -

e Opcidn k : esta opcion surge del significado propio de k que representa una medida de las fluctuaciones
de la velocidad. Se define,

u, = Ch/* K2

En este caso la velocidad adimensional estd dada por wu™ = 24,

T

En la Figura 1 se muestra el comportamiento de las dos leyes mencionadas en todo el rango de y™.

Figura 1: Comportamiento de la velocidad adimensional en la capa limite
1) Ley lineal-logaritmica
2) Ley de Reitchardt

CONDICIONES DE CONTORNO SOBRE £k y ¢

En la Figura 2 se muestran los perfiles de k y € en la capa limite obtenidos a partir de mediciones experi-
mentales? .

Subcapa turbulenta

La eleccién de las condiciones de contorno para k y € esta vinculada con la eleccién de la velocidad de friccién
y el esquema iterativo utilizado para resolver el sistema de ecuaciones; se deducen a partir de la suposiciéon
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Figura 2: comportamiento de las variables turbulentas en la capa limite
a) Energia cinética turbulenta

b) Velocidad de disipacién de energia cinética turbulenta

de la existencia de un estado de equilibrio local en el cual la produccién de energia cinética turbulenta iguala
la destruccién, no existe transporte y la viscosidad laminar es despreciable

t 2 3/2
O:i M_% +Mt d_u fpk’ (16)
dy o dy dy L
d [pt de du\?  Cpe?
=\ -— | - 1
-4 Led ]+pcﬂclk(dy) e a7

Reemplazando ‘é—;‘ = ﬁ en las ecuaciones anteriores, y suponiendo que la difusiéon de k es despreciable,
se obtiene las condiciones de contorno para k y € en la subcapa turbulenta.

e Opcién v :

3/4 1.3/2
k= Llp : c = G k7 (18)
p Cu Y
e Opcién k :
dk ot k3
- — O ; £ = Ll 19
a0 py (19)

Subcapa laminar

Los perfiles de k y ¢ discutidos en la seccién anterior corresponden a un estado de equilibrio local que se
alcanza sélo en la regién donde los efectos viscosos son despreciables (subcapa turbulenta). En la subcapa
laminar no existe equilibrio, de hecho en la pared la energia cinética turbulenta se anula ya que la velocidad,
tanto media como fluctuante se anula. Luego las condiciones de contorno deben ser corregidas en esta
subcapa?! .
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e Opcién v :

-
k=—xm i 5 =GRS (20)
p Cu
1 yt > 10 o)
fr = N2 21
F (?{—0> yT <10
1

.= (22)
" e ()| ’

e Opcidén k : Esta opciéon no puede usarse en la subcapa laminar.

CONDICIONES DE CONTORNO EN LA CAPA LIMITE TERMICA

Si se desea resolver un problema acoplado térmicamente, debido al hecho de que el dominio computacional
es mas chico que el dominio fisico, se debe tener en cuenta el perfil de temperaturas en la capa limite para
trasladar la condiciéon de borde, como en el caso de las velocidades. Si la condicién de borde en la pared
es de flujo de calor, ésta se aplica directamente en el borde del dominio computacional. En cambio si la
condiciéon de borde en la pared es de temperatura serd necesario calcular la condicién de contorno en el
borde del dominio computacional utilizando perfiles de temperatura.

A partir de la ecuacién de transporte de energia, suponiendo que la velocidad y la temperatura sélo

dependen de y, se deduce que el flujo de calor, ¢ = —p C, (a + ;{%) % , es constante en la capa limite.

Los perfiles de temperatura se obtienen integrando esta ecuacién.
e En la subcapa laminar térmica, la viscosidad turbulenta es despreciable, luego
qy=—pCpa (0—0u) (23)
e En la subcapa turbulenta térmica, la difusividad térmica es despreciable, luego

qln%:pCpu*m(Qg—Q) (24)
0

donde el subindice w indica la pared, el subindice 0 indica el borde la subcapa laminar térmica (yg).
Adimensionalizando las variables segtin 0 = LC;M (0w —0) ; y™ = L= seobtiene

+ Pr y* vt <l
0 = Ly ot + o+ (25)
o9 [£Iny" + Pr] Yy >y

donde Pr = - {Pr ¥ — 2 ygj es una funcién de los ntimeros de Prandtl laminar (Pr) y turbulento

que representa el salto de temperaturas en la subcapa viscosa debido al flujo de calor a través de ella. En
la bibliografia se encuentran distintas expresiones para dicha funcién,

(5—;”)3/4 - 1] (26)

3/4 P
(?) 1 {1 +0.28exp (0.007—r>] (27)
0

o’
Ref[2] Pr=— (7;/4) (2(20) v (%)1/4 C—: - 1) (28)

En la Figura 3 se muestra el perfil de 0 en la capa limite para Pr = 0.71 (aire) y o5 = 0.9.

Ref [23] Pr=9.24

Ref [24] Pr=9.24
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Figura 3: perfil de temperatura en la capa limite

FLUJO EN UN ESCALON

A continuacién se considera el flujo turbulento en un canal con una expansiéon abrupta con alguna de las
paredes calentadas con un flujo de calor uniforme. En la referencia?® se publicé un resumen de los resultados
que distintos investigadores dieron a este problema utilizando distintos modelos de turbulencia k — ¢ con
transporte de temperaturas suponiendo un nimero de Prandtl turbulento constante (e igual a 0.9). La
geometria, y detalles del modelo se encuentran en la Figura 4.

Q=0

3cm.
Q=5000 W/m*

6 cm. 60 cm.

Figura 4: geometria y condiciones de contorno

Las condiciones de contorno?® en la entrada (A) estdn dadas por perfiles fijos de velocidad k y ¢ y una
temperatura constante e igual a 293 K y corresponden a un nimero de Reynolds de 20000. Las paredes
estan calentadas con los flujos indicados en la figura y a la salida (B) estd prescripta traccién y flujo de calor
nulos.

En la Figura 5 se muestran los perfiles de y™, el coeficiente de friccién C (definido como Cf = %
donde 7 es la tension de corte sobre la pared y U la velocidad media en la entrada), y el nimero de Nusselt
Nu (definido segin Nu = % donde Q es el calor aplicado,H la altura del escalén y 6, la temperatura
a lo largo de la pared) en funcién de la distancia adimensional z* desde el escalén, cuando la distancia a la
pared es de 2 mm. y las siguientes funciones de pared:

Caso 1: Opcién v y Ley logaritmica

Caso 2: Opcién v y Ley de Reichardt

Caso 3: Opcién k y Ley logaritmica

Caso 4: Opcién k y Ley de Reichardt

En la figura 5 se puede observar las diferencias en los resultados producidos por la eleccién de las
condiciones de contorno. La opcién v implica una condiciéon de borde de tipo Dirichlet para k, mientras que
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la opcién k una condicién de borde de tipo Neumann. Cuando se utiliza la definicién de la velocidad de
friccién dada por la opcién v, se obtiene en el punto de estancamiento del final de la recirculacién (punto de
"reattachment” ) un valor de y* nulo, debido al hecho de que la tensién de corte se anula en ese punto. Esto
produce una incorrecta prediccion del campo de temperaturas que se manifiesta en la distribucién del niimero
de Nusselt, que presenta un minimo en ese punto, en lugar del maximo esperado experimentalmente'? . La
utilizacién de la opcién k para la eleccién de la velocidad de friccion predice el comportamiento correcto
como se observa en la figura 5 .

La prediccion del coeficiente de friccion también es diferente, aunque el comportamiento cualitativo es
el mismo y la longitud de la recirculaciéon también.

Finalmente se puede mencionar que no se observan diferencias en los resultados obtenidos al utilizar la
ley logaritmica o la de Reitchardt, aunque esta tdltima presenta una mejor convergencia con el algoritmo
k-L—predictor € corrector

o1
o 1 + 2
+ 2 o 3
o 3 % 4
X 4

X" X

Nu
65

60
55
50 |
45
40
351
30
25
20
15
10

Figura 5: perfiles en funcién de x"+ de:
a) Comportamiento de y* en la pared
b) Coeficiente de friccién sobre la pared
c¢) Nimero de Nusselt en la pared, donde 5 muestra resultados experimentales??
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CONCLUSIONES

En este trabajo se comparan diferentes condiciones de contorno que pueden ser aplicadas sobre las paredes
en el modelado de flujo turbulento de alto nimero de Reynolds con el modelo k-¢ y el algoritmo iterativo k-
L—predictor € corrector. La eleccion de dichas condiciones de contorno, a través de la velocidad de friccién,
influye sobre los resultados obtenidos para la distribucién de temperatura. Este efecto es particularmente
importante si se desea resolver problemas que presenten acoplamiento térmico por ejemplo con fuerzas de
flotacion.
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