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RESUMEN

Se presenta una simulacion numérica para estudiar el transporte y difusion de contaminantes solubles en agua en suelos
saturados y no saturados. La ley de Darcy con condiciones de borde apropiadas, proporciona la altura hidraulica / en el
dominio, utilizandose el modelo de van Genutchen para calcular la humedad y la conductividad hidraulica. El campo de
velocidades se calcula como el gradiente de / y se lo convierte en C° mediante técnicas de recuperacion del gradiente.
Se empled un algoritmo de Picard para resolver las no linealidades en el céalculo de la conductividad hidraulica y en el
coeficiente de retardo. El sistema que resulta de cada iteracion se resuelve por gradientes conjugados cuadrados con un
precondicionamiento del tipo factorizacién incompleta LU. Para la aproximacion del problema de transporte y difusion
de contaminantes se utiliza un algoritmo adecuado para problemas de adveccion difusion. Se propone en este trabajo un
tratamiento especial de los transitorios con una cuidadosa aproximacion de la derivada temporal usando un esquema de
Crank Nicholson con extrapolacion de Richardson, lo que ha permitido implementar un procedimiento adaptativo para
el incremento de tiempo.

Para la discretizacion espacial se utilizan mallas no estructuradas de triangulos de tres nodos. Las derivadas espaciales
se calculan utilizando los algoritmos estabilizados SGS y SUPG para tener en cuenta el término advectivo.

Palabras clave: Elementos finitos. Transporte y difusion de contaminantes. Suelos no saturados.

ABSTRACT

A numerical model to study contaminant transport and diffusion in unsaturated soils is presented. Darcy’s Law together
with appropriate boundary conditions gives hydraulic head / in the whole domain. Van Genutchen model is used to
predict water retention and hydraulic conductivity. Using a gradient recovery technique the velocity field is computed
as the gradient of 4 and then transport and diffusion of pollutants is approximated with a convection-diffusion
algorithm. Non-linearities in hydraulic conductivity and retardation coeficient are treated with a Picard algorithm and
the resulting system for each iteration is solved using a conjugate gradient algorithm with an incomplete LU
factorization. A detailed treatment of transients with a careful approximation of the temporal derivative using a three
step Crank Nicholson scheme and a Richardson extrapolation is performed. An automatic time step adaptive procedure
has been also developed.

Unstructured meshes of linear three node triangles were used. Spatial derivatives were approximated using the
stabilized algorithms SGS and SUPG to account for the advective term.

Keywords: Finite Elements. Contaminants transport and diffusion. Non saturated soils.
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FLUJO EN MEDIO SATURADO

Una buena aproximacion para calcular el flujo de agua en un medio poroso lo da la ley de Darcy (1856). A pesar de
ser una ley empirica, es de amplia utilizacion debido a sus resultados satisfactorios. Dicha ley expresa que el caudal
por unidad de area, ¢, también llamado velocidad de Darcy, es proporcional al gradiente de altura hidraulica:

q=%=—K-Vh q,=-K oh

L (1
i ij

dx;
donde Q es el caudal volumétrico, A4 el area transversal atravesada, K es la conductividad hidraulica, representada
por un tensor, y 4 es la altura piezométrica. La ley de Darcy es en si una ecuacion de conservacion de momento, ya
que liga la velocidad (¢q) con la fuerza impulsora (/).

La ley de Darcy es valida siempre y cuando el flujo sea laminar (una justificacion cualitativa es considerar a los
poros como canales de seccion constante y un flujo desarrollado). En el caso de flujos de agua subterraneas, el flujo
casi siempre esta en este régimen. En materiales con una baja conductividad hidraulica existe un valor de gradiente
umbral necesario para dar lugar al flujo. A pesar de esto, se demuestra experimentalmente la validez de esta ley,
aunque de forma macroscopica; por lo tanto los parametros y variables se interpretardn como promedios sobre un
elemento de volumen representativo. La ley de Darcy no establecera la trayectoria de las particulas a través de los
poros, pero si, el camino macroscopico. La altura piezométrica se define a partir de la ecuacion de Bernoulli® como:

h=h,+h, +h, @)

2
donde: /,= z (alturade elevacion) h,= P (altura de presion) h,= Y (altura de velocidad) siendo p
g

la densidad del fluido, g la aceleracion de la gravedad, z el nivel respecto de una linea de referencia, p la presion y v
la velocidad del fluido. En los problemas de flujos subterraneos la altura de velocidad es despreciable frente a las
otros dos, por lo que no se la considera en las aplicaciones.

La conductividad hidraulica es funcion del medio poroso y del fluido. Debido a posibles anisotropias del medio se
lo representa tensorialmente:

K 0 0 K, K, K.
K=({0 K 0 (isotropico) K=K, K, K, | (no-isotropico) 3)
0 0 K K, K, K,
Este parametro se puede expresar en funcidon de propiedades del fluido y del medio poroso:
k.
K, = %P8 @)
u

donde p es la viscosidad dindmica del fluido y k& es tensor de permeabilidad intrinseca del medio, independiente del
fluido. La conductividad hidraulica, toma valores en una amplia escala, desde 1x10™"" m/s para ciertas arcillas hasta
1x10” m/s para grava y solo puede ser estimada dentro del orden de magnitud. La velocidad de Darcy representa el
caudal promedio que atraviesa la unidad de superficie. Para conocer la velocidad promedio del fluido se debe tener
en cuenta la porosidad, que se define en un volumen elemental como el cociente entre el volumen de poros y el
volumen total. En realidad se debe considerar una porosidad efectiva que tiene en cuenta sélo los poros
interconectados (poros no interconectados no seran atravesados por el fluido y por ende no intervienen en la
determinacion del flujo). En ambientes naturales se encuentran porosidades en el rango de 20% a 70%. Este
parametro permite calcular la velocidad media de filtracion del fluido, V:
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V=— )

donde 6, es la porosidad efectiva.

Teniendo en cuenta la ley de Darcy para el flujo en un medio poroso y considerando el balance de masa en un
volumen diferencial se tiene la siguiente expresion para el flujo no estacionario para un acuifero saturado:

dh _ o dh
Sat 9[[ yax )+qs N pg[( o) + o ] ()

donde ¢, es una fuente (o sumidero) que representa, por ejemplo, la presencia de una bomba; S, es el

almacenamiento especifico, que expresa el cambio de masa ante un cambio de presion, y o y [ son las
compresibilidad de la matriz sélida (donde intervienen los poros no interconectados) y del agua, respectivamente.

En las ecuaciones precedentes el término temporal depende de un factor relacionado con la capacidad de
almacenamiento de agua del acuifero. En condiciones de no-confinamiento, esta capacidad esta relacionada con el
volumen de agua que drena de los poros saturados a medida que el nivel de agua desciende. Por otro lado, en un
acuifero confinado todos los poros estan llenos de agua y por lo tanto la capacidad del acuifero estard determinada
por las compresibilidades del agua y del medio poroso.

FLUJO EN MEDIO NO SATURADO

Las ecuaciones y relaciones presentadas son validas para la zona saturada en la cual todos los poros interconectados
estan llenos de agua. En la zona no saturada la conductividad hidraulica es sensiblemente dependiente del
contenido de humedad. Se define la humedad como la relacion entre el volumen de agua y el volumen total de un
cierto elemento de volumen. Cuando el medio no contiene humedad, la conductividad se anula, ya que el gradiente
de presion impulsa a llenar los poros y no a producir un flujo neto. En estas condiciones se deben buscar
correlaciones que liguen la conductividad hidraulica con el grado de humedad y la altura de presion.

MODELO NUMERICO

La ecuacion que describe el flujo en un medio poroso parcialmente saturado, la Ecuacion de Richards, se obtiene
combinando la ley de Darcy (1) con la ecuacion de continuidad.

2 _2(, on

27 - 7
53 +q, %)

v dx; *

donde O es la cantidad de agua por unidad de volumen del medio poroso (o grado de humedad), /4 es la altura
piezométrica y K es el tensor de permeabilidad hidraulica.

La humedad 6 se puede escribir como 08 = ¢ S,, donde ¢ es la porosidad definida como el volumen de vacios por
unidad de volumen de medio poroso y S,, es el grado de saturacion o volumen de agua por unidad de volumen de
poros. Reemplazando en (7) desarrollando el término de la izquierda:

(8)

oh " oh

ae:a(¢sw):(¢asw s M)ah
o ot ot
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Es decir, la variacion del contenido de agua en el medio poroso se produce por variacion en el grado de saturacion
y por variacion de el volumen de poros, debidos ambos a un cambio en las fuerzas actuantes sobre el medio (d4) .

Cuando el medio esta cercano a la saturacion, el primer sumando se va acercando a cero, haciéndose cero en el
momento de la saturacion. En este caso la ecuacion de Richards resulta:

dh 0 dh
S —=—| K — 9

1

donde S| = % es el llamado coeficiente de almacenamiento especifico que se considera constante y la ecuacion

resulta lineal.En el caso que el suelo esté no saturado la ecuacion se reduce a :

oh o o | Tox |'™

L J

[gf)aSW+SWSS)a—h:i K ok +q (10)

y es altamente no lineal debido a la dependencia tanto de S,, como de K con 4.

Las relaciones constitutivas que dan la dependencia con 4 tanto de S, como de K son expresiones empiricas

obtenidas a partir de ajustes con datos observados. Uno de los modelos mas usados es el de Van Genutchen'®'"” que

puede ser expresado de la siguiente manera:

e(hp) =0, +(0,-0,)[1+B]™" para h, <0 (1)
O(h,)=0, para i, > 0
K(hp)=KS(1+ﬂ)_sm/z[(1+ﬁ)m—ﬁm]2 para /1, <0 (12)
K(hp):Ks para h, >0

donde 4, es la altura de presion, 6, es la humedad residual, 6, es la humedad de saturacion (que es igual a la
porosidad antes definida), 8 = (%, /y,)", donde W es el potencial de capilaridad que mide la altura que sube la
columna de agua debido a este fendomeno y # es un parametro de ajuste. En este modelo m=1-1/n. Por ultimo K; es
la conductividad del medio saturado, antes definida.

= 8—9 también

oh  oh

w

De aqui se obtiene el coeficiente no lineal que multiplica al término temporal ya que ¢

llamado capacidad especifica.
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Figura 1a: Humedad y Permeabilidad relativas como funcion de la altura

para el modelo de van Genutchen
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Figura 1b: Capacidad especifica en funcién de la altura para el modelo de van Genutchen

La forma funcional de estas correlaciones se pueden observar en las figuras la y 1b. Si bien las presiones negativas
aparecen por capilaridad, y la altura que el fluido puede ascender por capilaridad es variable, del orden de
centimetros para grava hasta metros para limo, vemos que el modelo adoptado y, en general en todos los que se
usan para el medio no saturado, admiten presiones relativas menores que -1 atm, lo cual supondria presiones
absolutas menores que cero, lo que es fisicamente un absurdo. En realidad lo que se representa en la curva Presion
relativa vs Humedad, es la suma de fuerzas actuantes sobre el fluido para unas condiciones dadas de humedad.
Para humedades muy bajas, entran en juego fuerzas de origen electroquimico, ademds de las capilares, que se
oponen a la pérdida de humedad. Puede pensarse respecto a la presion en el suelo alejandose de la tabla de agua en
direccion ascendente, que la suma de fuerzas que se oponen al drenaje, de cualquier origen, para condiciones de
equilibrio o flujo nulo, van aumentando en la misma medida que aumenta z. Lo que ocasiona el flujo entre dos
puntos es la diferencia energética entre ellos, que se debe entender en este caso como diferencia en el nivel

a +z
pg
de area, p la densidad del fluido, g la aceleracion de la gravedad y z la altura del punto en cuestion sobre un nivel

de referencia.

piezométrico /1, que se calcula como: /1 = , siendo p la suma de fuerzas actuantes sobre el fluido por unidad

Como se ha dicho, p no debe interpretarse como la presion hidraulica clasica, sino como una sumatoria de fuerzas
por unidad de superficie, de origen diverso (eléctrico, capilar, quimico etc).
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TRANSPORTE DE CONTAMINANTES

Los fendmenos que gobiernan el transporte y difusion de contaminantes en suelos pueden ser agrupados en
procesos de flujo, mecanicos, quimicos y biologicos. La naturaleza organica o inorganica del contaminante, su
solubilidad en agua e interaccion contaminante-suelo (procesos de retardo-aceleracion) son todos fendomenos que
juegan roles importantes y no pueden ser ignorados "%’

Bajo estas consideraciones, la ecuacion general de adveccidn-reaccion-difusion puede escribirse:

R‘9—C+V.(CV)+V~(—D-VC)+RAC: (9, = 90u CHm)
dt 0,
V.V.
D=Dy1+D, D, =D, 8, +ou V|5, +(a, —ot, ) (13)

N

Donde R es un coeficiente de retardo, C es la concentracion del contaminante, 6, es la porosidad efectiva, D es el
coeficiente de dispersion hidrodinamica, A es el coeficiente de decaimiento o reaccion, ¢;, ¥ ¢... son caudales
entrante y saliente con concentraciones C; y C respectivamente, m es un término de fuente de masa neta que puede
representar, por ejemplo, la disolucion de una sustancia precipitada en el medio poroso y finalmente oy y or son
dispersividades axial y transversal.

Condiciones inicial y de borde

Se especifican condiciones iniciales para la altura hidraulica % para todo el dominio 4 (x,?) = h, (x) .Las condiciones
de borde son la altura hidraulica 4 (xt)=f (xt) en I, (Frontera de Dirichlet ) o flujo prescrito

-(K-Vh)-n=g (1) enT, (Frontera de Neumann ) donde /' y g son funciones definidas en las fronteras I;y I,
respectivamente.

La primera condicion es la especificacion del nivel de la tabla de agua, mientras que la segunda puede ser —por
ejemplo- ingreso de agua por infiltracion en la frontera superior (simulando flujo de agua debido a lluvia). Las
coordenadas de la tabla de agua daran la frontera superior del dominio saturado. En la frontera inferior se impone
una condicion de flujo nulo. Sobre los bordes laterales se imponen condiciones de Dirichlet donde 4 es conocido.
Sobre las superficies de simetria se impone una condicion de Neumann nula.

La distribucion inicial del contaminante C (x,2) = C, (x) se especifica para resolver la ecuacion de transporte. Las
condiciones de borde son C(x,9)=f (x¢) enT,, -(D-VC)-n=g(xz enT,, -el flujo difusivo se prescribe sobre las

fronteras en las que el fluyjo saliente de agua transporta el contaminate fuera del dominio-y
-(D-VC+VC)-n=,x1y enT,, es decir se especifica flujo total nulo sobre las superficies de simetria o

impermeables donde f(x,?) , g(x,t) y j(x,t) son funciones definidas sobre las fronteras I';, I,; y I, respectivamente.
APROXIMACION NUMERICA
Forma débil

Para la solucidn del problema espacial se utilizé el método de elementos finitos. La forma débil del problema
proviene de la formulacidn variacional:

M,v +a(wv)=1()
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(&QMXV}:IQEZdeQ

dt 5 dt
a(u,v):J.(kVu~Vv—cVu-Vv+fuv) ds2 (14)
Q

Zhdzjgde+vadF
Q

I

donde a(.,.) es una forma bilineal, /(.) es un operador lineal, ¢ es la densidad volumétrica de la variable u, v es la
funcion de peso, k es el coeficiente de difusion (tensorial), ¥ es el campo de velocidades, f es el coeficiente de
reaccion y g es un término de fuente o sumidero. La ecuacion estd sujeta a las condiciones de contorno ya
mencionadas u=6 en I y (—k-Vu+ cVu)-n =yenl,conl;ul,=1 y I;NnI,=0, fronteras del dominio.

Para el caso transitorio se especifica la condicién inicial: u (x,t) = u, (x).

En esta formulacion, la condicion natural es flujo total nulo, asegurando esta eleccion que el esquema numérico
serd conservativo. Para reproducir la condicion de flujo saliente, sobre la correspondientre frontera, se especificara
una condicion de flujo difusivo nulo” separando la parte convectiva del flujo total en (14) y trasladandola al primer
miembro, modificando entonces la matriz de rigidez del sistema. La discretizacion de la ecuacion (14) escribiendo
u 'y v en una base de elementos finitos conduce al siguiente sistema de ecuaciones.

(Mu)+Au=B (15)

donde Mji Z(C¢i5¢j)’ A

escalar u en la base de elementos finitos (¢;), M y A son las matrices de masa y de rigidez respectivamente y B el
segundo miembro (RHS).

i=a(9,0,) Y B,=(¢,), u es un vector que contiene los valores nodales de la funcion

El dominio sera discretizado utilizando triangulos lineales (tetraedros en 3D) y funciones de base lineales. La
velocidad sera considerada lineal por elementos. Las propiedades de conservacion de la masa fueron verificadas en
experimentos numéricos.

METODO ESTABILIZADO

El método de Galerkin standard para este problema puede escribirse como:

(%,vh)+a(uh,vh)—l(vh) =0 Vv, eV, cW (16)

donde el espacio W =H, (Q), se considera densidad unitaria, y u, ,v, son aproximaciones discretas de u y v,

respectivamente. Los métodos de estabilizacién agregan un término sobre el primer miembro de (16). Con
. . , . g o 2 .

modificaciones menores, este término puede escribirse como el producto L° —dentro de cada elemento- del residuo

y de un operador aplicado a la funcion de test a través de un parametro numérico. El término estabilizador sera

entonces’. 7(u,,v, )= 2 J“L'e P(vh)R(uh) donde 7, es el tiempo intrinseco de cada elemento, P(v;) es un
e=1 Q,

operador aplicado a la funcion de test y R(u;) es el residuo. Los métodos SUPG y SGS fueron implementados

debido a sus propiedades de conservacion. La Tabla 1 muestra los operadores correspondientes a SUPG y SGS'.
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Method Poy)
SUPG V.-V,
SGS V-V, +V-(kVv,)- fv,

Tabla 1- Operadores de estabilizaciéon para SGS y SUPG.

Para resolver el problema espacial, se prefirieron métodos incondicionalmente estables para permitir fuertes
densificaciones de malla, mientras que para el sistema resultante de ecuaciones se selecciond un solver iterativo
para permitir la solucion de problemas con un niimero de incdgnitas de 10° 0 més y para aprovechar la solucién en
el paso previo en un problema transitorio.

Se implementaron métodos de solucion iterativos para matrices no simétricas tales como el método de los
gradientes biconjugados (BCG) y gradientes conjugados cuadrados (CGS) con precondicionamiento y factorizacion
incompleta superior-inferior (ILU). También se utiliz6 un método de residuo minimo generalizado (GMRES) para
sistemas no lineales para comparar resultados. El CGS evidencié un menor costo computacional, mientras que
GMRES mostr6é una mejor robustez cuando el segundo miembro (RHS) se hace comparativamente pequefio. Sin
embargo, sus requerimientos de memoria son importantes y por tanto serd usado en los casos que CGS falla. Para el
tratamiento de las posibles no linealidades se utilizo el algoritmo de Picard.

INTEGRACION TEMPORAL

El sistema (15) se integra un esquema de paso fraccionado basado en la extrapolacién de Richardson (RE). La
solucion al tiempo t,+; puede escribirse como:

uqh (tn+1)_qz uh (tn+1) +O(A[)p+]
I-q (17)

At:tiﬁl_tn q=—
r

u(tn+l ) =

donde u,, es la solucion encontrada usando el esquema de Crank-Nicholson (CN) con incremento de tiempo Az, u,,
se calcula con 7 pasos CN A#/r . Como CN es de segundo orden el esquema CN-+RE de tercer orden.

Estabilidad

Aunque el esquema de Crank-Nicholson es incondicionalmente estable, la extrapolacion de Richardson usando
solamente dos pasos (7=2) es condicionalmente estable. La condicion desaparece para problemas lineales si se
utilizan tres pasos de tamafio 1/3 (es decir »=3). Este hecho fue presentado e ilustrado con experimentos numéricos

4
en .

El método puede utilizarse para estimar el error en la integracion temporal en cada paso como la diferencia entre la
solucion calculada con el esquema CN y la extrapolada. Esta informacion es usada para modificar el incremento de
tiempo para mantener el error en un rango especificado. Si el error excede el limite, se reduce el incremento de
tiempo, y si es menor que el error minimo, se incrementa, reduciendo de este modo el costo computacional de la
solucion. Para calcular el error se utiliza la norma L™ .

EJEMPLOS NUMERICOS

Se presenta a continuacion un ejemplo bidimensional de un problema estacionario y se lo compara con resultados
analiticos.
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La tabla de agua separa las regiones saturada y no saturada, caracterizando un acuifero confinado. En el ejemplo
que se presenta, el dominio es bidimensional con una superficie plana y una base horizontal impermeable. Las
propiedades del dominio se asumen uniformes e isotrdpicas, mientras que el nivel de agua se prescribe en las
fronteras laterales (Figura 2).

Para tener en cuenta la dependencia de la permeabilidad & con la presion p se utiliza la siguiente ley de variacion:

p+0.05
0.05

constantes. Esta variacion hace no-lineal al sistema. Dicha no-linealidad se resuelve utilizando el algoritmo de
Picard.

k=k,=10sip>0 k= (ko-kr)( J+k,, si-0.05<p<0 k= k,=0.0001 sip<-0.05 donde kyy k, son

La Fig. 2 muestra la malla de elementos finitos con tridngulos uniformes de 5894 nodos y 11346 elementos.

Aunque no es sencillo encontrar una solucién exacta para este problema, una buena aproximacion la provee la ley
.8
de Dupuit’, que establece:

h(x,y)=h(x)=_| hj — i (h(f - hlz) donde / es la altura hidraulica (que es igual al nivel de agua si se
1~ %o

ignora la gravedad y el nivel de referencia es la interfase entre el acuifero y la base impermeable), 4, y &; son
alturas hidraulicas para x, y x;, respectivamente. La figura 3 muestra (a) la tabla de agua (b) lineas de corriente y (c)
velocidades. La figura 4 muestra una comparacion entre la soluciéon numérica y la que se obtiene mediante la ley de
Dupuit. El solver convergi6 en 7 iteraciones con una cota de error de 10~ para k. En dicha figura puede observarse
un gran acuerdo en la comparacion, por lo que se concluye que para el problema propuesto el modelo predice la
posicion de la tabla de agua con precision suficiente.

Se han resuelto asimismo algunos problemas en dos dimensiones considerando la zona saturada y no saturada. Han
aparecido problemas numéricos en particular en el tratamiento de la no linealidad de la capacidad especifica. Los
mismos aparecen por la fuerte variacion (de alrededor de dos ordenes de magnitud) que experimenta la dicho
coeficiente en proximidades de s =—1 (Figura 1). Actualmente se estd trabajando con técnicas de sub-relajacion y
—eventualmente- cambiando el algoritmo de tratamiento de la no-linealidad. Los resultados obtenidos seran
presentados durante el Congreso.

kVh.n=0 kVhn=0
h= 10 Acuifero no confinado
\ kVh.n=0 T h=04

Capa impermeable

Figura 2 Dominio, condiciones de contorno y detalle de la malla de elementos finitos
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a) — -

C) B e e S S

Figura 3 Solucion obtenida: a) Nivel freatico. Se esquematiza la linea
de nivel

solucion numérica
solucion semi-empirica

Nivel 117
freatico [m] 1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2+
0.1

0o+ 7T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X [m]

Figura 4 Determinacion del nivel freatico. Solucién numérica y semi-empirica de Dupuit

CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo numérico en dos y tres dimensiones para estudiar el transporte y difusion de
contaminantes en suelos saturados y no saturados. Un tratamiento cuidadoso de la integracion temporal mediante la
introduccion de un algoritmo de tercer orden permite la implementacion de un procedimiento de adaptividad en el
incremento de tiempo. Para la solucion del problema de adveccion-difusion se han programado dos algoritmos
estabilizados utilizando triangulos lineales en 2D y tetraedros lineales en 3D.

Se han resuelto algunos problemas en dos y tres dimensiones. En primer lugar se ha verificado que el modelo
adoptado puede predecir con suficiente aproximacion la posicion de la tabla de agua. Se han resuelto asimismo en
forma exitosa'*" (aunque no presentados en el presente trabajo) algunos problemas en tres dimensiones de
transporte y difusion de contaminantes en suelos saturados.

En los casos resueltos considerando suelos con zona saturada y no saturada se observaron problemas numéricos por
el tratamiento de la no-linealidad en el coeficiente de capacidad especifica, por lo cual en el futuro inmediato se
investigaran diferentes formas de resolver la misma. Ademas también se prevé incorporar técnicas adaptivas en el
tiempo y el espacio por lo que se debera estudiar el efecto de las mismas sobre el tratamiento de las no-linealidades.
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