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RESUMEN

En este trabajo estudiamos la solucién de inecuaciones variacionales no simétricas. Planteamos un problema
equivalente en términos de puntos silla. Usamos un método de descomposiciéon que nos permite resolver el
problema original a través de problemas mas simples que involucran inecuaciones variacionales en conjuntos
de dimensién menor.

ABSTRACT

We study in this work the solution of non-symmetric variational inequalities. We state an equivalent problem
in terms of saddle-points. We use a decomposition method which allows us to solve the original problem
dealing with simples problems comprising the search of saddle-points on smaller convex sets.

INTRODUCCION

En este trabajo presentamos un método de descomposicién para resolver inecuaciones no simétricas. En
6], [12], [11], [13], [14] pueden verse algunas ideas preliminares de este método, como asi también algunas
aplicaciones. El método se basa en de los principios generales expuestos en [9]. El procedimiento fue desar-
rollado para resolver el conjunto de problemas de junturas que fuera presentado por J.-L. Lions en [§].

Bésicamente el problema consiste en resolver la inecuacién variacional:
Hallar @ tal que a (a,v —a) > (f,v—u) Yv e K, (1)
donde K es un conjunto convexo cerrado de R".

Suponemos aqui que K puede descomponerse de la siguiente manera:

K= |J K(), (2)

viEKT

donde vy es una variable auxiliar que pertenece a un conjunto convexo Ky .

La descomposicién de K dada por (2) implica que el problema original — que es equivalente a un problema



de punto silla sobre el conjunto K x K — puede descomponerse en un conjunto de inecuaciones variacionales
definidas sobre los conjuntos K (vr), para cada valor de la variable auxiliar v;. Estas inecuaciones varia-
cionales corresponden a problemas de punto silla simplificados definidos sobre los conjuntos K (vr) X K (vr)
que, generalmente, son mas simples que K X K. La segunda parte del método es encontrar el adecuado vy tal
que 4 € K (vr), donde @ es la solucién original calculada resolviendo la inecuacién variacional simplificada:

a(i,v—1u)>(f,v—u) Yve K(v).

Presentamos la inecuacién variacional original IV, sus propiedades y una reformulacion equivalente como
un problema de punto silla. Formulamos la metodologia de descomposicion y la solucién de un sistema de
inecuaciones variacionales jerarquicamente acopladas. Describimos un algoritmo iterativo y probamos su
convergencia. Probamos algunas propiedades de continuidad y convexidad de algunas funciones auxiliares
v probamos propiedades de diferenciabilidad de estas funciones.

PROBLEMA VARIACIONAL

4.1 El problema original

Sea V = R", consideramos sobre V x V la forma bilineal ¢ continua y coerciva, i.e. existe a > 0,y 8 > 0
tal que
a(v,v) >« ||U||‘2/ Yo eV,

(3)

ja (v, a)l < B olly flully, Yo,V

Consideramos también una forma lineal L definida por L (v) = (f,v) donde f € V y (-, -) denotan el producto
escalar en V. Sea K un subconjunto de V' no vacio, compacto y convexo.
El problema original consiste en resolver la inecuacién variacional:

Hallar @ € K tal que a (4,v —a) > (f,v—u) Yve K.
Sea A el operador lineal asociada a la forma bilineal «, i.e.
a(v,u) = (Av,u) Yu € V

y A* el adjunto de A. Como A es mondtono, hemicontinuo y coercivo sobre K, la IV puede escribirse de
manera equivalente (ver [3])

Hallar @ € K tal que a (v,v —a) > (f,v —u) Yve K. (4)

Sabemos de [3] y [10] que esta TV tiene solucion tinica que notaremos con .

4.2 Reformulaciéon como un problema de punto silla

Consideramos la siguiente funcién F|, definida sobre V x V'
F(v,u)=a(v,v—u)—L(v—u) VYvueV. (5)

Remark 1 Es claro que F (u,u) = 0, Yu € V. Se puede probar ficilmente también que F es una funcidn
convezra-concava, luego es natural asociar a F su conjunto de puntos silla. Recordemos la definicion de
punto silla.

Definition 1 Sean Y CRP, Z CRI y o : Y X Z — R, decimos que ((,2) €Y X Z es un punto silla de 1) si

(g, z) <P(9,2) <Yy, 2) YyeY, VzeZ.



En los siguientes pardgrafos estudiamos los puntos silla de F' y su relacién con la solucién de la IV. La
siguiente proposicién nos da la equivalencia entre la biisqueda de puntos silla de F'y el célculo de la solucion
u de TV.

Proposition 1 Fl funcional I’ tiene un unico punto silla en K x K. Este punto pertenece a la diagonal de
K x K y tiene la forma (a,u), donde u es la solucién de la IV ; en otras palabras, tenemos

F(u,u) < F(u,u) < F(v,a) V(v,u)e KxK. (6)
Remark 2 La proposicion 1 significa que la IV es equivalente al siguiente problema

Hallar u € K tal que (a,u) es un punto silla de F' en K x K .

SOLUCION POR UN METODO DE DESCOMPOSICION

Para encontrar el elemento @ por un método de descomposicién (el dnico elemento de K tal que (u,4) es
un punto silla de F' en K x K o la tnica solucién de IV), analizamos el caso donde el conjunto convexo
K es la unién de conjuntos convexos, y sobre esta familia propondremos una descomposicion jerarquica del
problema.

5.1 Definiciones y resultados preliminares
Definition 2 Sean K un convexo no vacio incluidodo en V, o € F(V,R) una funcidn real, decimos que
1. ¢ es conveza sobre K si VA € (0,1), Vi, 20 € K,
@ (Aa1 4+ (1= A) z2) < Ao (1) + (1= A (a2) .
2. ¢ es estrictamente conveza sobre K siVA € (0,1), Va1, 20 € K, x1 # 29

o Az + (1= N w2) < Ap (1) + (1= A) p(2) .

Definition 3 Sean Y un convexo de R¥, Z un convexo de R?, luego decimos que una funcién : Y x Z — R
es convexa-concava en'Y X 7 siVz € 7, y — (y, z) es una funcidn conveza yVy € Y, z — (y, z) es una
funcion concava.

Definition 4 Sea F : Dom (E) — V un operador, si W C Dom (FE) C V entonces

1. E es mondtono sobre W si

(E(u)—E((v),u—v)>0 Yu,veW,

2. E es fuertemente mondtono sobre W si existe n > 0 tal que

(E(u)— FE@),u—v)>nlu—0v|* Yu,veW.
Las siguientes proposiciones son validas (ver su prueba en [3]).

Proposition 2 Sean Y C RP, Z C RY, entonces una funcion ¢ : Y X Z — R tiene un punto silla en' Y X Z
sty sélo si

Iglgg(gél}g?ﬁ(y z) = gél}r}lznea}?ﬁ(% z).



Proposition 3 FEl conjunto de puntos silla de i tiene la forma Y, X Z, donde Y, CY y Z, C Z.

Sean Y y Z dos espacios de dimensién finita y ¢ : Y x Z — R tal que

(H1) Y1 C Y es un conjunto no vacio, compacto y convexo,

(H2) Z; C Z es un conjunto no vacio, compacto y convexo,

(H3) Yy € Y1, z — ¥(y, z) es una funcién céncava y semicontinua superiormente (s.c.s.).

(H4) Vz € Z1, y — ¥(y, z) es una funcién convexa y semicontinua inferiormente (s.c.i.).

Proposition 4 Bajo las hipdtesis (H1)-(Hj) el conjunto de puntos silla de ) en Y1 X Zy es Y, X Z,, donde
Y, y 7, son conjuntos compactos y converos.

Proposition 5 Si z — ¢(y, z) es estrictamente concava Yy € Y, Z, tiene a lo sumo un punto.

Proposition 6 Siy — ¥ (y, 2) es estrictamente convexa ¥z € Z, Y, tiene a lo sumo un punto.

5.2 Descomposicion del convexo K

Sea X; = R™ (que llamaremos espacio intermedio). Suponemos que existe un conjunto convexo y compacto
K; C X, y una aplicacién que asigna a cada v; € K; un subconjunto K (vy) compacto y convexo del
espacio V de manera tal que el convexo K verifique la siguiente descomposicién

K= J K(u). (7)

vie Ky

Definition 5 Sean Y, Z C K, definimos
&y (¥, 7) = max (sup inf [ly — 2] , sup inf [}y — 2]}
yey 2€7 2€Z YEY

dz (Y, Z) = inf inf [ly — 2|

Remark 3 Puede verse que dy es una distancia entre subconjuntos de K llamada la distancia de Hausdorff.

Propiedades de la familia de conjuntos convexos K (v7)
Supondremos que la familia de convexos {K (vy) : v; € K} verifica las siguientes hipétesis:

1. Yur,vy € Ky yVvVA € (0,1)

N (ug) + (1= 2) K(og) € K Qg -+ (1= A)oy). (8)
2. Dados uj,v; € K existen constantes positivas ¢ y «y tales que
d (K (ur), K (un)) < ellur =iy, , (9)

dy (K (ur) K (v1) = 7 Jur = vi | x, - (10)



3. Para cada vy € K7 y para cada v € K (vr) existe un operador lineal y continuo
T, . X —V

tal que
sivp € Ky, up € Xpy v+ 6vr € Kp = v+ T, (6vr) € K (vr + 6vy) . (11)

Més ain, la familia de operadores (7Ty)
parametro v, i.e.

: es uniformemente continua en norma con respecto al
veK(vr)

T, —T5| <Cllv—73ll, Vo, 5eK. (12)

5.3 Solucién jerarquica del problema de punto silla

Teniendo en cuenta (7) podemos descomponer jerdrquicamente el problema PS. De la proposicién 2 sabemos
que este problema estéd asociado a la ecuacion

maxmin F (v,u) = 0.
ueK veK

Bajo la hipdtesis (7) tenemos la siguiente relacién maz-min concatenada

maxmin F' (v,u) = max max min min F(v,u)=0. (13)
ucK veK ure Ky UEK(’LL[) vieEKy UEK(U])
Introducimos la funcién
Fr(vr,u) = min F(v,u) . (14)
veK (vr)
Ahora (13) queda
maxmin F' (v,u) = max max min F(vr,u) . (15)
ue K veK ure Ky UEK(U}) vieKr
Como [} es convexa-concava vale
max min Fy(vy,u) = min max Ff(vr,u) . (16)
ueK(ur) vieKr viE KrueK(uy)

Utilizando (14) y (16), la condicién (13) es escrita jerdrquicamente como:

max min max min F(v,u)=0. (17)
ure KrvreKyue K(ur) ve K(vy)

Consideremos la funcion

Frp(viyur) = max Fy(vr,u) ,
weK (uy)
luego (17) tiene la forma
max min Fyy (vr,ur) =0. (18)

ureKrvieKy
Veremos en que se verifican las siguientes propiedades:

e 'y es convexa-concava en K; x Kj.
e Iy es continua en K7 X K.

e Frr(-,ur): Kj — R es estrictamente convexa Yuy € K.

F[[(ULUI) =0 Yu;e K;.

Con estas propiedades, es natural considerar la busqueda de puntos silla de F';. Entonces, asociaremos a
(18) el problema de punto silla

PS;| Hallar vy, uy € Ky tal que (o7,ur) es un punto silla de Fry en Ky x K.
Para este problema tenemos el siguiente resultado:

Lemma 7 FEuziste un dnico punto silla (uy,uy) de Fyy.



5.3.1 Un problema de punto silla subordinado

Para encontrar la relacién entre la solucién de PS y PSy, asociaremos a cualquier punto uy € Ky el punto
Suy € K (uy) definido de la siguiente manera:

Definition 6

1. Suy es la unica solucion de la inecuacion variacional restringida o simplificada:

a(Sur,v — Sur) > (f,v —Sur) Vv € K (ur), Suy € K (ug) .

2. Suy es el inico elemento de K (up) tal que (Sug, Sug) es un punto silla de F en K (ur) x K (ug).
Proposition 8 Las dos formas de la definicion anterior son equivalentes.

La hipdtesis (9) implica que la aplicacién uy — Sujy es Holder continua en K7 :

Proposition 9 Si Suy es la nica solucion de la inecuacion variacional restringida IVg entonces Suy es
una funcion Hélder continua respecto del parametro uy, t.e.

1
|Svr — Sup|l < |lvr —ugl]? . (19)

Si usamos las hipétesis (11) y (12) podemos reforzar el resultado previo de continuidad a un resultado de
Lipschitzianidad.

Proposition 10 El operador S : Ky — V es Lipschitz-continuo en Ky, i.e. existe ks constante independi-
ente de uy tal que

15 (ur + bur) = S (ur)|| < ks |6
5.3.2 Relaciones entre los puntos silla de F' y los de Iy

El operador S lleva los elementos del espacio paramétrico K a los elementos del conjunto original K. Ahora,
definiremos el operador P, que identifica la parametrizacién del conjunto K dada por el parametro vy € Kj.

Definition 7 Introducimos el operador P
P . K — K[
Pu = wug

donde uy es el Unico elemento de K tal que u € K (u7). En virtud de (10) es claro que ug es unico.

Las relaciones entre PS-PS; se muestran en el siguiente diagrama

IP_SI@PS[
(K] < [K]

P(K) = K;
K = U K(up)
ure Ky
U < Ur
Pu — g
Su; =

Las dos 1ltimas relaciones son establecidas en los teoremas 11 y 12.



Theorem 11 Sea 4 tal que (a,
F[[ en K[ X K[.

) es un punto silla de F' en K x K entonces (Pu, Pu) es un punto silla de

Presentamos aqui un procedimiento para construir puntos silla de F' a partir de los puntos silla de Fjy.

Theorem 12 Si (uy,@y) es un punto silla de Fr; en Kj X Ky entonces (Suy, Suy) es un punto silla de F
en K X K.

Remark 4 Como (Suy, Sur) es un punto silla de F en K x K obtenemos por la proposicion 1 que
Stur=1u.

Remark 5 FEl resultado anterior puede obtenerse en una manera mds simple usando argumentos de unici-
dad, en lugar de utilizar un procedimiento constructivo. Fsto se muestra en el siguiente:

Theorem 13 Sea uy tal que (uy,ur) es un punto silla de Frr en Ky x Ky entonces Suy = 4 y (Sur, Sty)
es el unico punto silla de F' en K x K.

5.4 Sistemas jerarquizados de inecuaciones variacionales

Hemos introducido en las subsecciones anteriores un par de problemas de punto silla y hemos mostrado que
la solucién original puede encontrarse resolviendo en primer lugar el problema de punto silla méas simple
PS; y, usando esta solucién 4y, construimos la solucién global Su; resolviendo un problema de punto silla
en el conjunto restringido K (@) x K (@) (conjunto més pequefio que K x K).

Queremos ahora asociar una inecuacién variacional a cada problema de punto silla y obtener un sistema de
inecuaciones variacionales acopladas, teniendo asi las siguientes equivalencias

[PS| = [1V]|

|PSI| = |IVI|

La inecuacién variacional asociada a PS
Hemos visto en la seccién 2 que (u, @) es un punto silla de F' si y sélo si se verifica la IV.

La inecuacion variacional asociada a PS;
Para obtener la IV, utilizaremos el siguiente resultado:

Lemma 14 Sean Wy, Wy subconjuntos converos y compactos de R™ y R™ respectivamente y sea v : W7 X
Wy — R una funcidn convera-céncava y diferenciable en todo punto de Wy x Wy. Entonces (wy, wq) es un
punto silla de 1 sii

(% (wlﬂﬂg) , W, — UJ1> > 0 Yuw; € le (20)
(;—qu (wlﬂﬂg) , Wo — UJ2> < 0 Yuwg € Wy, (21)



La funcién £y es diferenciable en la diagonal de Kj x K. Esta propiedad nos permitird asociar al 1inico
punto silla (ay,a7) de Frr en Ky x Ky una inecuacién variacional usando el lema 14 y la propiedad de
diferenciabilidad de Fjy;.

Para aplicar el lema 14 a PSy, tomamos Wy, = Wy = K, v = Frr y (wy,we) = (4y,4y). Se puede probar
que

or'

o (@ ar) = Thg, (AS = ) (22)
oF . _

815 (ar,ar) = T§,, (—ASur + f) . (23)

Por lo tanto, (ay,ur) € Ky X Kj es un punto silla de Fyy si y s6lo si @y es una solucién de
(Tgﬂl (ASﬂ[—f)JJ[—ﬂ[) >0 Yvre Ky,
pues en virtud de (22) y (23) las condiciones (20) y (21) se convierten en la misma condicién IV7.

Remark 6 La IVy es una inecuacion variacional bien definida ya que el operador B asociado a IV es
hemicontinuo y fuertemente mondtono,

B:K;— X; (24)
ur — B(uy) = T3, (ASu; - f) .

Remark 7 La monotonia fuerte del operador B implica que IV tiene una inica solucién uy € Kj.

Remark 8 Teniendo en cuenta IVg que define Suy, oblenemos que el problema original se reduce a en-
contrar la solucion del sistema de inecuaciones variacionales acopladas:

(Tgﬁl (ASﬂ[—f)7uI—ﬂ[) >0 VU[EKI7
(ASiy — f,u— Siy) >0 Yo € K (1g) .

El siguiente teorema formaliza esta equivalencia.
Theorem 15

1. Para cada uy € Ky, la inecuacion variacional IVg tiene solucidn dnica Suy. El punto (Sur, Suy) es
el tdnico punto silla de F' en K (uj) X K (uy).

2. La inecuacidén variacional IV tiene solucidn dnica uy € Kj. Mds adn, (uy,uy) es un punto silla de
F[[ en K[ X K[.

8. Siuy es la solucion de IVy entonces Suy es la solucion de la IV original, i.e.

a(v,v— Suy) > (f,v— Suy) Vo e K. (25)
5.5 Solucidn iterativa del procedimiento de descomposicion
El sistema I'V;—IV g puede resolverse utilizando el siguiente método iterativo.

Descripcion del algoritmo iterativo

El procedimiento consiste en elegir un punto inicial v € Kr; después de esto y usando la informacién dada
por el elemento Suy calculado en términos de u a través de la solucién de IV g, corregimos este punto uf
hasta que la condiciéon IV se verifique.

Para describir el algoritmo necesitaremos la siguiente:



Definition 8 Pr(u,Q) es la proyeccion de un punto u sobre un conjunto convexo cerrado €1, i.e.
IPr(u,Q) —u|| < Jw—ul YweQ, Pr(u,Q) €.
Especificamente, el algoritmo tiene la siguiente estructura:

Algoritmo

Dados u € K7, p>0,v =0
Resolver IVg y obtener u” = Su?

Calcular TS“?
Calcular B =T, (ASuY — f)

Poner w4 = Pr (v — pBY, K})
hacer v = v + 1, eira.

5.5.1 Analisis del algoritmo

Este algoritmo genera una sucesién (u4, u”) que converge a la solucién (ur, u) de IV;—IVg para todo p < p,
siendo p un adecuado nimero positivo.
En el paso 2, dado u’ € Ky resolvemos la IVg

(ASuY — f,o—Su¥y) >0 Yuve K (uY),

y obtenemos la tnica solucién u” = Su¥.
En el paso 3, para este u € K7y el asociado u” = Su} € K (u}), calculamos T'syy y en el paso 4 calculamos
el vector BY = B (uY) definido por

BY T3, (ASuf — f).

Para describir el paso 5 introducimos las siguientes aplicaciones ) y M.

Definition 9
e Definimos para p > 0 la aplicacion @ : K — X1 de la siguiente forma

Q(ur) = ur — pB (uy) .
e Definimos también la aplicacion M : Xy — K de la siguiente forma
Mur =Pr(Q (ur) , K7) .

+

En el paso 5 calculamos el punto v} ! aplicando el operador M, i.e. definimos

v+1 v
uy = Muj.



5.5.2 Convergencia del algoritmo
Remark 9 Como S es Lipschitz continua, también lo es B, luego si notamos con

B — B (4
== sup |B (ur) — B (i) |

ureKy Hul _ﬂIH
ureKy

resulta que Z es finito y Vur € Ky, Var € K1 se verifica

(B (ur) = B (i) ur —iir) = By, |lur — || (26)
Luego obtenemos
@ <1.

Usando estos parametros se tienen los siguientes resultados:

QﬁFII
=2

—

Proposition 16 S5i 0 < p <
iy € Ky.

, entonces () y M son contractivas y M tiene un tdnico punto fijo

Lemma 17 Fl punto fijo ups de M es la solucion de IVy i.e. upy = uy y
(T;%M (ASﬂM—f)JJ[—ﬂM) >0 Yor € Ky,
y Sty es la solucion de la IV original.

El siguiente teorema resume las propiedades del algoritmo:

=2
tnica solucion de IV y Suy converge a Suy, la inica solucion del problema original.

Theorem 18 5: 0 < p < , el algoritmo genera una sucesion {u%, Su%} tal que uy converge a uy, la
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