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*DEULHOD )� 5H\HUR� 5DIDHO 9� 9HUGHV DQG 5REHUWR /�9� *RQ]uDOH]

,QVWLWXWR GH 0DWHPuDWLFD %HSSR /HYL� )DFXOWDG GH &LHQFLDV ([DFWDV� ,QJHQLHUurD \ $JULPHQVXUD�

8QLY� 1DFLRQDO GH 5RVDULR� $Y� 3HOOHJULQL ���� ���� 5RVDULR� $UJHQWLQD�
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(Q HVWH WUDEDMR HVWXGLDPRV OD VROXFLuRQ GH LQHFXDFLRQHV YDULDFLRQDOHV QR VLPuHWULFDV� 3ODQWHDPRV XQ SUREOHPD

HTXLYDOHQWH HQ WuHUPLQRV GH SXQWRV VLOOD� 8VDPRV XQ PuHWRGR GH GHVFRPSRVLFLuRQ TXH QRV SHUPLWH UHVROYHU HO

SUREOHPD RULJLQDO D WUDYuHV GH SUREOHPDV PuDV VLPSOHV TXH LQYROXFUDQ LQHFXDFLRQHV YDULDFLRQDOHV HQ FRQMXQWRV

GH GLPHQVLuRQ PHQRU�

$%675$&7

:H VWXG\ LQ WKLV ZRUN WKH VROXWLRQ RI QRQ�V\PPHWULF YDULDWLRQDO LQHTXDOLWLHV� :H VWDWH DQ HTXLYDOHQW SUREOHP

LQ WHUPV RI VDGGOH�SRLQWV� :H XVH D GHFRPSRVLWLRQ PHWKRG ZKLFK DOORZV XV WR VROYH WKH RULJLQDO SUREOHP

GHDOLQJ ZLWK VLPSOHV SUREOHPV FRPSULVLQJ WKH VHDUFK RI VDGGOH�SRLQWV RQ VPDOOHU FRQYH[ VHWV�

,1752'8&&,21

(Q HVWH WUDEDMR SUHVHQWDPRV XQ PuHWRGR GH GHVFRPSRVLFLuRQ SDUD UHVROYHU LQHFXDFLRQHV QR VLPuHWULFDV� (Q

>�@� >��@� >��@� >��@� >��@ SXHGHQ YHUVH DOJXQDV LGHDV SUHOLPLQDUHV GH HVWH PuHWRGR� FRPR DVur WDPELuHQ DOJXQDV

DSOLFDFLRQHV� (O PuHWRGR VH EDVD HQ GH ORV SULQFLSLRV JHQHUDOHV H[SXHVWRV HQ >�@� (O SURFHGLPLHQWR IXH GHVDU�

UROODGR SDUD UHVROYHU HO FRQMXQWR GH SUREOHPDV GH MXQWXUDV TXH IXHUD SUHVHQWDGR SRU -��/� /LRQV HQ >�@�

%uDVLFDPHQWH HO SUREOHPD FRQVLVWH HQ UHVROYHU OD LQHFXDFLuRQ YDULDFLRQDO�

+DOODU xX WDO TXH D �xX� Y b xX� w �I� Y b xX� �Y � . � ���

GRQGH . HV XQ FRQMXQWR FRQYH[R FHUUDGR GH 5Q�

6XSRQHPRV DTXur TXH . SXHGH GHVFRPSRQHUVH GH OD VLJXLHQWH PDQHUD�

.  
>

Y,�.,

A.�Y,� � ���

GRQGH Y, HV XQD YDULDEOH DX[LOLDU TXH SHUWHQHFH D XQ FRQMXQWR FRQYH[R ., �

/D GHVFRPSRVLFLuRQ GH . GDGD SRU ��� LPSOLFD TXH HO SUREOHPD RULJLQDO ^ TXH HV HTXLYDOHQWH D XQ SUREOHPD



GH SXQWR VLOOD VREUH HO FRQMXQWR .d. ^ SXHGH GHVFRPSRQHUVH HQ XQ FRQMXQWR GH LQHFXDFLRQHV YDULDFLRQDOHV

GHnQLGDV VREUH ORV FRQMXQWRV A.�Y,�� SDUD FDGD YDORU GH OD YDULDEOH DX[LOLDU Y, � (VWDV LQHFXDFLRQHV YDULD�

FLRQDOHV FRUUHVSRQGHQ D SUREOHPDV GH SXQWR VLOOD VLPSOLnFDGRV GHnQLGRV VREUH ORV FRQMXQWRV A.�Y,�d A.�Y,�

TXH� JHQHUDOPHQWH� VRQ PuDV VLPSOHV TXH .d.� /D VHJXQGD SDUWH GHO PuHWRGR HV HQFRQWUDU HO DGHFXDGR xY, WDO

TXH xX � A.�xY,�� GRQGH xX HV OD VROXFLuRQ RULJLQDO FDOFXODGD UHVROYLHQGR OD LQHFXDFLuRQ YDULDFLRQDO VLPSOLnFDGD�

D �xX� Y b xX� w �I� Y b xX� �Y � A.�xY,� �

3UHVHQWDPRV OD LQHFXDFLuRQ YDULDFLRQDO RULJLQDO ,9� VXV SURSLHGDGHV \ XQD UHIRUPXODFLuRQ HTXLYDOHQWH FRPR

XQ SUREOHPD GH SXQWR VLOOD� )RUPXODPRV OD PHWRGRORJurD GH GHVFRPSRVLFLuRQ \ OD VROXFLuRQ GH XQ VLVWHPD GH

LQHFXDFLRQHV YDULDFLRQDOHV MHUuDUTXLFDPHQWH DFRSODGDV� 'HVFULELPRV XQ DOJRULWPR LWHUDWLYR \ SUREDPRV VX

FRQYHUJHQFLD� 3UREDPRV DOJXQDV SURSLHGDGHV GH FRQWLQXLGDG \ FRQYH[LGDG GH DOJXQDV IXQFLRQHV DX[LOLDUHV

\ SUREDPRV SURSLHGDGHV GH GLIHUHQFLDELOLGDG GH HVWDV IXQFLRQHV�

352%/(0$ 9$5,$&,21$/

��� (O SUREOHPD RULJLQDO

6HD 9  �Q� FRQVLGHUDPRV VREUH 9 d 9 OD IRUPD ELOLQHDO D FRQWLQXD \ FRHUFLYD� L�H� H[LVWH m ! �� \ n ! �

WDO TXH n
n
n
n
n
n
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D �Y� Y� w m NYN
�

9 �Y � 9 �

MD �Y� X�M � n NYN9 NXN9 �Y� X � 9 �

���

&RQVLGHUDPRV WDPELuHQ XQD IRUPD OLQHDO / GHnQLGD SRU / �Y�  �I� Y� GRQGH I � 9 \ �c� c� GHQRWDQ HO SURGXFWR

HVFDODU HQ 9� 6HD . XQ VXEFRQMXQWR GH 9 QR YDFurR� FRPSDFWR \ FRQYH[R�

(O SUREOHPD RULJLQDO FRQVLVWH HQ UHVROYHU OD LQHFXDFLuRQ YDULDFLRQDO�

,9 +DOODU xX � . WDO TXH D �xX� Y b xX� w �I� Y b xX� �Y � . �

6HD $ HO RSHUDGRU OLQHDO DVRFLDGD D OD IRUPD ELOLQHDO D� L�H�

D �Y� X�  �$Y�X� �X � 9

\ $e HO DGMXQWR GH $� &RPR $ HV PRQuRWRQR� KHPLFRQWLQXR \ FRHUFLYR VREUH .� OD ,9 SXHGH HVFULELUVH GH

PDQHUD HTXLYDOHQWH �YHU >�@�

+DOODU xX � . WDO TXH D �Y� Y b xX� w �I� Y b xX� �Y �. � ���

6DEHPRV GH >�@ \ >��@ TXH HVWD ,9 WLHQH VROXFLuRQ uXQLFD TXH QRWDUHPRV FRQ xX�

��� 5HIRUPXODFLuRQ FRPR XQ SUREOHPD GH SXQWR VLOOD

&RQVLGHUDPRV OD VLJXLHQWH IXQFLuRQ )� GHnQLGD VREUH 9 d 9

) �Y� X�  D �Y� Y b X�b/ �Y b X� �Y� X � 9 � ���

5HPDUN � (V FODUR TXH ) �X� X�  �� �X � 9� 6H SXHGH SUREDU IuDFLOPHQWH WDPELuHQ TXH ) HV XQD IXQFLuRQ

FRQYH[D�FuRQFDYD� OXHJR HV QDWXUDO DVRFLDU D ) VX FRQMXQWR GH SXQWRV VLOOD� 5HFRUGHPRV OD GHnQLFLuRQ GH

SXQWR VLOOD�

'HnQLWLRQ � 6HDQ < | �S� = | �T \ � � < d= � �� GHFLPRV TXH �A\� A]� � < d= HV XQ SXQWR VLOOD GH � VL

��A\� ]� � ��A\� A]� � ��\� A]� �\ � <� �] � = �

�



(Q ORV VLJXLHQWHV SDUuDJUDIRV HVWXGLDPRV ORV SXQWRV VLOOD GH ) \ VX UHODFLuRQ FRQ OD VROXFLuRQ GH OD ,9� /D

VLJXLHQWH SURSRVLFLuRQ QRV GD OD HTXLYDOHQFLD HQWUH OD EuXVTXHGD GH SXQWRV VLOOD GH ) \ HO FuDOFXOR GH OD VROXFLuRQ

xX GH ,9�

3URSRVLWLRQ � (O IXQFLRQDO ) WLHQH XQ uXQLFR SXQWR VLOOD HQ . d.� (VWH SXQWR SHUWHQHFH D OD GLDJRQDO GH

. d. \ WLHQH OD IRUPD �xX� xX� � GRQGH xX HV OD VROXFLuRQ GH OD ,9� HQ RWUDV SDODEUDV� WHQHPRV

) �xX� X� � ) �xX� xX� � ) �Y� xX� � �Y� X� � . d. � ���

5HPDUN � /D SURSRVLFLuRQ � VLJQLnFD TXH OD ,9 HV HTXLYDOHQWH DO VLJXLHQWH SUREOHPD

36 +DOODU xX � . WDO TXH �xX� xX� HV XQ SXQWR VLOOD GH ) HQ . d. �
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3DUD HQFRQWUDU HO HOHPHQWR xX SRU XQ PuHWRGR GH GHVFRPSRVLFLuRQ �HO uXQLFR HOHPHQWR GH . WDO TXH �xX� xX� HV

XQ SXQWR VLOOD GH ) HQ . d . R OD uXQLFD VROXFLuRQ GH ,9�� DQDOL]DPRV HO FDVR GRQGH HO FRQMXQWR FRQYH[R

. HV OD XQLuRQ GH FRQMXQWRV FRQYH[RV� \ VREUH HVWD IDPLOLD SURSRQGUHPRV XQD GHVFRPSRVLFLuRQ MHUuDUTXLFD GHO

SUREOHPD�

��� 'HnQLFLRQHV \ UHVXOWDGRV SUHOLPLQDUHV

'HnQLWLRQ � 6HDQ . XQ FRQYH[R QR YDFurR LQFOXLGRGR HQ 9� 
 � ) �9��� XQD IXQFLuRQ UHDO� GHFLPRV TXH

�� 
 HV FRQYH[D VREUH . VL �w � ��� �� � �[�� [� � .�


 �w[� � ��b w� [�� � w
 �[�� � ��b w�
 �[�� �

�� 
 HV HVWULFWDPHQWH FRQYH[D VREUH . VL �w � ��� �� � �[�� [� � .� [� � [�


 �w[� � ��b w� [�� � w
 �[�� � ��b w�
 �[�� �

'HnQLWLRQ � 6HDQ < XQ FRQYH[R GH �S� = XQ FRQYH[R GH �T� OXHJR GHFLPRV TXH XQD IXQFLuRQ � � < d= � �

HV FRQYH[D�FuRQFDYD HQ < d= VL �] � =� \� ��\� ]� HV XQD IXQFLuRQ FRQYH[D \ �\ � < � ] � ��\� ]� HV XQD

IXQFLuRQ FuRQFDYD�

'HnQLWLRQ � 6HD ( � 'RP�(�� 9 XQ RSHUDGRU� VL : | 'RP�(� | 9 HQWRQFHV

�� ( HV PRQuRWRQR VREUH : VL

�( �X�b( �Y� � Xb Y� w � �X� Y �: �

�� ( HV IXHUWHPHQWH PRQuRWRQR VREUH : VL H[LVWH s ! � WDO TXH

�( �X�b( �Y� � X b Y� w s NX b YN
�
�X� Y �: �

/DV VLJXLHQWHV SURSRVLFLRQHV VRQ YuDOLGDV �YHU VX SUXHED HQ >�@��

3URSRVLWLRQ � 6HDQ < | �S� = | �T� HQWRQFHV XQD IXQFLuRQ � � < d= � � WLHQH XQ SXQWR VLOOD HQ < d=

Vur \ VuROR VL

PD[
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PLQ
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��\� ]�  PLQ
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3URSRVLWLRQ � (O FRQMXQWR GH SXQWRV VLOOD GH � WLHQH OD IRUPD <R d =R GRQGH <R | < \ =R | =�

6HDQ < \ = GRV HVSDFLRV GH GLPHQVLuRQ nQLWD \ � � < d = � � WDO TXH

�+�� <� | < HV XQ FRQMXQWR QR YDFurR� FRPSDFWR \ FRQYH[R�

�+�� =� | = HV XQ FRQMXQWR QR YDFurR� FRPSDFWR \ FRQYH[R�

�+�� �\ � <�� ] � ��\� ]� HV XQD IXQFLuRQ FuRQFDYD \ VHPLFRQWLQXD VXSHULRUPHQWH �V�F�V���

�+�� �] � =�� \ � ��\� ]� HV XQD IXQFLuRQ FRQYH[D \ VHPLFRQWLQXD LQIHULRUPHQWH �V�F�L���

3URSRVLWLRQ � %DMR ODV KLSuRWHVLV �+����+�� HO FRQMXQWR GH SXQWRV VLOOD GH � HQ <�d=� HV <Rd=R� GRQGH

<R \ =R VRQ FRQMXQWRV FRPSDFWRV \ FRQYH[RV�

3URSRVLWLRQ � 6L ] � ��\� ]� HV HVWULFWDPHQWH FuRQFDYD �\ � <� =R WLHQH D OR VXPR XQ SXQWR�

3URSRVLWLRQ � 6L \� ��\� ]� HV HVWULFWDPHQWH FRQYH[D �] � =� <R WLHQH D OR VXPR XQ SXQWR�

��� 'HVFRPSRVLFLuRQ GHO FRQYH[R .

6HD ;,  �
P �TXH OODPDUHPRV HVSDFLR LQWHUPHGLR�� 6XSRQHPRV TXH H[LVWH XQ FRQMXQWR FRQYH[R \ FRPSDFWR

., | ;, � \ XQD DSOLFDFLuRQ TXH DVLJQD D FDGD Y, � ., XQ VXEFRQMXQWR A. �Y,� FRPSDFWR \ FRQYH[R GHO

HVSDFLR 9 GH PDQHUD WDO TXH HO FRQYH[R . YHULnTXH OD VLJXLHQWH GHVFRPSRVLFLuRQ

.  
>
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'HnQLWLRQ � 6HDQ <� = | .� GHnQLPRV

G� �<�=�  PD[
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5HPDUN � 3XHGH YHUVH TXH G� HV XQD GLVWDQFLD HQWUH VXEFRQMXQWRV GH . OODPDGD OD GLVWDQFLD GH +DXVGRUm�

3URSLHGDGHV GH OD IDPLOLD GH FRQMXQWRV FRQYH[RV A. �Y,�

6XSRQGUHPRV TXH OD IDPLOLD GH FRQYH[RV I A. �Y,� � Y, � .,J YHULnFD ODV VLJXLHQWHV KLSuRWHVLV�

�� �X, � Y, � ., \ �w � ��� �� �

w A.�X,� � ��b w� A.�Y,� | A. �wX, � ��b w� Y,� � ���

�� 'DGRV X, � Y, � ., H[LVWHQ FRQVWDQWHV SRVLWLYDV F \ o WDOHV TXH

G�

r
A. �X,� � A. �Y,�

s
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�� 3DUD FDGD Y, � ., \ SDUD FDGD Y � A. �Y,� H[LVWH XQ RSHUDGRU OLQHDO \ FRQWLQXR

7Y � ;, � 9

WDO TXH

VL Y, � ., � pY, �;, \ Y, � pY, � ., � Y � 7Y �pY,� � A. �Y, � pY,� � ����

0uDV DuXQ� OD IDPLOLD GH RSHUDGRUHV �7Y�Y� A.�Y,�
HV XQLIRUPHPHQWH FRQWLQXD HQ QRUPD FRQ UHVSHFWR DO

SDUuDPHWUR Y� L�H�

N7Y b 7aYN � & NY b aYN
9

�Y� aY � . � ����

��� 6ROXFLuRQ MHUuDUTXLFD GHO SUREOHPD GH SXQWR VLOOD

7HQLHQGR HQ FXHQWD ��� SRGHPRV GHVFRPSRQHU MHUuDUTXLFDPHQWH HO SUREOHPD 36� 'H OD SURSRVLFLuRQ � VDEHPRV

TXH HVWH SUREOHPD HVWuD DVRFLDGR D OD HFXDFLuRQ

PD[
X�.

PLQ
Y�.

) �Y� X�  � �

%DMR OD KLSuRWHVLV ��� WHQHPRV OD VLJXLHQWH UHODFLuRQ PD[�PLQ FRQFDWHQDGD

PD[
X�.

PLQ
Y�.

) �Y� X�  PD[
X,�.,

PD[
X� A.�X,�

PLQ
Y,�.,

PLQ
Y� A.�Y,�

) �Y� X�  � � ����

,QWURGXFLPRV OD IXQFLuRQ

), �Y, � X�  PLQ
Y� A.�Y,�

) �Y� X� � ����

$KRUD ���� TXHGD

PD[
X�.

PLQ
Y�.

) �Y� X�  PD[
X,�.,

PD[
X� A.�X,�

PLQ
Y,�.,

), �Y, � X� � ����

&RPR ), HV FRQYH[D�FuRQFDYD YDOH

PD[
X� A.�X,�

PLQ
Y,�.,

), �Y, � X�  PLQ
Y,�.,

PD[
X� A.�X,�

), �Y, � X� � ����

8WLOL]DQGR ���� \ ���� � OD FRQGLFLuRQ ���� HV HVFULWD MHUuDUTXLFDPHQWH FRPR�

PD[
X,�.,

PLQ
Y,�.,

PD[
X� A.�X,�

PLQ
Y� A.�Y,�

) �Y� X�  � � ����

&RQVLGHUHPRV OD IXQFLuRQ

),, �Y, � X,�  PD[
X� A.�X,�

), �Y, � X� �

OXHJR ���� WLHQH OD IRUPD

PD[
X,�.,

PLQ
Y,�.,

),, �Y, � X,�  � � ����

9HUHPRV HQ TXH VH YHULnFDQ ODV VLJXLHQWHV SURSLHGDGHV�

q ),, HV FRQYH[D�FuRQFDYD HQ ., d., �

q ),, HV FRQWLQXD HQ ., d., �

q ),, �c� X,� � ., � � HV HVWULFWDPHQWH FRQYH[D �X, � ., �

q ),, �X, � X,�  � �X, � ., �

&RQ HVWDV SURSLHGDGHV� HV QDWXUDO FRQVLGHUDU OD EuXVTXHGD GH SXQWRV VLOOD GH ),, � (QWRQFHV� DVRFLDUHPRV D

���� HO SUREOHPD GH SXQWR VLOOD

36, +DOODU xY, � xX, � ., WDO TXH �xY, � xX,� HV XQ SXQWR VLOOD GH ),, HQ ., d., �

3DUD HVWH SUREOHPD WHQHPRV HO VLJXLHQWH UHVXOWDGR�

/HPPD � ([LVWH XQ uXQLFR SXQWR VLOOD �xX, � xX,� GH ),, �

�



����� 8Q SUREOHPD GH SXQWR VLOOD VXERUGLQDGR

3DUD HQFRQWUDU OD UHODFLuRQ HQWUH OD VROXFLuRQ GH 36 \ 36, � DVRFLDUHPRV D FXDOTXLHU SXQWR X, � ., HO SXQWR

6X, �
A. �X,� GHnQLGR GH OD VLJXLHQWH PDQHUD�

'HnQLWLRQ �

�� 6X, HV OD uXQLFD VROXFLuRQ GH OD LQHFXDFLuRQ YDULDFLRQDO UHVWULQJLGD R VLPSOLnFDGD�

,96 D �6X, � Y b 6X,� w �I� Y b 6X,� �Y � A. �X,� � 6X, � A. �X,� �

�� 6X, HV HO uXQLFR HOHPHQWR GH A. �X,� WDO TXH �6X, � 6X,� HV XQ SXQWR VLOOD GH ) HQ A. �X,�d A. �X,� �

3URSRVLWLRQ � /DV GRV IRUPDV GH OD GHnQLFLuRQ DQWHULRU VRQ HTXLYDOHQWHV�

/D KLSuRWHVLV ��� LPSOLFD TXH OD DSOLFDFLuRQ X, � 6X, HV +�ROGHU FRQWLQXD HQ ., �

3URSRVLWLRQ � 6L 6X, HV OD uXQLFD VROXFLuRQ GH OD LQHFXDFLuRQ YDULDFLRQDO UHVWULQJLGD ,96 HQWRQFHV 6X, HV

XQD IXQFLuRQ +�ROGHU FRQWLQXD UHVSHFWR GHO SDUuDPHWUR X, � L�H�

N6Y, b 6X,N � NY, b X,N
�

� � ����

6L XVDPRV ODV KLSuRWHVLV ���� \ ���� SRGHPRV UHIRU]DU HO UHVXOWDGR SUHYLR GH FRQWLQXLGDG D XQ UHVXOWDGR GH

/LSVFKLW]LDQLGDG�

3URSRVLWLRQ �� (O RSHUDGRU 6 � ., � 9 HV /LSVFKLW]�FRQWLQXR HQ ., � L�H� H[LVWH N6 FRQVWDQWH LQGHSHQGL�

HQWH GH X, WDO TXH

N6 �X, � pX,�b 6 �X,�N � N6 NpX,N

����� 5HODFLRQHV HQWUH ORV SXQWRV VLOOD GH ) \ ORV GH ),,

(O RSHUDGRU 6 OOHYD ORV HOHPHQWRV GHO HVSDFLR SDUDPuHWULFR., D ORV HOHPHQWRV GHO FRQMXQWR RULJLQDO .� $KRUD�

GHnQLUHPRV HO RSHUDGRU 3� TXH LGHQWLnFD OD SDUDPHWUL]DFLuRQ GHO FRQMXQWR . GDGD SRU HO SDUuDPHWUR Y, � ., �

'HnQLWLRQ � ,QWURGXFLPRV HO RSHUDGRU 3

3 � . � .,

3X  X,

GRQGH X, HV HO uXQLFR HOHPHQWR GH ., WDO TXH X � A. �X,�� (Q YLUWXG GH ���� HV FODUR TXH X, HV uXQLFR�

/DV UHODFLRQHV HQWUH 36�36, VH PXHVWUDQ HQ HO VLJXLHQWH GLDJUDPD

36 � 36,

. � .,

3 �.�  .,

.  
6

X,�.,

A. �X,�

xX � xX,

3 xX  xX,

6xX,  xX

/DV GRV uXOWLPDV UHODFLRQHV VRQ HVWDEOHFLGDV HQ ORV WHRUHPDV �� \ ���

�



7KHRUHP �� 6HD xX WDO TXH �xX� xX� HV XQ SXQWR VLOOD GH ) HQ . d. HQWRQFHV �3 xX�3 xX� HV XQ SXQWR VLOOD GH

),, HQ ., d., �

3UHVHQWDPRV DTXur XQ SURFHGLPLHQWR SDUD FRQVWUXLU SXQWRV VLOOD GH ) D SDUWLU GH ORV SXQWRV VLOOD GH ),, �

7KHRUHP �� 6L �xX, � xX,� HV XQ SXQWR VLOOD GH ),, HQ ., d., HQWRQFHV �6xX, � 6xX,� HV XQ SXQWR VLOOD GH )

HQ . d. �

5HPDUN � &RPR �6xX, � 6xX,� HV XQ SXQWR VLOOD GH ) HQ . d. REWHQHPRV SRU OD SURSRVLFLuRQ � TXH

6xX,  xX �

5HPDUN � (O UHVXOWDGR DQWHULRU SXHGH REWHQHUVH HQ XQD PDQHUD PuDV VLPSOH XVDQGR DUJXPHQWRV GH XQLFL�
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