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RESUMEN

El método de la malla compuesta ha mostrado buenos resultados para el estudio por elementos finitos de
problemas elipticos en general y, como caso particular, problemas de respuesta estatica estructural. Con este
procedimiento se pueden obtener soluciones muy precisas con mallas relativamente gruesas y sin un costo
adicional de importancia. Esto ha sido objeto de comunicaciones en congresos anteriores.

En este trabajo se muestran algunas experiencias numéricas de la aplicacién de estas técnicas en otros tipos
de problemas: problemas de evolucién y problemas de autovalores. En particular se han considerado aqui
problemas de evolucién asociados a la ecuacién del calor. Asimismo se ha utilizado esta técnica para resolver
en forma precisa problemas de vibracién libre estructural.

En todos los casos se han tomado ejemplos representativos, para los que se posee una solucién analitica o una
muy buena solucién aproximada, con el fin de verificar la precision de los resultados obtenidos.

ABSTRACT

The composite mesh technique has been successfully used in finite element analysis of elliptic problems, in
particular in elastic response problems. This technique allows us to obtain accurate solutions with coarse
meshes, without increasing the computational cost. It has been presented in past conferences. In this paper,
numerical experiences in applying this technique to other kind of problems, such as evolutionary heat transfer
problems and free vibration of elastic solids, are shown.

INTRODUCCION

El método de los elementos finitos, al ser un método aproximado que obtiene una solucién discreta de
un problema continuo, proporciona una solucién numérica que difiere de la solucién buscada. Los errores
pueden reconocer diferentes origenes. Entre ellos pueden citarse: error en la aproximacién de la geometria;
error de discretizacidn; error en la integracién numérica; y error en la solucién del sistema de ecuaciones.
Existen también otros tipos de errores, tales como los introducidos en el modelo tedrico (errores de datos
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geométricos, modelos de ecuaciones constitutivas o imposicién de cargas y fijaciones) o errores en la solucién
numérica de problemas no lineales o dindmicos.

El error de discretizacion es inherente al método de elementos finitos. Esto es debido a que las funciones
utilizadas para aproximar la solucién en el interior del elemento no coinciden (en general) con las funciones
de la solucién exacta.

El error de discretizaciéon no puede evaluarse en forma exacta y por ello se trata de obtener estimadores
apropiados de ese error. Los estimadores del error pueden agruparse en dos categorias: estimadores a prior:
y estimadores a posteriori.

Los estimadores a priori son tiles en el estudio tedrico del método de elementos finitos y para determinar
la tasa de convergencia del mismo. Pero tiene la dificultad de que no se puede calcular, en general, en las
aplicaciones practicas.

En aplicaciones practicas se utilizan estimadores a posteriori que se computan luego de hallada la solucién
numérica. Existen muchas formas de estimar el error a posteriori. Ellas pueden ser clasificadas en dos
grupos:

e Métodos basados en el residuo o fuerzas de desequilibrio, que a su vez pueden evaluar el estimador en
forma, explicita o implicita 8

e Métodos basados en la discontinuidad del campo de tensiones, que evalian el estimador a partir de la
diferencia entre ese campo de tensiones y un campo continuo. Este tltimo se construye por proyeccion
de los resultados nodales basados en propiedades de superconvergencia del campo de tensiones 2>

En algunos casos la estimacién a posteriori se efectiia a partir de mas de un resultado. Tal es el caso de la
extrapolacién de Richardson, donde se utilizan resultados de dos mallas diferentes: los elementos de una de
ellas tienen la mitad del tamano de los de la otra. En funcién de ambos resultados, si se conoce el orden
de convergencia del método, por extrapolacién puede obtenerse una mejor solucién. También es el caso del
acotado de soluciones mediante modelos de elementos finitos en desplazamiento y en tensiones, que brindan
cotas inferiores y superiores para la energia .3

El método de la malla compuesta o doble malla fue introducido por los autores 7 con el objeto de estimar
errores de discretizacién y/o proporcionar una solucién mejorada. Ha sido aplicado en problemas elipticos
(problemas de propagacién de calor, problemas eldsticos, etc) con buenos resultados. Este método permite
obtener ya sea un estimador de error o una solucién mejorada sin un costo importante ni requerimientos de
posprocesamiento de la soluciones numéricas obtenidas. En este trabajo se muestran algunas aplicaciones
de esta técnica para problemas de evolucién y para problemas de autovalores.

METODO DE LA DOBLE MALLA

El método de la doble malla, o malla compuesta, consiste en hacer compartir el dominio del andlisis a dos
mallas de diferente grados de aproximacién, por ejemplo dos mallas de distintos tamanos de elementos. Esta
mallas se conectan entre si mediante conectores que pueden ser los nodos comunes (se prefiere aqui que la
malla mds fina sea un refinamiento de la més gruesa).

Las propiedades fisicas de cada malla son afectadas por un factor de participacién. Por ejemplo si este factor
es %, cada malla participa por igual en la solucién. Los resultados obtenidos con esa malla compuesta seran
asi intermedios a los que se obtendrian con un andlisis estdndar con cada malla por separado.

La interaccion entre ambas mallas, cuyo comportamiento numérico serda necesariamente diferente, brinda
informacién que permite estimar el error de aproximacién cometido.

Por otro lado, si se puede prever el orden del método puede jugarse con los factores de participacion de
manera de obtener una solucién mejorada practicamente sin costo adicional de importancia.
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Uso del método de doble malla para estimacién de errores

Para estimar el error de aproximacion se ha utilizado el método de doble malla con el mismo factor de
participacién para ambas mallas. En este caso, en los nodos comunes se producen fuerzas de interaccién
que tratan de igualar el comportamiento de ambas. La magnitud de esas fuerzas ha servido como base para
una estimacién del error. Resultados del mismo pueden encontrarse en Bergallo et al (1998) .*

Uso del método de doble malla para mejorar la solucién

Otro uso del método de la doble malla ha sido para obtener una solucién mejorada. En este caso se ha
comenzado por estimar el orden de aproximacion del método. Para problemas que no presentan singulari-
dades, al refinar la malla a la mitad con elementos lineales, se observa que el orden de convergencia es p = 2.
Si se efectuara una extrapolaciéon de Richardson, deberia tomarse factores de peso:

2P 1
-y Y U9 Teo

para la malla fina y para la malla gruesa, respectivamente. Para el caso en que p = 2 esos valores resultan
a = % y (1—a)= —%. Esos factores se utilizaron como coeficientes de participacion para ponderar las

propiedades fisicas de cada malla.
APLICACIONES A PROBLEMAS ELIPTICOS

Se muestran a continuacién dos ejemplos de estructuras para los cuales se aplicé la doble malla obteniéndose
una solucién mejorada.

El primero corresponde a una viga en voladizo. Pueden elegirse las condiciones de vinculacién y de carga
de modo de tener para ella una solucién exacta. Se trata de una viga cuadrada, apoyada en tres puntos y
como se indica en la figura 1 y con una fuerza cortante en el extremo derecho.
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Figura 1. Malla de 16 x 16 elementos para la Figura 2. Viga en voladizo: Desplazamiento vertical
viga en voladizo del extremo ((x) Malla simple; (o) Malla doble
_ 1. _ 4
« = 3; (+) Malla doble a = 3)

La viga se model con diferentes mallas de elementos cuadrados, desde una malla con 2 X 2 elementos, hasta
otra con 64 x 64 elementos.

Se efectuaron andlisis de elementos finitos estdndar y andlisis con la malla doble, con factores de participacion
a = % ya= %, para la malla fina. Se esperaba que los resultados con @ = % fueran peores que los de la
malla fina solamente, en tanto que los resultados con a = % fuesen bastante mejores que los de la malla
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fina. Esto ha sido confirmado por los ejemplos, como se puede observar en la figura 2, donde se ha graficado
el desplazamiento vertical del extremo de la viga para los diferentes analisis. En abscisas se ha colocado la
cantidad de grados de libertad (en escala logaritmica) para cada malla. Los puntos con ”X”corresponden a
la malla simple (malla fina); los puntos con circulos, a la malla doble con o = %; y los puntos con 747 a
la malla doble con a = %. El error relativo global, en norma L?, se muestra en la figura 3, con las mismas
referencias.
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Figura 3. Viga en voladizo: Error relativo global en norma Ly
((x) Malla simple; (0) Malla doble o = 3; (+) Malla doble o = %)

El segundo ejemplo corresponde a una membrana traccionada, con una fisura. En la figura 4 se muestra la
geometria y condiciones de contorno, ademdas de una de las mallas utilizadas. Los resultados se obtuvieron
para las mismas mallas indicadas en el ejemplo anterior y en la figura 5 se representa el error relativo global,
en norma infinito del vector de desplazamientos, siendo las referencias iguales a las del caso anterior. Puede
observarse que aun en este caso donde hay una fuerte singularidad, el método de doble malla con a = %
proporciona una notable mejora en los resultados.
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APLICACIONES A PROBLEMAS DE AUTOVALORES

El método de la doble malla ha sido probado en algunos ejemplos de problemas de autovalores. Bajo la
misma idea apuntada para problemas elipticos, el problema para la malla de elementos finitos M}, con
tamano de elementos h; es del tipo:

Alxl — )\1311‘1 =0

y para una malla con elementos de tamano hy < hy:
Agxg — A9 Baxo =0
Ahora bien, para la malla compuesta formada a partir de esos dos tamanos el problema se escribe:
[aAs + (1 — a)Ai19)zg — Ag[aB2 + (1 — a)Bi2]zg =0

donde A;_,7 representa la matriz de la malla Mj,, llevada al tamano de la matriz Ap. z4 y Agq son, respecti-
vamente, el autovector y autovalor para la malla doble.

Como ejemplo se ha tomado un problema de vibracion axial de una cuerda o barra, del cual se tiene una
solucién analitica. La barra tiene 1,00 m de largo y seccién tranversal de 1 cm x 1 cm. Esta fija en su
extremo derecho y libre en el izquierdo. Estidn impedidos los desplazamientos transversales, asi se puede
deformar sélo en la direccién axial. Se ha estudiado como un problema de estado plano de tensiones. La
malla gruesa tiene un elemento en el espesor de la barra, variando la cantidad de elementos a lo largo de
ella. La malla fina tiene cuatro elementos por cada uno de los de la malla gruesa. La designacién de las
mallas en los ejemplos corresponden a: Mallal , 2 elementos finos y 1 grueso; Malla2 , 4 elementos finos y
2 gruesos; Malla3 , 8 elementos finos y 4 gruesos; Malla4 , 16 elementos finos y 8 gruesos.

La solucién analitica para el primer autovalor A, y la frecuencia fundamental f, son:

A_7r_2EA f_l EA
4 mIL?2 4\ mL2

donde m es la mas por unidad de longitud; E el médulo de elasticidad; A el drea de la seccién transversal;
y L la longitud de la barra.

2
Los datos para este problema son: L = 100cm ; A = lem?; E = 2100000. £4L . 1 = 0.3; p= 0.78E—05k§£i ;

em?2)
m = 0.78E—05%. Y la soluciéon exacta es Aegpge = 6.643003E407 v ferae = 1.297186 E+03.
Los resultados se muestran en la figura 6. La solucién analitica es la linea horizontal del grafico. La curva
superior es la solucion de elementos finitos estandar, para cada una de las cuatro mallas. La designacion de
la malla en este caso se corresponde con la malla fina del modelo compuesto. Es decir que la Malla2 posee
2 x 2 elementos. La curva inferior es la solucién de la doble malla con a = %. Este valor a = % es el que se
habia utilizado en problemas de deformaciones de membranas indicados anteriormente.

APLICACIONES A PROBLEMAS DE EVOLUCION

El uso de la metodologia de dobles mallas que hemos aplicado a problemas elipticos 4 tanto para la estimacién
de errores como para el mejoramiento de la solucion, puede extenderse al caso de los problemas de evolucion
de tipo parabdlico. En su forma més detallada en cada etapa del proceso se utiliza la estimacién de los
errores para obtener una solucién aproximada tan buena como el método lo permita y ésta es utilizada para
avanzar en el proceso evolutivo. En cada etapa de minimizacién del error puede realizarse en mayor o menor
medida un proceso adaptativo para ajustar la malla o la discretizacién de modo de uniformar los errores.

En la practica, cuando se cuenta con una estimacién del orden del método de integracién es posible realizar
la extrapolacién de doble malla e incorporarla directamente en la matriz del sistema. En el caso en que las
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estimaciones del orden de aproximacién del método sean imprecisas se utilizan los estimadores de error para
corregir la solucién en cada etapa mediante la aplicaciéon de variantes del método adaptativo

El problema de evolucion se ataca en este trabajo mediante un método semidiscreto, es decir que se realiza
una discretizacion en el dominio espacial utilizando el método de elementos finitos lo que conduce al planteo
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para el que la condicion inicial es la correspondiente de
la ecuacién parabdlica.

Por ejemplo, para la ecuacién del calor, si se propone una aproximacién de la forma

N+1
i(w,t) = Y um(t)pm(z)
m=1
donde ¢, son las funciones de la base usual de elementos lineales y U = [u1, ..., uy41]" representa el vector

que aproxima la solucion de la ecuacién se deduce el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
MU+ KU =F

donde M es la matriz de masa cuyos elementos son de la forma M;; = [ p;pjdz, K es la matriz de rigidez
con elementos K;; = [ Vy;Vy;dz, y F es el vector de cargas.
Con la notacién previa el problema de doble malla resulta

((XMQ + (1 — Oé)Ml_>2)Ud = —(OzKQ + (1 — a)K1_>2)Ud + (OzFQ + (1 — a)F1_>2)

donde U, representa la solucién correspondiente a la malla doble.
Extendiendo la definicién de residuos utilizada previamente, el residuo 79 correspondiente a un valor de
a = 1/2 resulta ser

o = M2Ud + KQUd - F2

como, ademas, MdUd + K U; — Fy = 0 se tiene la ecuacion
MQ(Ud — UQ) + KQ(Ud — UQ) =T9

que permite relacionar los residuos (computables) con la diferencia puntual entre las soluciones correspon-
dientes a la malla fina y a la malla doble. De esta ultima se deduce la siguiente relacion explicita

Ug—U; = e —Mz Ko)t /te(_M;1K2)s My try ds
0

Una expresion andloga se puede obtener para el residuo r; correspondiente a la malla gruesa. El uso de
ambos residuos permite estimar el error de aproximacion via la estimacion de la diferencia Uy — Uy (nétese
que no es necesario calcular explicitamente ninguna de estas dos aproximaciones).

El problema test sobre el cual se ha probado el método de mejoramiento de la solucién mediante la doble
malla es el siguiente

2
%:% z€[0,1], t>0

con condicién inicial u(z,0) = sin(nz) para z € [0,1] y condiciones de borde homogéneas en x =0y z = 1.
La solucién analitica es u(z,t) = sin(mz) exp(—n2t).

En la figura 7 se representa la evolucién en el tiempo hasta ¢ = 0.3 de los errores exactos (en valor absoluto)
correspondientes a z = 1/2 para distintas mallas: la malla gruesa, uniforme, con 100 elementos; la malla
fina, también uniforme, con 200 elementos; y las mallas doble con @ = 1/2 y con o = 4/3 que combinan a
las dos primeras. Los errores correspondientes a la malla doble respetan el comportamiento de los de las
mallas simples. En el caso de « = 1/2 los valores resultan intermedios entre los de las mallas gruesa y fina.
En el caso de @ = 4/3 (malla doble de extrapolacién) se observa un mejoramiento notable de la solucién.
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Figura 8. Errores absolutos exactos para distintas mallas correspondientes a t=0.05
((--) Malla gruesa; (---) Malla fina; (--) Malla doble @ = ; (—) Malla doble o = %)

En la figura 8 se representan la seccién para el tiempo ¢t = 0.05 de los errores exactos correspondientes a las
distintas mallas.
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Figura 9. Curvas de nivel de los errores absolutos Figura 10. Curvas de nivel de los errores
exactos para la malla fina absolutos exactos para la malla doble (o = 4/3)

En las figuras 9 y 10 representamos las curvas de nivel de los errores absolutos exactos para las mallas fina
y doble con a = 4/3. El eje de las abscisas, en esas figuras, representa la coordenada espacial y el de las
ordenadas, la coordenada temporal. Se puede observar cémo mejora la solucion cuando en la evolucién se
utiliza la matriz mezcla con el coeficiente « de extrapolacién.

En este ejemplo se observa una regularidad en el comportamiento de los errores andloga a la que fundamenta
el método de dobles mallas en el caso de problemas elipticos (mejoramiento de la solucién y estimacién
de los errores), sin embargo, en estos problemas de evolucién el comportamiento de las soluciones y los
correspondientes errores puede ser mas complejo. En particular el error correspondiente a la malla doble
con o = 1/2 no necesariamente serd intermedio respecto de los de las mallas simples. En estos problemas de
orden 2, la malla doble con @ = 4/3 mejora la solucién, y no es necesario realizar correcciones en cada etapa
de la integracién, pero, cuando se utiliza a = 1/2 resulta necesario utilizar los residuos para estimar errores,
corregir la solucién alcanzada hasta el tiempo actual y decidir en cada etapa si se realiza un remallado en
funcién de los errores estimados.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se han mostrado algunas apliaciones del método de doble malla, propuesto por los autores,
para problemas dindmicos. El método de doble malla, o malla compuesta, permite estimar el error de
discretizacién o bien corregirlo obteniendo una solucién mejorada. Puede verificarse que utilizando mallas
relativamente gruesas puede reducirse el error a valores que normalmente corresponden a mallas mds finas,
tanto para problemas elipticos como parabdlicos. Esta mejora se consigue ademads sin necesidad de realizar
post-procesamientos o de incrementar demasiado el costo computacional con respecto a la solucién estandar
de referencia. La aplicaciéon a problemas de dindmica estructural muestra también una mejora en los
resultados.

AGRADECIMIENTOS

Este trabajo se ha realizado con el apoyo de la Universidad Nacional del Litoral, del CONICET, y con
subsidios de los proyectos: CAI+D 94-16-4-20 UNL, Proy. 25/0033 UTN, PICT 51 FONCyT y PIP
198/98 y 266/98 CONICET.

Referencias

[1] I. Babuska and W.C. Rheinboldt, “A posteriori error estimates of the finite element method”, Int.
Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 12, pp. 1597-1615, 1978.

[2] P.J. Beckers and H.G. Zhong, “Error estimation and adaptivity”, Proceedings MECOM 94 ( Mar del
Plata, Argentina, Noviembre 1994), pp. 461-475, 1994.

[3] M.B. Bergallo y P.J. Beckers, “Aplicacién de técnicas de dualidad en elementos finitos”, Proceedings
MECOM 94 ( Mar del Plata, Argentina, Noviembre 1994), pp. 476-487, 1994.

[4] M.B. Bergallo, C.E. Neuman and V.E. Sonzogni, “A finite element error estimation based on the mixed
mesh concept”, Proceedings of the IV World Congress on Computational Mechanics (Buenos Aires,
Argentina, Jul 1998) CD ROM, 1998.

[5] N. Kikuchi, “Adaptive grid-design methods for finite element analysis”, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, Vol. 55, pp. 129-160,1986.

[6] D.W. Kelly, “Self-equilibration of residuals and complementary a posteriori error estimates in the finite
element method”, Int. Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 20, pp. 1491-1506, 1984.

[7] V.E. Sonzogni, M.B. Bergallo y C.E. Neuman, “Uso de un malla compuesta para estimar errores de
discretizacién y mejorar la solucién en elementos finitos”, Proceedings del MECOM 96 (Tucumén, Ar-
gentina, Septiembre 1996), Vol.I, pp. 123-132, 1996.

[8] R. Verfiirt, “A Review of A Posteriori Error Estimation and Adaptive Mesh-Refinement Techniques”,
(Wiley—Teubner, Chichester, 1996).

9] O.C. Zienkiewicz and J.Z. Zhu, “A simple error estimator and adaptivity procedure for practical engi-
neering analysis”, Int. Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 34, pp. 337-357, 1987.



