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RESUMEN

El m�etodo de la malla compuesta ha mostrado buenos resultados para el estudio por elementos �nitos de

problemas el��pticos en general y, como caso particular, problemas de respuesta est�atica estructural. Con este

procedimiento se pueden obtener soluciones muy precisas con mallas relativamente gruesas y sin un costo

adicional de importancia. Esto ha sido objeto de comunicaciones en congresos anteriores.

En este trabajo se muestran algunas experiencias num�ericas de la aplicaci�on de estas t�ecnicas en otros tipos

de problemas: problemas de evoluci�on y problemas de autovalores. En particular se han considerado aqu��

problemas de evoluci�on asociados a la ecuaci�on del calor. Asimismo se ha utilizado esta t�ecnica para resolver

en forma precisa problemas de vibraci�on libre estructural.

En todos los casos se han tomado ejemplos representativos, para los que se posee una soluci�on anal��tica o una

muy buena soluci�on aproximada, con el �n de veri�car la precisi�on de los resultados obtenidos.

ABSTRACT

The composite mesh technique has been successfully used in �nite element analysis of elliptic problems, in

particular in elastic response problems. This technique allows us to obtain accurate solutions with coarse

meshes, without increasing the computational cost. It has been presented in past conferences. In this paper,

numerical experiences in applying this technique to other kind of problems, such as evolutionary heat transfer

problems and free vibration of elastic solids, are shown.

INTRODUCCION

El m�etodo de los elementos �nitos, al ser un m�etodo aproximado que obtiene una soluci�on discreta de

un problema continuo, proporciona una soluci�on num�erica que di�ere de la soluci�on buscada. Los errores

pueden reconocer diferentes or��genes. Entre ellos pueden citarse: error en la aproximaci�on de la geometr��a;

error de discretizaci�on; error en la integraci�on num�erica; y error en la soluci�on del sistema de ecuaciones.

Existen tambi�en otros tipos de errores, tales como los introducidos en el modelo te�orico (errores de datos
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geom�etricos, modelos de ecuaciones constitutivas o imposici�on de cargas y �jaciones) o errores en la soluci�on

num�erica de problemas no lineales o din�amicos.

El error de discretizaci�on es inherente al m�etodo de elementos �nitos. Esto es debido a que las funciones

utilizadas para aproximar la soluci�on en el interior del elemento no coinciden (en general) con las funciones

de la soluci�on exacta.

El error de discretizaci�on no puede evaluarse en forma exacta y por ello se trata de obtener estimadores

apropiados de ese error. Los estimadores del error pueden agruparse en dos categor��as: estimadores a priori

y estimadores a posteriori.

Los estimadores a priori son �utiles en el estudio te�orico del m�etodo de elementos �nitos y para determinar

la tasa de convergencia del mismo. Pero tiene la di�cultad de que no se puede calcular, en general, en las

aplicaciones pr�acticas.

En aplicaciones pr�acticas se utilizan estimadores a posteriori que se computan luego de hallada la soluci�on

num�erica. Existen muchas formas de estimar el error a posteriori. Ellas pueden ser clasi�cadas en dos

grupos:

� M�etodos basados en el residuo o fuerzas de desequilibrio, que a su vez pueden evaluar el estimador en

forma expl��cita o impl��cita 1,6,8

� M�etodos basados en la discontinuidad del campo de tensiones, que eval�uan el estimador a partir de la

diferencia entre ese campo de tensiones y un campo continuo. Este �ultimo se construye por proyecci�on

de los resultados nodales basados en propiedades de superconvergencia del campo de tensiones 2,5,9

En algunos casos la estimaci�on a posteriori se efect�ua a partir de m�as de un resultado. Tal es el caso de la

extrapolaci�on de Richardson, donde se utilizan resultados de dos mallas diferentes: los elementos de una de

ellas tienen la mitad del tama~no de los de la otra. En funci�on de ambos resultados, si se conoce el orden

de convergencia del m�etodo, por extrapolaci�on puede obtenerse una mejor soluci�on. Tambi�en es el caso del

acotado de soluciones mediante modelos de elementos �nitos en desplazamiento y en tensiones, que brindan

cotas inferiores y superiores para la energ��a .3

El m�etodo de la malla compuesta o doble malla fue introducido por los autores 4,7 con el objeto de estimar

errores de discretizaci�on y/o proporcionar una soluci�on mejorada. Ha sido aplicado en problemas el��pticos

(problemas de propagaci�on de calor, problemas el�asticos, etc) con buenos resultados. Este m�etodo permite

obtener ya sea un estimador de error o una soluci�on mejorada sin un costo importante ni requerimientos de

posprocesamiento de la soluciones num�ericas obtenidas. En este trabajo se muestran algunas aplicaciones

de esta t�ecnica para problemas de evoluci�on y para problemas de autovalores.

M�ETODO DE LA DOBLE MALLA

El m�etodo de la doble malla, o malla compuesta, consiste en hacer compartir el dominio del an�alisis a dos

mallas de diferente grados de aproximaci�on, por ejemplo dos mallas de distintos tama~nos de elementos. Esta

mallas se conectan entre s�� mediante conectores que pueden ser los nodos comunes (se pre�ere aqu�� que la

malla m�as �na sea un re�namiento de la m�as gruesa).

Las propiedades f��sicas de cada malla son afectadas por un factor de participaci�on. Por ejemplo si este factor

es 1
2
, cada malla participa por igual en la soluci�on. Los resultados obtenidos con esa malla compuesta ser�an

as�� intermedios a los que se obtendr��an con un an�alisis est�andar con cada malla por separado.

La interacci�on entre ambas mallas, cuyo comportamiento num�erico ser�a necesariamente diferente, brinda

informaci�on que permite estimar el error de aproximaci�on cometido.

Por otro lado, si se puede prever el orden del m�etodo puede jugarse con los factores de participaci�on de

manera de obtener una soluci�on mejorada practicamente sin costo adicional de importancia.



Algunas aplicaciones del m�etodo de doble malla a problemas de evoluci�on y autovalores 3

Uso del m�etodo de doble malla para estimaci�on de errores

Para estimar el error de aproximaci�on se ha utilizado el m�etodo de doble malla con el mismo factor de

participaci�on para ambas mallas. En este caso, en los nodos comunes se producen fuerzas de interacci�on

que tratan de igualar el comportamiento de ambas. La magnitud de esas fuerzas ha servido como base para

una estimaci�on del error. Resultados del mismo pueden encontrarse en Bergallo et al (1998) .4

Uso del m�etodo de doble malla para mejorar la soluci�on

Otro uso del m�etodo de la doble malla ha sido para obtener una soluci�on mejorada. En este caso se ha

comenzado por estimar el orden de aproximaci�on del m�etodo. Para problemas que no presentan singulari-

dades, al re�nar la malla a la mitad con elementos lineales, se observa que el orden de convergencia es p = 2.

Si se efectuara una extrapolaci�on de Richardson, deber��a tomarse factores de peso:

� =
2p

(2p � 1)
y (1� �) = �

1

(2p � 1)

para la malla �na y para la malla gruesa, respectivamente. Para el caso en que p = 2 esos valores resultan

� = 4
3
y (1 � �) = �

1
3
. Esos factores se utilizaron como coe�cientes de participaci�on para ponderar las

propiedades f��sicas de cada malla.

APLICACIONES A PROBLEMAS ELIPTICOS

Se muestran a continuaci�on dos ejemplos de estructuras para los cuales se aplic�o la doble malla obteni�endose

una soluci�on mejorada.

El primero corresponde a una viga en voladizo. Pueden elegirse las condiciones de vinculaci�on y de carga

de modo de tener para ella una soluci�on exacta. Se trata de una viga cuadrada, apoyada en tres puntos y

como se indica en la �gura 1 y con una fuerza cortante en el extremo derecho.
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Figura 2. Viga en voladizo: Desplazamiento vertical

del extremo ((x) Malla simple; (o) Malla doble

� = 1
2
; (+) Malla doble � = 4

3
)

La viga se model�o con diferentes mallas de elementos cuadrados, desde una malla con 2�2 elementos, hasta

otra con 64 � 64 elementos.

Se efectuaron an�alisis de elementos �nitos est�andar y an�alisis con la malla doble, con factores de participaci�on

� = 1
2
y � = 4

3
, para la malla �na. Se esperaba que los resultados con � = 1

2
fueran peores que los de la

malla �na solamente, en tanto que los resultados con � = 4
3
fuesen bastante mejores que los de la malla
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�na. Esto ha sido con�rmado por los ejemplos, como se puede observar en la �gura 2, donde se ha gra�cado

el desplazamiento vertical del extremo de la viga para los diferentes an�alisis. En abscisas se ha colocado la

cantidad de grados de libertad (en escala logar��tmica) para cada malla. Los puntos con "X"corresponden a

la malla simple (malla �na); los puntos con c��rculos, a la malla doble con � = 1
2
; y los puntos con "+" a

la malla doble con � = 4
3
. El error relativo global, en norma L2, se muestra en la �gura 3, con las mismas

referencias.
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Figura 3. Viga en voladizo: Error relativo global en norma L2

((x) Malla simple; (o) Malla doble � = 1
2
; (+) Malla doble � = 4

3
)

El segundo ejemplo corresponde a una membrana traccionada, con una �sura. En la �gura 4 se muestra la

geometr��a y condiciones de contorno, adem�as de una de las mallas utilizadas. Los resultados se obtuvieron

para las mismas mallas indicadas en el ejemplo anterior y en la �gura 5 se representa el error relativo global,

en norma in�nito del vector de desplazamientos, siendo las referencias iguales a las del caso anterior. Puede

observarse que a�un en este caso donde hay una fuerte singularidad, el m�etodo de doble malla con � = 4
3

proporciona una notable mejora en los resultados.

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

Figura 4. Membrana �surada: malla de

elementos �nitos (M 1

16

)

10
1

10
2

10
3

10
4

10
−2

10
−1

10
0

Global relative error (inf−norm) of the displacement vector

R
el

at
iv

e 
er

ro
r 

(in
f n

or
m

) 
of

 d
is

pl
ac

em
en

t v
ec

to
r

Degrees of freedom

x : Simple mesh

o : Composite mesh (alpha=0.5)

+ : Composite mesh (alpha=4/3)

Figura 5. Membrana �surada: error relativo global

en norma in�nito del vector desplazamiento((x)
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APLICACIONES A PROBLEMAS DE AUTOVALORES

El m�etodo de la doble malla ha sido probado en algunos ejemplos de problemas de autovalores. Bajo la

misma idea apuntada para problemas el��pticos, el problema para la malla de elementos �nitos Mh1
, con

tama~no de elementos h1 es del tipo:

A1x1 � �1B1x1 = 0

y para una malla con elementos de tama~no h2 < h1:

A2x2 � �2B2x2 = 0

Ahora bien, para la malla compuesta formada a partir de esos dos tama~nos el problema se escribe:

[�A2 + (1� �)A1!2]xd � �d[�B2 + (1� �)B1!2]xd = 0

donde A1!2 representa la matriz de la malla Mh1
llevada al tama~no de la matriz A2. xd y �d son, respecti-

vamente, el autovector y autovalor para la malla doble.

Como ejemplo se ha tomado un problema de vibraci�on axial de una cuerda o barra, del cual se tiene una

soluci�on anal��tica. La barra tiene 1,00 m de largo y secci�on tranversal de 1 cm x 1 cm. Est�a �ja en su

extremo derecho y libre en el izquierdo. Est�an impedidos los desplazamientos transversales, as�� se puede

deformar s�olo en la direcci�on axial. Se ha estudiado como un problema de estado plano de tensiones. La

malla gruesa tiene un elemento en el espesor de la barra, variando la cantidad de elementos a lo largo de

ella. La malla �na tiene cuatro elementos por cada uno de los de la malla gruesa. La designaci�on de las

mallas en los ejemplos corresponden a: Malla1 , 2 elementos �nos y 1 grueso; Malla2 , 4 elementos �nos y

2 gruesos; Malla3 , 8 elementos �nos y 4 gruesos; Malla4 , 16 elementos �nos y 8 gruesos.

La soluci�on anal��tica para el primer autovalor �, y la frecuencia fundamental f , son:

� =
�
2

4

EA

mL2
f =

1

4

s
EA

mL2

donde m es la m�as por unidad de longitud; E el m�odulo de elasticidad; A el �area de la secci�on transversal;

y L la longitud de la barra.

Los datos para este problema son: L = 100cm ; A = 1cm2; E = 2100000: kgf
cm2 ; � = 0:3; � = 0:78E�05kgfs

2

cm4 ;

m = 0:78E�05kgfs
2

cm2 . Y la soluci�on exacta es �exac = 6:643003E+07 y fexac = 1:297186E+03.

Los resultados se muestran en la �gura 6. La soluci�on anal��tica es la l��nea horizontal del gr�a�co. La curva

superior es la soluci�on de elementos �nitos est�andar, para cada una de las cuatro mallas. La designaci�on de

la malla en este caso se corresponde con la malla �na del modelo compuesto. Es decir que la Malla2 posee

2� 2 elementos. La curva inferior es la soluci�on de la doble malla con � = 4
3
. Este valor � = 4

3
es el que se

hab��a utilizado en problemas de deformaciones de membranas indicados anteriormente.

APLICACIONES A PROBLEMAS DE EVOLUCI�ON

El uso de la metodolog��a de dobles mallas que hemos aplicado a problemas el��pticos 4 tanto para la estimaci�on

de errores como para el mejoramiento de la soluci�on, puede extenderse al caso de los problemas de evoluci�on

de tipo parab�olico. En su forma m�as detallada en cada etapa del proceso se utiliza la estimaci�on de los

errores para obtener una soluci�on aproximada tan buena como el m�etodo lo permita y �esta es utilizada para

avanzar en el proceso evolutivo. En cada etapa de minimizaci�on del error puede realizarse en mayor o menor

medida un proceso adaptativo para ajustar la malla o la discretizaci�on de modo de uniformar los errores.

En la pr�actica, cuando se cuenta con una estimaci�on del orden del m�etodo de integraci�on es posible realizar

la extrapolaci�on de doble malla e incorporarla directamente en la matriz del sistema. En el caso en que las
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estimaciones del orden de aproximaci�on del m�etodo sean imprecisas se utilizan los estimadores de error para

corregir la soluci�on en cada etapa mediante la aplicaci�on de variantes del m�etodo adaptativo

El problema de evoluci�on se ataca en este trabajo mediante un m�etodo semidiscreto, es decir que se realiza

una discretizaci�on en el dominio espacial utilizando el m�etodo de elementos �nitos lo que conduce al planteo

de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para el que la condici�on inicial es la correspondiente de

la ecuaci�on parab�olica.

Por ejemplo, para la ecuaci�on del calor, si se propone una aproximaci�on de la forma

û(x; t) =
N+1X
m=1

um(t)'m(x)

donde 'm son las funciones de la base usual de elementos lineales y U = [u1; : : : ; uN+1]
0 representa el vector

que aproxima la soluci�on de la ecuaci�on se deduce el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

M _U +KU = F

donde M es la matriz de masa cuyos elementos son de la forma Mij =
R
'i'jdx, K es la matriz de rigidez

con elementos Kij =
R
r'ir'jdx, y F es el vector de cargas.

Con la notaci�on previa el problema de doble malla resulta

(�M2 + (1� �)M1!2) _Ud = �(�K2 + (1� �)K1!2)Ud + (�F2 + (1� �)F1!2)

donde Ud representa la soluci�on correspondiente a la malla doble.

Extendiendo la de�nici�on de residuos utilizada previamente, el residuo r2 correspondiente a un valor de

� = 1=2 resulta ser

r2 =M2
_Ud +K2Ud � F2

como, adem�as, Md
_Ud +KdUd � Fd = 0 se tiene la ecuaci�on

M2( _Ud � _U2) +K2(Ud � U2) = r2

que permite relacionar los residuos (computables) con la diferencia puntual entre las soluciones correspon-

dientes a la malla �na y a la malla doble. De esta �ultima se deduce la siguiente relaci�on expl��cita

Ud � U2 = e(�M
�1

2
K2)t

Z
t

0
e(�M

�1

2
K2)s M

�1
2 r2 ds

Una expresi�on an�aloga se puede obtener para el residuo r1 correspondiente a la malla gruesa. El uso de

ambos residuos permite estimar el error de aproximaci�on v��a la estimaci�on de la diferencia U2 � U1 (n�otese

que no es necesario calcular expl��citamente ninguna de estas dos aproximaciones).

El problema test sobre el cual se ha probado el m�etodo de mejoramiento de la soluci�on mediante la doble

malla es el siguiente
@u

@t
=
@
2
u

@x2
x 2 [0; 1]; t > 0

con condici�on inicial u(x; 0) = sin(�x) para x 2 [0; 1] y condiciones de borde homog�eneas en x = 0 y x = 1.

La soluci�on anal��tica es u(x; t) = sin(�x) exp(��2t).

En la �gura 7 se representa la evoluci�on en el tiempo hasta t = 0:3 de los errores exactos (en valor absoluto)

correspondientes a x = 1=2 para distintas mallas: la malla gruesa, uniforme, con 100 elementos; la malla

�na, tambi�en uniforme, con 200 elementos; y las mallas doble con � = 1=2 y con � = 4=3 que combinan a

las dos primeras. Los errores correspondientes a la malla doble respetan el comportamiento de los de las

mallas simples. En el caso de � = 1=2 los valores resultan intermedios entre los de las mallas gruesa y �na.

En el caso de � = 4=3 (malla doble de extrapolaci�on) se observa un mejoramiento notable de la soluci�on.
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Figura 6. Frecuencia fundamental de una cuerda en vibraci�on axial
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Figura 7. Errores absolutos exactos para distintas mallas correspondientes a x = 1=2
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Figura 8. Errores absolutos exactos para distintas mallas correspondientes a t=0.05
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En la �gura 8 se representan la secci�on para el tiempo t = 0:05 de los errores exactos correspondientes a las

distintas mallas.
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Figura 9. Curvas de nivel de los errores absolutos

exactos para la malla �na
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Figura 10. Curvas de nivel de los errores

absolutos exactos para la malla doble (� = 4=3)

En las �guras 9 y 10 representamos las curvas de nivel de los errores absolutos exactos para las mallas �na

y doble con � = 4=3. El eje de las abscisas, en esas �guras, representa la coordenada espacial y el de las

ordenadas, la coordenada temporal. Se puede observar c�omo mejora la soluci�on cuando en la evoluci�on se

utiliza la matriz mezcla con el coe�ciente � de extrapolaci�on.

En este ejemplo se observa una regularidad en el comportamiento de los errores an�aloga a la que fundamenta

el m�etodo de dobles mallas en el caso de problemas el��pticos (mejoramiento de la soluci�on y estimaci�on

de los errores), sin embargo, en estos problemas de evoluci�on el comportamiento de las soluciones y los

correspondientes errores puede ser m�as complejo. En particular el error correspondiente a la malla doble

con � = 1=2 no necesariamente ser�a intermedio respecto de los de las mallas simples. En estos problemas de

orden 2, la malla doble con � = 4=3 mejora la soluci�on, y no es necesario realizar correcciones en cada etapa

de la integraci�on, pero, cuando se utiliza � = 1=2 resulta necesario utilizar los residuos para estimar errores,

corregir la soluci�on alcanzada hasta el tiempo actual y decidir en cada etapa si se realiza un remallado en

funci�on de los errores estimados.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se han mostrado algunas apliaciones del m�etodo de doble malla, propuesto por los autores,

para problemas din�amicos. El m�etodo de doble malla, o malla compuesta, permite estimar el error de

discretizaci�on o bien corregirlo obteniendo una soluci�on mejorada. Puede veri�carse que utilizando mallas

relativamente gruesas puede reducirse el error a valores que normalmente corresponden a mallas m�as �nas,

tanto para problemas el��pticos como parab�olicos. Esta mejora se consigue adem�as sin necesidad de realizar

post-procesamientos o de incrementar demasiado el costo computacional con respecto a la soluci�on est�andar

de referencia. La aplicaci�on a problemas de din�amica estructural muestra tambi�en una mejora en los

resultados.
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